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Abstract: In this paper, a modified LS conjugate gradient formula is proposed. This formula can ensure that 
the scalar 0k   holds and the search direction possesses the sufficiently descent property without any line 

search. The global convergence will be established for general functions under suitable conditions and nu-
merical results are reported. 
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摘  要：我们给出一个修改的 LS 共轭梯度公式，此公式能保证参数 βk非负且搜索方向在不需要任何

线搜索下具有充分下降性。在适当条件下，证明该方法对一般函数具有全局收敛性，同时给出数值检

验结果。 
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1. 引言 

求解下面无约束优化问题 

 min
nx R
f x


                                         (1.1) 

其中  f x 连续可微，此问题可来源于诸多实际，具有广泛的应用背景，是最优化问题的最基础形式，同时也是

是其他类型优化问题的基础。一般情况下，首先探讨此问题的一般求解方法，然后再推广至其他类型问题。所

以说，研究上述问题的求解方法既具有实际意义又具有理论根据。已存在众多方法求解此问题，如牛顿法、信

赖域方法、拟牛顿方法和共轭梯度法等，其中非线性共轭梯度法拥有结构简单且效果明显的优点，是研究热点。

此方法采用下述迭代公式： 

1 , 0,1, 2,k k k kx x d k      

kx 是第 次迭代点，k 0k  是步长， 是具有下面定义形式的搜索方向 kd
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1, 1

, 0
k k k

k
k

g d k
d

g k

  ,

,

  
  

                                  (1.2) 

其中 k 是一个参数，根据 k 的选取方式不同而称为相应的共轭梯度法。目前已有很多著名的共轭梯度公式： 

 1 1

2

T
k k kPRP

k

k

g g g

g
   

 [1,2]， 1 1
2

T
FR k k
k

k

g g

g
   [3]， 1 1

T
CD k k
k T

k k

g g

d g
  


[4]， 

 1 1
T
k k kLS

k T
k k

g g g

d g
   




[5]，
 

 
1 1

1

T
k k kHS

k T

k k k

g g g

g g d
  







[6]，

 
1 1

1

T
DY k k
k T

k k

g g

kg g d
  






[7]， 

 k kg f x  和 ，分别表示函数1kg f x   1k  f x 在 kx 和 1kx  的梯度值， . 是欧氏向量范数。上述方法可归

结为两类：一类是 PRP, LS 和 HS 方法，他们拥有数值表现优越但收敛性不理想的特点；另一类是 FR, CD 和

DY 方法，此类方法的收敛性好但数值表现却不优越。PRP 方法的数值表现非常，许多学者都以此方法为基础，

寻找更为优越的方法，已取得众多成果(见[8-17]等)。Yuan[15]给出了下述 PRP 修改公式： 

2

14
min , ,kMPRP PRP PRP T

k k k k k

k

y
g d

g


   

     
  

 

其中
1

4
  是常数， 。在此公式的基础上，又将此思想进行了推广，得到了下面的修改的 LS： 1k ky g g  k

 

2

12
min , kMLS LS LS T

k k k k
T
k k

y
kg d

d g


   

 
    

  

.                           (1.3) 

Wei[14]等给出了下述修改的 PRP 方法： 

1
2

,
T m

WYL k k
k

k

g y

g
                                     (1.4) 

其中 1
1

km
k k

k

g
y g g

g


  k，容易得到

1
1 1

1
2 2

0

k
k k kT m

kWYL k k
k

k k

g
g g g

gg y

g g



 



 
  

    成立。此方法能保证参数非负， 

克服了原 PRP 方法能为负值从而导致不收敛的缺点。对 LS 方法而言，它本身具有数值表现好的优点，但在理

论上性质不是很理想：如本身没有充分下降性、不能保证参数非负、收敛性不理想等，为克服上述不足，我们

结合(1.3)和(1.4)，给出修改的 LS 公式如下： 

 

2

12
min ,

m
kMMLS MMLS MMLS T

k k k k
T
k k

y
kg d

d g


  



 
    

  

.                      (1.5) 

其中 1
T m

MMLS k k
k T

k k

g y

d g
 


，下面我们将分析(1.5)的充分下降性和全局收敛性。论文的创新点体现在如下几点：1) 相 

对于原 LS 方法而言，新方法能保证参数的非负性；2) 新方法在不需要任何条件基础上自动拥有充分下降性；

3) 新方法的公式中采用了新的当前梯度与下一梯度差；4) 对一般函数具有全局收敛性。 

本文结构安排如下：下一节给出算法及其步骤，第三节分析方法的充分下降性和全局收敛性，最后一节给

出数值检验结果。 
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2. 算法 

修改的 LS 算法步骤 0 给定    0 , 0,1 2 , ,nx 1     和终止参数 0,  令 ，置 0 0 0d g f x    : 0k  。 

步骤 1：若 kg  ，停止。 

步骤 2：利用下面的 WWP 线搜索技术寻找步长 k ： 

  T
k k k k k k kf x d f g    d

k

                            (2.1) 

 T T
k k k k kg x d d g   d

k

.                             (2.2) 

步骤 3：令 1k k kx x d   。如果 1kg   ，停止。 

步骤 4：利用下面公式计算搜索方向 

1 1
MMLS

k k kd g  
    kd

1

                                (2.3) 

步骤 5：置 ，转步骤 2。 :k k 

3. 充分下降性和全局收敛性分析 

下面的引理说明了修改的 LS 方向具有充分下降性。 

引理 3.1 对 ，修改的 LS 搜索方向对下式 0k 

2T
k k kd g c g                                         (3.1) 

  2
1T

k k kd y c g                                    (3.2) 

满足， 是常数。 0c 

证明：如果 ，则0k  2

0 0 0
Tg d g  ，则(3.1)成立。假设当 ，(3.1)对修改的 LS(2.3)满足，对1k  1k  ，利

用(2.3)，获得 

 

2 *
1 1 1 1

2

2 1 1
1 12

min ,

T MMLS T
k k k k k k

mT m T m
k T Tk k k k

k kT T T
k k k k k k

g d g d g

yg y g y
1k k kg g d d g

d g d g d g





   

 
 

  

 
             




            (3.3) 

对于(3.3)，有假设可知 

0.T
k kd g                                            (3.4) 

取 

1
1

2
,

2

T T
k k mk k

k kT
k k

d g g d
u g v

d g








 


y . 

下面分两种情况讨论(3.4)。 

情形 1) 若
 

2

1
12

mT m
k Tk k

k kT T
k k k k

yg y
g d

d g d g





 

，立即得到
2T

1 1 1k k kg d g    。 

情形 2) 若
 

2

1
12

mT m
k Tk k

k kT T
k k k k

yg y
g d

d g d g





 

，则(3.4)可写成 

Copyright © 2013 Hanspub 50 



陈海  一个修改的 LS 非线性共轭梯度算法 

 

   

 

2

2 1
1 1 1 1 12

2

22

1 1 1 1

22 2
1

2

1

11 1
4 12 1 ,

4

mT m
kT T Tk k

k k k k k k kT T
k k k k

m
kT T m T T

k k k k k k k k kT
k k

T
k k

T nT
k k k

kT T
k k k k

yg y
g d g g d d g

d g d g

y
d g g y g d g g d

d g

d g

g d yu v u v
g

d g d g









    

   





 
       

  





               

 

最后一个不等式利用了  2 21
2

Tu v u v  。令 11
4

c


  ，则(3.1)成立。结合线搜索技术(2.2)可得(3.2)成立。所

以此命题成立，证毕。 

为了证明建议算法的收敛性，采用反证法来得到全局收敛性，即假设存在常数 0 0  满足 

0 ,kg k   0                                     (3.5) 

导出矛盾，证明结论。 

假设条件： 

(A)：1) 水平集     0:n x f x f x    有界。2) f 在 上有下界且连续可微，它的梯度 g满足 Lipschitz

条件，即存在常数 L > 0 满足 

  ( ) , , .g x g y L x y x y                                 (3.6) 

下述引理 3.2 和 3.3 可在众多共轭梯度算法文献中找到，本文也给出其证明过程。 

引理 3.2 设假设(A)满足，序列 kg 和 kd 由修改的 LS 算法产生。如果不等式(3.5)成立，则 0kd  且 

2

1
0

k k
k

u u





  ，其中 k
k

k

d
u

d
 。 

证明：利用(2.2)和 Lipschitz 条件(3.6)，得到     2

11
TT

k k k k k k kg d g g d L d      ，联立(3.1)，有 

2

1
T
k k

k

k

g d

L d

 
 ，代入(2.1)且由假设(A)中函数 f 有下界，则 

 2

2
0

T
k k

k k

g d

d





                                       (3.7) 

成立。式(3.5)和引理 3.1 隐含着 ，否则0kd  0kg  成立，全局收敛性得证。则可令 k
k

k

d
u

d
 和 

1
1

1 1

,kMMLS k
k k k

k k

d g
r

d d
   


 

   ku。由(2.3)，当 ，得1k  1 1k k ku r    ，利用 1 1k ku u   ，则 

1 1 1k k k k k k kr u u u u       .                                (3.8) 

利用 ，得0MMLS
k

  0k  。利用上述等式和三角不等式，有 

   1 1 1 11 1 2k k k k k k k k k k k k ku u u u u u u u r                1 .            (3.9) 

再利用(3.1)和(3.7)，得

4
2 21

1 12
1 11

k
k k

k kk

g
r g

d


 

 

   。由(3.5)，则
2

1
1

k
k

r 


  。 

联立上述不等式和(3.9)，此引理结论成立。证毕。 
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下面的性质(P)由 Gilbert 和 Nocedal[18]给出，具体内容为： 

性质(P)：如果 

10 kg 2    .                                    (3.10) 

若对所有 ，存在常数 和k 1b  0  满足 k b  和 ks  得到
1

2k b
  ，我们说该方法满足性质(P)。 

引理 3.3 设假设(A)满足，序列 kg 和 kd 由修改的 LS 算法产生，如果存在常数 满足0M  kd M ，则
MMLS
k

满足性质(P)。 

证明：关于修改的 LS 方法，如果
 

2

1
12

mT m
k Tk k

k kT T
k k k k

yg y
g d

d g d g





 

成立，结论显然得证。否则，利用假设(A)-1)， 

则存在常数 使得 1 0M 

1ks M                                           (3.11) 

成立。利用 kd M ，(3.1)，(3.2)，(3.6)，(3.10)和(3.11)可得 

 
   

   

2

1
12

1 1 1 1
1

2

2

1 1 1 1
1

42

2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 2 1 2 1

3 2 5 2 5
1 1 1

|| ||

2 2 2 2
,

mT m
kMMLS Tk k

k k kT T
k k k k

k k k k k k
k

k

k

k k k k k k
k k

k

k

k k
k

yg y
g d

d g d g

g g g g g g
g

g

c g

g g g g g g
g d

g

c g

L s ML M s cL ML M
s

c c c






    
  

 


   


   


 


  



  



 
    

 

         (3.12) 

取
2 2 2 2
2 1 2 1

2 5
1

2 2
max 2,

cL ML M
b

c

  


      
   

和
 

2 5
1

2 2 2 2
2 1 2 12 2

c

b cL ML M




  



。 

结合(3.12)和上述 和b  的取法以及 ，则1b  MMLS
k b   和 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1

2 5 2 5
1 1

2 2 2 2 1
.

2
MMLS
k k

cL ML M cL ML M
s

bc c

     
 

 
    
   
  








 

所以修改的 LS 方法都具有性质(P)。证毕。 

利用假设(A)，引理 3.1~3.3，与文献[9]中的定理 3.2 的证明类似，可得到修改的 LS 算法的全局收敛性定理，

本文只给出此定理不再证明。 

定理 3.1 假设(A)满足，序列 由修改的 LS 算法产生，则, ,k k kd x g lim inf 0k kg  成立。 

4. 数值结果 

为了验证所给算法的有效性，下面给出数值检验结果，检验函数是在工程领域经常用到的 Benchmark 问题
[19]，列举如下。 
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1) Sphere function         2

1

, 5.12,5.12 , 0,0, 0 , 0
n

Sph i i Sph
i

f x x x x f x 



    ， 

2) Schwefel’s function         
2

1 1

, 65.536,65.536 , 0,0, ,0 , 0
n i

SchDS j i SchDS
i j

f x x x x f x 

 

 
    

 
  

3) Rastrigin function            2

1

10 10cos 2π , 5.12,5.12 , 0,0, ,0 , 0
n

Ras i i i Ras
i

f x n x x x x f x 
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4) Griewank function        
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在我们实际计算中，参数选取如下： ，停止准则采用 Himmeblau 准则：如果 510 , 0.1, 0.9    

  1,kf x e 令
   

 
1

stop1
k k

k

f x f x

f x


 ；否则令    1stop1 k kf x f x   。如果  g x  或者 满足， 2stop1 e

算法终止， 。如果总的迭代次数超过 1000 次，我们也终止算法。为验证新方法的有效性，我们也

给出通常 LS 方法的数值结果，并将两者进行比较。一般情况下，方法有效性的体现在算法执行时需要函数值次

数的多少、梯度值次数的多少与所需要的 CPU 时间，我们也将从这几个方面进行比较，下面两表中各代码含义

是： 

5
1 2 10e e  

0x ：初始点；Dim：问题的维数；NI：迭代次数；NFG：函数值与梯度值迭代次数和；Time：以秒为单位

的计算机 CPU 时间；  f x ：算法终止时的函数值。 
 

Table 1. The numerical results 
表 1. 数值结果 

修改的 LS 算法 通常的 LS 算法 
 

NI/NFG/  f x /Time NI/NFG/  f x /Time NI/NFG/  f x /Time NI/NFG/  f x /Time 

Sphere 0x   4, 4, , 4     3,3, ,3   4, 4, , 4     3,3, ,3  

10 2/6/7.888609e − 030/0 3/7/1.972152e − 030/0 2/6/7.888609e − 030/0.047 3/7/1.972152e − 030/0 

100 2/6/1.262177e − 027/0 2/6/1.597443e − 027/0 2/6/1.262177e − 027/0 2/6/1.597443e − 027/0 Dim 

300 2/6/2.863565e − 026/0 2/6/2.366583e − 026/0 2/6/2.863565e − 026/0 2/6/2.366583e − 026/0 

Schwefel’s 0x   0.001, , 0.001    0.0001, , 0.0001   0.001, , 0.001    0.0001, , 0.0001  

10 3/8/3.539977e − 7/0 2/5/4.378593e − 8/0 3/8/3.539977e − 7/0.031 2/5/4.378593e − 8/0 

100 5/14/1.889258e − 5/0.11 3/8/3.711002e − 6/0.047 5/14/1.889258e − 5/0.078 3/8/3.711002e − 6/0.0624 Dim 

300 8/23/3.264067e − 5/3.59 4/11/1.871432e − 5/1.825 8/23/3.263579e − 5/3.78 4/11/1.871432e − 5/1.763 

Rastrigin 0x   0.01,0.01, , 0.01   0.001, , 0.001   0.01,0.01, , 0.01   0.001, ,0.001  

10 3/10/0.000000e + 000/0 3/9/9.237056e − 012/0 3/11/0.000000e + 0/0 3/10/0.000000e + 0/0 

100 3/9/2.273737e − 013/0 3/8/4.646120e − 008/0 3/10/0.000000e + 0/0 3/9/0.000000e + 0/0 Dim 

300 4/11/4.547474e − 013/0 3/8/1.477929e − 010/0 3/9/0.000000e + 0/0 3/9/0.000000e + 0/0.0312 

Griewank 0x   100, 100, , 100     30,30, ,30   100, 100, , 100     30,30, ,30  

10 6/32/4.360934e + 0/0 3/9/2.647550e − 6/0 5/31/1.198326e + 0/0 3/9/5.618497e − 6/0 

100 3/9/2.795382e − 5/0.0312 2/6/0.000000e + 0/0 3/9/3.217599e − 5/0.0312 2/6/0.000000e + 0/0 Dim 

300 2/6/0.000000e + 0/0.0468 2/6/0.000000e + 0/0.0468 2/6/0.000000e + 0/0.0624 2/6/0.000000e + 0/0.0468 

总的 CUP 时间 5.6968 5.933 
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为更直观的比较修改的 LS 算法与原 LS 算法的效率，我们采用下述技术即两算法的所有 NFG 的乘积的比

值在开二十四分之一(结果的总个数)次方，以通常 LS 算法作为底，定义为 1，此种技术详细可见文献[16]，则

其比值如表 2。 
 

Table 2. The efficiency of NFG comparison 
表 2. 关于 NFG 的效率比较 

修改的 LS 算法 通常的 LS 算法 

0.9122 1 

 

从表 1 的数值结果可以看出，修改的 LS 算法和通常的 LS 算法均能对上述 4 个问题有效地求解，迭代次数

不是很多且非常接近最优函数值，新方法所需的 CPU 时间更少一些。从表 2 中 NFG 的效率来看，修改的 LS

算法相对于通常的 LS 算法，效率能够提高 8.78%。可以说，新方法更具竞争力。 
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