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Abstract: The Hosoya index of a graph is defined as the total number of matchings of the graph. Vertex 
gluing graph is defined as the cycle in graph only one common vertex. In this paper, we characterize the 
graphs with the second and third minimal Hosoya Index, respectively, among the connected graphs with 
m-matchings and the given cyclomatic number. 
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摘  要：图的 Hosoya 指标是指这个图的所有匹配的个数。点粘接图是指图中所含的圈只有一个公共顶

点的图。本文在包含 m-匹配的点粘接双圈图中刻画了具有第二小和第三小 Hosoya 指标的此类图，并

以此为基础在所有包含 m-匹配的点粘接图中刻画了具有第二小和第三小 Hosoya 指标的此类图。 
 

关键词：Hosoya 指标；m-匹配；点粘接图 

1. 引言 

Hosoya 指标最早由日本化学家 Harruo Hosoya 在文献[1]中引入了以结构描述符号为基础的分子图，他将其

命名为拓扑指标，记作： Z 。并且他发现该指标与碳氢化合物的物理化学性质，尤其是与它的沸点联系紧密。

这个指标后来被命名为 Hosoya 指标。自此以后，有很多作者研究了 Hosoya 指标[2-7]。 
本文所考虑的图都是有限的、无向的简单图。设图G 是一个化学分子结构图模型，即为一个具有 n 个顶点

的连通图，则图G 的 Hosoya 指标 ( )Z G ，是指一个图的所有匹配情况的数目之和，其中包括空集。所谓G 中的

两边独立是指这两条边在G 中不相邻。图G 的一个 k -匹配是指 k 个相互独立的边组成的集合。 ( ),Z G k 表示图 
G 的 k -匹配数。于是，Hosoya 指标是如下定义的： ( ) ( )

0
,

k
Z G Z G k

≥

= ∑ ，即 ( )Z G 表示一个图中所有匹配情况的 

数目之和，规定：对任意图 ( ),0 1Z G = ， ( ),1Z G 等于图G 的边数。令 ( )G n 表示 n 个顶点的一类图，若我们将 ( )G n
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中所有图的 Hosoya 指标 1 2, , , mZ Z Z⋅ ⋅ ⋅ 按递增的顺序排列为： 1 2 3 mZ Z Z Z< < < ⋅ ⋅ ⋅ < ，则称 1Z 所对应的图是此类图

中 Hosoya 指标最小的图。同理，我们称 2Z 所对应的图是此类图中 Hosoya 指标第二小或次小的图。依此类推，

可定义此类图中 Hosoya 指标第三小、第四小、…、第 m 小的图。 
Hou 在文献[8]中对于包含 m -匹配的树刻画了具有最小和第二小 Hosoya 指标的图。Yu 和 Tian 在文献[9]中

对于包含m -匹配的单圈图刻画了具有最小和第二小 Hosoya 指标的图。Ye 在文献[10]中对于包含 m -匹配的单圈

图刻画了具有第三小至第六小 Hosoya 指标的图。并且在文献[9]中作者对于包含 m -匹配的点粘接双圈图刻画了

具有最小 Hosoya 指标的图。本文在包含m -匹配的点粘接双圈图中刻画了具有第二小和第三小 Hosoya 指标的此

类图，并以此为基础在所有包含 m -匹配的点粘接图中刻画了具有第二小和第三小 Hosoya 指标的此类图。本文

提到的点粘接图是指图中所含的圈只有一个公共顶点的图。 

2. 预备知识 

设 M 是图G 的一个匹配.如果点 v和 M 中的一条边相连，就称 M 饱和点 v，记作： v M∈ ，否则称 M 不饱

和点 v，记作 v M∉ 。如果 M 饱和了图G 的所有点，则称 M 是完美匹配.如果图G 中再也找不到一个匹配M ′，
且 M M′ > ，则称 M 是最大匹配。显然，完美匹配是最大匹配。我们用 ( )Gα′ 表示G 中最大匹配所含边数。 

设 ( ), ,G n t m 表示阶数为 n ， ( )G mα′ = 并且含有 t 个三角形的点粘接图集。设 ( ),U n m 表示阶数为 n 且

( )G mα′ = 的所有单圈图集。设 ( ),B n m 表示阶数为 n 且 ( )G mα′ = 的所有点粘接双圈图集。设图 ( )1 , ,G n t m 是有

一个公共顶点的 t 个三角形构成的图，并且在此公共顶点上粘上 1m t− − 条长度为 2 的路和 2 1n m− + 条悬挂边

(如图 1)。简而言之，我们可以分别用 ( )1 ,1,G n m 和 ( )1 ,2,G n m 表示 ( )1 ,U n m 和 ( )1 ,B n m (如图 1)。设图 ( )2 , ,G n t m  
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Figure 1. Some unicyclic graphs and bicyclic graphs with m-matching 

图 1. 一些具有 m-匹配的单圈图和双圈图 
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也是有一个公共顶点的 t 个三角形构成的图，并且在此公共顶点上粘上 2m t− − 条长度为 2 的路和 2 1n m− + 条

悬挂边，最后将从 ( )1 , ,G n t m 中取出的一条长度为 2 的路作为悬挂点粘在任意一个三角形的另外两个端点上(如
图 1)。简而言之，我们可以分别用 ( )2 ,1,G n m 和 ( )2 ,2,G n m 表示 ( )2 ,U n m 和 ( )2 ,B n m (如图 1)。设 ( )3 , ,G n t m 是有

一个公共顶点的 t 个三角形构成的图，并且在此公共顶点上粘上 3m t− − 条长度为 2 的路和 2 1n m− + 条悬挂边，

最后将从 ( )2 , ,G n t m 中取出的长度为 2 的路粘在此处取出的长度为 2 的路的 2 度点上(如图 1)。同理，我们可以

分别用 ( )3 ,1,G n m 和 ( )3 ,2,G n m 表示 ( )3 ,U n m 和 ( )3 ,B n m (如图 1)。 
若 ( )W V G⊆ ，则用G W− 表示G 的子图，这个子图是通过删去W 中的所有点以及与这些点相关连的边而

得到的。类似地，若 ( )E E G′ ⊆ ，则G E′− 是G 的子图，这个子图是通过删去 E′中的所有边以后得到的。若

{ }W v= 且 { }E xy′ = ，则记作：G v− 和G xy− 。用 ( )GN v 表示图G 中点 v和点 v的邻点组成的集合。 
引理 1.[7] 设G 是一个图且 ( )v V G∈ ，设 1 2, , , tv v v⋅ ⋅ ⋅ 是 v的邻点，则有： 

( ) ( ) { }( )
1

,
t

i
i

Z G Z G v Z G v v
=

= − + −∑  

引理 2.[7] 设G 是一个图且 uv 是图G 的一条边，则有： 

( ) ( ) { }( ),Z G Z G uv Z G u v= − + −  

由引理 2 可得： 
推论 1. 设G 是一个图。若 ( )u V G∈ 是G 的一个悬挂点且 v是u 的唯一的邻点，则有： 

( ) ( ) { }( ),Z G Z G u Z G u v= − + −  

引理 3.[7] 设图G 是由 1 2, , , tG G G⋅ ⋅ ⋅ t 个分支构成的，则有： 

( ) ( )
1

t

i
i

Z G Z G
=

=∏  

引理 4.[7] 设 nP 和 nS 分别是 n 个点的路和星，则对于所有 n 个点的树T 有： 

( ) ( ) ( ) 1n n nn Z S Z T Z P F += ≤ ≤ =  

其中 nF 是第 n 个 Fibonacci 数且： 0 0F = ， 1 1F = 。 
引理 5.[10] 设G 是一个图，并且 1G 是图G 的子图，则有： ( ) ( )1Z G Z G≥ ，并且更进一步有：若 ( ) ( )1E G E G< ，

则有： ( ) ( )1Z G Z G< 。 
引理 6.[10] 设G 是一个图且 ( ) ( )1G k kα′ = ≥ ，并且 ( )1 2 0G lK kK l≠ ≥ ，则有： 

( ) 25 2kZ G −≥ ⋅  

等号成立当且仅当 ( ) ( )4 2 12 , 0G P k K l K l′ ′≅ − ≥  。 
引理 7.[9] 设 ( ) ( ), 2 , 4G U n m n m m∈ ≥ ≥ ，则有： 

( ) ( )22 2 3 4mZ G n m−≥ − +  

等号成立当且仅当 ( )1 ,G U n m≅ (如图 1)。 
引理 8.[9] 设 ( ) ( ), 2 , 4G U n m n m m∈ ≥ ≥ ， ( )1 ,G U n m∉ ，则有： 

( ) ( )42 10 15 13mZ G n m−≥ − +  

等号成立当且仅当 ( )2 ,G U n m≅ (如图 1)。 
引理 9.[10] 设 ( ) ( ) ( ){ } ( )1 2, \ , , , 2 , 4G U n m U n m U n m n m m∈ ≥ ≥ ，则有： 

( ) ( )42 10 15 14mZ G n m−≥ − +  
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等号成立当且仅当 ( ) ( ) ( ){ }3 4 5, , 8,4 , 10,5G U n m U U∈ (如图 1)。 
引理 10.[9] 设 ( ) ( ), 2 , 4G B n m n m m∈ ≥ ≥ ，则有： 

( ) ( )22 2 3 5mZ G n m−≥ − +  

等号成立当且仅当 ( )1 ,G B n m≅ (如图 1)。 
引理 11.[9] 设 ( ), ,G G n t m∈ ，其中 2n m≥ ，并且 0 1t m≤ ≤ − 。则有： 

( ) ( )22 2 3 3mZ G n m t−≥ − + +  

等号成立当且仅当 ( )1 , ,G G n t m≅ (如图 1)。 

3. 主要结果和证明 

3.1. ( ),B n m 中具有第二小和第三小 Hosoya 指标的图 

定理 1. 设图 ( ),G B n m∈ ， ( ) ( )1 , 2 , 4G B n m n m m∉ ≥ ≥ ，则有： 

( ) ( )42 10 15 18mZ G n m−≥ − +  

等号成立当且仅当 ( )2 ,G B n m≅ 。 
证明：设图 ( ) ( ), 2 , 4G B n m n m m∈ ≥ ≥ ，并且 M 是图G 的一个 m -匹配。我们总可以从图G 的圈中找出一

条边 uv ，使得 uv M∉ ，则G uv− 是一个 n 个点的连通单圈图。此外， ( )G uv mα′ − =  (因为G uv− 是G 的一个

子图，由引理 5，我们有 ( ) ( )G uv G mα α′ ′− ≤ = ，注意到 M 是G uv− 的一个 m -匹配，我们有： ( )G uv mα′ − ≥ ，

因此， ( )G uv mα′ − = )。因此 ( ),G uv U n m− ∈ ，下面我们将分以下三种情形讨论： 
1) ( )1 ,G uv U n m− ≅ ，且 ( )1 ,G B n m≅ ，则 ( ){ }2 1 2 3 4, , , , ,G B n m G G G G∈ ( 1 2 3 4, , ,G G G G 见图 2)。 

  

n−2m+1 n−2m+1 m−4 m−4 

n−2m n−2m m−3 m−3 

G1 G2 

G3 G4  
Figure 2. Some bicyclic graphs with m-matching 

图 2. 一些具有 m-匹配的双圈图 
 

由引理 1 直接计算可得： 

( )( ) ( )4
2 , 2 10 15 18mZ B n m n m−= − +  
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( ) ( )4
1 2 10 15 22mZ G n m−= − +  

( ) ( )4
2 2 10 15 20mZ G n m−= − +  

( ) ( )4
3 2 12 18 18mZ G n m−= − +  

( ) ( )4
4 2 12 18 22mZ G n m−= − +  

由此，由上可知： ( ) ( )( ) ( )2 , , 1,2,3,4iZ G Z B n m i> = 。 
2) ( )1 ,G uv U n m− ≠ ，且 ( )1 ,G B n m≠ 。由引理 8 得： ( ) ( )42 10 15 13mZ G uv n m−− ≥ − + 等号成立当且仅当

( )2 ,G uv U n m− ≅ 。 
注意到： { },G u v− 是 ( )2m − -匹配，则有： { }( ) 2, 2mZ G u v −− ≥ 等号成立当且仅当 

{ } ( ) ( )1 2, 2 2 2G u v n m K m K− ≅ − + − 。容易看出： uv 必有一点是 ( )2 ,U n m 中的一个 ( )n m− 度点，另一个是

( )2 ,U n m 中的一个 3 度点，这种情形是不可能出现的。由引理 6 得： { }( ) 4, 5 2mZ G u v −− ≥ ⋅ 等号成立当且仅当

{ } ( ) ( )2 4 1, 4 2 2G u v m K P n m K− ≅ − − +  。 
由引理 2 得：  

( ) ( ) { }( )
( )
( )
( )( )

4 4

4

2

,

2 10 15 13 5 2

2 10 15 18

,

m m

m

Z G Z G uv Z G u v

n m

n m

Z B n m

− −

−

= − + −

≥ − + + ⋅

= − +

=

 

等号成立当且仅当 ( )2 ,G uv U n m− ≅ ，且 { } ( ) ( )2 4 1, 2 2 2G u v m K P n m K− ≅ − − +  。容易看出 uv 中的一个

端点是 ( )2 ,U n m 中的一个 ( )n m− 度点，另一个端点是 ( )2 ,U n m 中一个邻接于 2 度点的悬挂点，因此等号成立当

且仅当 ( )2 ,G B n m≅ 。 
3) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 4 5, , , , 8,4 , 10,5G uv U n m U n m U U− ∉ 。由引理 9 得： 

( ) ( )42 10 15 14mZ G uv n m−− ≥ − +  

等号成立当且仅当 ( )3 ,G uv U n m− ≅ 。 
注意到： { },G u v− 是 ( )2m − -匹配，则有： { }( ) 2, 2mZ G u v −− ≥ 等号成立当且仅当 

{ } ( ) ( )1 2, 2 2 2G u v n m K m K− ≅ − + − 。 

从而有： 

( ) ( ) { }( )
( )
( )
( )( )

4 2

4

2

,

2 10 15 14 2

2 10 15 18

,

m m

m

Z G Z G uv Z G u v

n m

n m

Z B n m

− −

−

= − + −

≥ − + +

= − +

=

 

等号成立当且仅当 ( )3 ,G uv U n m− ≅ ，且 { } ( ) ( )2 1, 2 2 2G u v m K n m K− ≅ − − + ，此时 uv 的一个端点必是

( )3 ,U n m 的一个 ( )n m− 度点，另一个是邻接于一个 3 度点的 2 度点，从而此时： ( ) ( )( )2 ,Z G Z B n m≥ 。综上所

述，定理得证。 
类似定理 1 的证明，并且根据引理 5、引理 6、引理 8、引理 5 和定理 1 可得下面的结果： 
定理 2. ( ),G B n m∈ ， ( ) ( ){ } ( )1 2, , , 2 , 4G B n m B n m n m m∉ ≥ ≥ ，则： 

( ) ( )42 10 15 19mZ G n m−≥ − +  
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等号成立当且仅当 ( )3 ,G B n m≅ 。 

3.2. ( ), ,G n t m 中具有第二小和第三小 Hosoya 指标的图 

对于图 ( ), ,G n t m ，我们根据引理 8 和定理 1 可以得到下面的一般结果： 
定理 3. 设G 是 ( ), ,G n t m 中的一个图，并且 ( )1 , ,G G n t m∉ ，其中 2n m≥ ，并且1 1t m≤ ≤ − 。则： 

( ) ( )42 10 15 5 8mZ G n m t−≥ − + +  

等号成立当且仅当 ( )2 , ,G G n t m≅ (如图 1)。 
证明：根据引理 8 可知结论对所有的 2 1t m≤ ≤ − 均成立。我们将对 t 进行归纳来证明以上结论。 
当 2t = 时，根据定理 1 可知结论成立，现在我们假设当 ( )3t k k= ≥ 时结论成立。 
设图G 是 ( ) ( ), 1, 2 ,3 2G n k m n m k m+ ≥ ≤ ≤ − 中的一个图并且 M 是图G 的一个m -匹配。我们总可以在G 的

一个圈中找到一条边uv 使得 uv M∉ 。很容易得 ( ) ( ), , 2 ,3 2G uv G n k m n m k m− ∈ ≥ ≤ ≤ − 。(因为G uv− 是G 的一

个子图，所以有 ( ) ( )G uv G mα α′ ′− ≤ = 。注意到 M 是 G uv− 的一个 m -匹配，则有 ( )G uv mα′ − ≥ 。因此

( )G uv mα′ − = 。) 
根据归纳假设可得： 

( ) ( )42 10 15 5 8mZ G uv n m k−− ≥ − + +                                ① 

等号成立当且仅当 ( )2 , ,G uv G n k m− ≅ 。注意到 { },G u v− 有一个 ( )2m − -匹配，则有： { }( ) 2, 2mZ G u v −− ≥ 。 
等号成立当且仅当 { } ( ) ( )2 1 2, 2 2 2G u v G n m K U m K− ≅ − + − ，容易看出 uv 中必有一个点是 ( )2 , ,G n k m 中的

一个 ( )1n m k− + − 度点，另一个端点是 ( )2 , ,G n k m 中的一个 3 度点，这种情形是不可能的。由引理 6 得： 

{ }( ) 4, 5 2mZ G u v −− ≥ ⋅                                        ② 

等号成立当且仅当 { } ( ) ( )2 4 1, 4 2 2G u v m K P n m K− ≅ − − +  。由引理 2 和不等号①和②得： 

( ) ( ) { }( ) ( )
( )
( )( )

4 4

4

2

, 2 10 15 5 8 5 2

2 10 15 5 13

, 1,

m m

m

Z G Z G uv Z G u v n m k

n m k

G n k m

− −

−

= − + − ≥ − + + + ⋅

= − + +

= +

                 ③
 

③的等号成立当且仅当①和②中的等号同时成立。①中的等号成立当且仅当 ( )2 , ,G uv G n k m− ≅ 。②中的等

号成立当且仅当 { } ( ) ( )2 4 1, 4 2 2G u v m K P n m K− ≅ − − +  。 
注意到：若 ( ), 1,G G n k m∈ + ， ( )2 , ,G uv G n k m− ≅ ， { } ( ) ( )2 4 1, 4 2 2G u v m K P n m K− ≅ − − +  。根据

3 2k m≤ ≤ − ，容易看出uv 中必有一个端点是 ( )2 , ,G n k m 中的一个 ( )1n m k− + − 度点，另一个端点是 ( )2 , ,G n k m
的一个与 2 度点相邻接的悬挂点。于是③的等号成立当且仅当 ( )2 , 1,G G n k m≅ + 。定理得证。 

类似定理 3 的证明，并且根据引理 9 和定理 2 可得下面的结果： 
定理 4. 设G 是 ( ), ,G n t m 中的一个图，并且 ( ) ( ){ }1 2, , , , ,G G n t m G n t m∉ ，其中 2n m≥ ，并且1 1t m≤ ≤ − 。则： 

( ) ( )42 10 15 5 9mZ G n m t−≥ − + +  

等号成立当且仅当 ( )3 , ,G G n t m≅ 。 
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