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Abstract 
Using a kind of positive series containing lnn as comparison standard, we obtained a new test for 
series of positive terms in this paper. The new convergence criterion is for the promotion of Raabe 
criterion. It is especially effective for positive terms containing logarithmic powers. 
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摘  要 

利用一类含有lnn的正项级数作为比较标准，对正项级数的拉贝判别法进行推广，得到一个新的判别方法。
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该判别方法对含有对数方幂的正项级数敛散性判别特别有效。 
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1. 引言 

正项级数在级数理论中占据着重要的位置，常用的判别方法有比较判别法、比值判别法、根值判别

法和积分判别法[1]。比值判别法与根值判别法都是用等比级数作为比较级数，等比级数的收敛速度是比

较快的，所以，它们只能用于判别那些比等比级数收敛速度更快的级数，而对于比等比级数收敛速度慢

的那些级数，这两种判别法就无能为力了。拉贝利用收敛速度慢的 p级数作为比较级数，得到了比比值 

判别法更为精细的拉贝判别法。高斯利用比 p级数收敛速度更慢的正项级数
( )1

1
ln p

n n n

∞

=
∑ 作为比较级数， 

得到了高斯判别法。为了得到适用范围更广的判别方法就必须寻找收敛速度更慢的正项级数。近年来，

很多学者对正项级数的敛散性进行研究并取得不少的成果[2]-[7]，其中很大部分是对拉贝判别法进行了研

究和推广。当我们遇到含有 ln n的级数时，通常用比较判别法和积分判别法。若对 ln n的性质了解不够， 

无法利用比较判别法；若对广义积分了解不够，也无法利用积分判别法。基于此，利用正项级数
( )

2

ln q

p
n

n
n

∞

=
∑  

作为比较级数，本文提出了新的适合处理通项含有 ln n的正项级数的判别方法。 

2. 新的判别方法 

引理 1： ( )ln
0, lim 0

q

pn

n
p

n→∞
∀ > = ，则 N∃ ，当 n N> 时，有 ( )ln q pn n< 。 

证明：1) 当 0q ≤ 时，
( )

( )
ln 1lim lim 0

ln

q

p qpn n

n
n n n −→∞ →∞

= = 。 

2) 当 0 1q< ≤ 时，因为
( )

( ) ( )
( )1 11

ln 1 1lim lim lim 0 0 ,
ln ln

q

p q qp px x x

x
p

x xpx x px x− −−→+∞ →+∞ →+∞
= = = >  

所以
( )ln

lim 0
q

pn

n
n→∞

= 。 

3) 当 1q > ，设 [ ] 1m q= + ，则连续使用 m 次罗必塔法则，便能得到
( )ln

lim 0
q

px

x
x→+∞

= 。所以
( )ln

lim 0
q

pn

n
n→∞

= 。 

综上，由极限的保序性可知， N∃ ，当 n N> 时，有 ( ) ( )ln 0q pn n p< > 。 

引理 2：正项级数
( ) ( )

2

ln
0

q

p
n

n
p

n

∞

=

>∑ 当 1p < 时发散；当 1p > 时收敛；当 1p = 时，若 1q ≥ − ，级数

( )
2

ln q

p
n

n
n

∞

=
∑ 发散；若 1q < − ，级数

( )
2

ln q

p
n

n
n

∞

=
∑ 收敛。 

证明：1) 当 1p > 时，由引理 1， N∃ ，当 n N> 时，有 ( ) ( )ln 0qn nλ λ< > 。可取 λ ，使得 1p λ− > ，

( )ln 1
q

p p p

n n
n n n

λ

λ−< = 。因为
1

1
p

n n λ

∞

−
=
∑ 收敛，由比较判别法知

( )
2

ln q

p
n

n
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∞

=
∑ 收敛。 
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2) 当 1p < 时， λ∃ ，使得 1p λ+ < 。
( )

( )
ln 1 1 1

ln

q

p q p pp

n
n n n nn n λ λ− += > =

⋅
，又因为此时

1

1
p

n n λ

∞

+
=
∑ 发散，

由比较判别法知
( )

2

ln q

p
n

n
n

∞

=
∑ 发散。 

3) 当 1p = 时，若 1 0q− ≤ ≤ ，则 0 1q≤ − ≤ ，由积分判别法知，
( )

( )2 2

ln 1
ln

q

q
n n

n
n n n

∞ ∞

−
= =

=∑ ∑ 发散。若 0q > ，

( ) ( )ln 1lim lim ln
q

q

n n

n
n

n n→∞ →∞
= = +∞，由比较判别法知

( )
2

ln q

n

n
n

∞

=
∑ 发散；若 1q < − ，则 1q− > ，由积分判别法

知级数
( )

( )2 2

ln 1
ln

q

q
n n

n
n n n

∞ ∞

−
= =

=∑ ∑ 收敛。 

本文用引理 2 中的级数作为比较级数，得到如下的判别方法。 

定理 1：设
1

n
n

u
∞

=
∑ 为正项级数且存在某正整数 N 及常数 r ， 

1) 若对任意 n N> ，有 ( ) ( )
( )( )

1ln
1 1 1

ln 1

q
n
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+

 
 + − ≥ >
 + 

，则级数
1

n
n
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∞

=
∑ 收敛； 

2) 若对任意 n N> ，有 ( ) ( )
( )( )

1ln
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n
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n u
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un
+

 
 + − ≥
 + 

且 1q < − ，则级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛； 

3) 若对任意 n N> ，有 ( ) ( )
( )( )

1ln
1 1 1

ln 1
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n
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且 1q ≥ − ，则级数
1

n
n
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∞

=
∑ 发散。 

证明：1) 因为 ( ) ( )
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1ln
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，所以
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因为 1r > ，所以 , . 1p s t p r∃ < < 。由题意知 0N∃ > ，当 n N> 时，有 

11 1 1
1 1 1

p p r
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从而 
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当 n N> 时，有 
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因为
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+

+
∑ 收敛，由比较判别法知
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2) 令 ( )ln q

n

n
v

n
= ，由条件知， 0N∃ > ，当 n N> 时， ( ) ( )

( )( )
1ln

1 1 1
ln 1

q
n

q
n

n u
n

un
+

 
 + − ≥
 + 

即 

( )( )
( )

1 1
ln 1

1ln

q

n n
q

n n
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+ +

+
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+
 

当 1q < − 时，
1

n
n

v
∞

=
∑ 收敛，所以

1
n

n
u

∞

=
∑ 也收敛。 

3) 证明与 2)类似，易得 

( )( )
( )

1 1
ln 1

1ln

q

n n
q

n n

nu vn
u n vn
+ +

+
≥ =

+
 

因为当 1q ≥ − 时，
1

n
n

v
∞

=
∑ 发散，所以

1
n

n
u

∞

=
∑ 也发散。 

注 1：定理中取 0q = ，该判别法就是拉贝判别法。 
注 2：此类判别法特别适用于判定级数通项中含有对数方幂 ( )ln qn 的级数。 
定理 1 的极限形式见定理 2。 

定理 2：正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ ，若有 ( ) ( )

( )( )
1ln

lim 1 1
ln 1

q
n

qn
n

n u
n s

un
+

→∞

 
 + − =
 + 

，则 

1) 当 1s > 时，级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛； 

2) 当 1s < 且 1q ≥ − 时，级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 发散。 

注： 1s = 时，定理 2 中判别法失效。如发散级数
1

1
lnn n n

∞

=
∑ ，取 2q = − 时， 1s = ；收敛级数

( )2
1

1
lnn n n

∞

=
∑ ，

取 1q = − 时， 1s = 。此时，可以用定理 1 判别这两个级数的敛散性。 

例 1：判定级数
( )3

1
ln p

n n n

∞

=
∑ 的敛散性。 

解：取 q p= − ，有 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( )( )

1ln ln ln
1 1 1 1 1

ln 1 ln 1 1 ln 1

q p p
n

q p p
n
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−
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−

   
   + − = + − =
   + + + +   

 

由定理 1 知，当 1q < − 即 1p > 时级数收敛；当 1q ≥ − 即 1p ≤ 时级数发散。 

例 2：判定正项级数
( )2

1

1
lnn n

∞

=
∑ 的敛散性。 

解：取 1q = − ， 
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+

→∞ →∞

→∞ →∞ →∞

   +   + − = + −
   + +   

  ++    = + − = + = = <  + + + 
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由定理 2 知，该级数发散。 

例 3：判定正项级数
( )3

2

1ln 1

lnn

n
n

∞

=

 + 
 ∑ 的敛散性。 

解：取 3q = − ， 

( ) ( )
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( ) ( )
( )( ) ( )( )
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3 3
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3 3

1ln 1ln ln ln11 1 1 1
1ln 1 ln 1 ln 1 ln 1

11 ln 1ln 1 211 1 1
1 1ln 1 ln 1
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2 1

q
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q
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n n nu nn n
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n

n nnn n

n n

n
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−
+

−

  +    +    + − = + −
    + + + +      

     +  +     ++      = + − = +       + +            


≥ + 
+ + ( )
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1 1 11ln 1 1.
1 ln e11 ln 1 ln 1
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+

  + ≥ = ≥ =         + + +      

 

由定理 1 知，级数
( )3

2

1ln 1

lnn

n
n

∞

=

 + 
 ∑ 收敛。 

3. 新判别方法的优点 

新判别法对通项含有对数方幂的级数的敛散性判别特别有效。为了说明这一点，我们对文中的例子

用常用的相对简洁的方法判别其敛散性。这样就能与文中的方法形成对比，从而说明新判别方法对含有

ln n 的正项级数更为有效。 
对于例 1 中级数的敛散性的判别，也可以用现有的方法判别[7] [8]，但是需要分 0p ≤ 和 0p > 进行讨

论。当 0p ≤ 时，用比较判别法判别；当 0p > 时用积分判别法判别，详见参考文献[7]。相比较而言，文

中新方法更简洁。 
对于例 2 中级数的敛散性判别，也可以用比较判别法来判别，对于此例来说，比较判别法比文中新

方法要简洁一些。 
对于例 3 中的级数的敛散性的判别，如果用比较判别法，不容易找到已知敛散性的正项级数进行比

较；由于该题的后项和前项的比值的极限为 1，所以比值判别法对该题也失效；如果用积分判别法，需

要求解被积函数的分子和分母中都含有对数的一个广义积分，这也是很难做到的。所以，常用的一些判

别法并不能判别该级数的敛散性。文献[8]推广了广义比值判别法并用其判别了例 3 中级数的敛散性。该

方法需要选取特殊参数 k 来判别级数的敛散性，然而合适参数的选取有一定的难度。因此，用文中的新

方法来判别类似例 3 这样含有对数方幂的级数更为合适。 

4. 结论 

本文提出了一种对含对数方幂的正项级数较为有效的判别方法，同时从理论上推导了该方法的正确

性。另外，针对文中给出的例子，分析了用新方法与现有其他方法判定敛散性的区别，从而说明了新方

法在一定程度上对于判别此类级数的敛散性具有一定的优势。因为新方法与拉贝判别法形式相似，如果
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熟悉了拉贝判别法，那么就可以比较容易地记住新方法并用它解决相关级数的敛散性判定问题。 
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