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Abstract 
An implicit finite difference scheme is introduced to solve the variable-order time-fractional diffu-
sion equation, and an inverse problem of determining the variable fractional order is set forth us-
ing the additional measurements at one interior point. The homotopy regularization algorithm is 
applied to solve the inverse problem, and numerical examples are presented. The computational 
and inversion results demonstrate that the variable order has important influence on the problem, 
and that the computations become effective when the variable order goes to 1. 
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摘  要 

对于变分数阶扩散方程，给出一个隐式差分求解格式。进一步讨论由内点观测数据确定微分阶数的一个

反问题，应用同伦正则化算法在不同参数取值条件下进行数值反演模拟。数值结果表明当微分阶数接近

于1时，数值求解及其参数反演效果较好。 
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1. 引言 

近二十年来，分数阶微积分、分数阶偏微分方程及其应用研究广受关注[1]-[5]。对于经典的一维非稳

态扩散方程，其时间导数、空间导数分别为 1 阶和 2 阶的整数阶导数。当时间导数的阶数由 1 变为(0, 1)
区间的一个数，或者空间导数的阶数由 2 变为(1, 2)区间的一个数时，就得到分数阶反常扩散方程。分数

阶扩散方程在物理学、力学、环境科学、水文地质学及金融学等领域得到了广泛的应用。进一步，若分

数阶导数的阶数不是(0, 1)或(1, 2)区间上的一个数，而是一个随着空间/时间变量而变化的函数，则可得到

变阶的分数阶导数[6] [7]，进而可得到所谓的变分数阶扩散方程.变分数阶模型及相应的变阶算子为描述

复杂动力系统问题提供了新的数学构架，已成为分数阶扩散研究的一个新领域。 
从已有文献看，Coimbra [8]，Copper 与 Crown [9]，以及 Tseng [10]等分别从粘弹性力学、地理数据

与信号处理研究等领域展示了变阶微分算子的应用。数学上，鉴于适定性理论研究的困难性，目前对于

变分数阶扩散方程的研究主要集中在数值求解方面，且主要是有限差分法。刘发旺教授及其团队对于变

分数阶扩散模型的差分求解方法做出了一些开创性的工作[11]-[14]。国内也有一些类似的研究工作，如马

维元等[15]，马亮亮等[16]对不同类型的变阶扩散方程给出了有效的隐式差分格式。 
另一方面，一旦建立了一个分数阶扩散模型及其正问题求解方法，确定模型中难以测量的关键参数

就成为一类很重要的科学问题。比如，反映空间或时间相关性的微分阶数的确定问题，反映空间非均质

性的扩散系数的确定问题，反映外界力作用属性的源/汇项的确定问题，等等，这就导致了对于分数阶反

常扩散中的参数反演问题研究。关于分数阶扩散相关反问题的研究，业已经成为数学物理反问题研究的

一个热点[17]-[24]。不过，国内外对于变分数阶相关反问题的研究还未见有文献报道。虽然对于变分数阶

扩散方程正/反问题的理论分析研究难以展开，但借助于正问题的数值解和适当的反演算法，开展变阶扩

散模型参数的数值反演研究对于理解和把握变分数阶扩散行为过程具有重要的参考价值。 
微分阶数是刻化分数阶扩散的首要指标，也是分数阶扩散区别于整数阶扩散的重要参数。由于实际

问题中微分阶数是未知的，更是难以通过实验手段直接测量获得，因而有必要开展确定和识别微分阶数

的反问题研究。对于变分数阶扩散方程，由于微分阶数表现为时间/空间变量的一个函数，对其进行数值

反演更具有一定的难度。 
本文将探讨常系数变分数阶扩散方程中确定时间依赖微分阶数的数值反演问题。文中首先利用对变

分数阶导数的差分离散，得到求解正问题的一个隐式差分格式，证明差分格式的收敛性与稳定性，并给

出一个数值算例。进一步，应用同伦正则化算法对方程中时间依赖的微分阶数进行数值反演，给出数值

反演算例，并讨论时间/空间步长及数据扰动水平等因素对反演算法的影响。 
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2. 正问题及其数值求解 

考虑变分数阶扩散方程 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ],D , , , , , : 0, 0, ,x t

t xx Tu x t Du x t f x t x t L Tγ − = ∈Ω = ×                   (1) 

初值条件为 

( ) ( )0,0 ,0u x u x x L= ≤ ≤ ，                               (2) 

边值条件为 

( ) ( )0, 0, , 0,0u t u L t t T= = ≤ ≤ ，                            (3) 

其中 ( ),x tγ 为关于空间变量 x 与时间变量 t 的微分阶数，满足条件 ( )0 10 , 1x tγ γ γ< ≤ ≤ < ， 0D > 为扩散系

数， ( ),f x t 为源/汇项， ( )0u x 是初始函数。在状态量 ( ),u u x t= 关于时间变量 t 充分光滑的条件下，变阶

导数 ( ) ( ),D ,x t
t u x tγ

可由 Caputo 意义下的分数阶导数定义为： 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ),,

0

,1D , d
1 ,

t x tx t
t

u x
u x t t

x t
γγ η

η η
ηγ

− ∂
= −

∂Γ − ∫ ，                   (4) 

其中 ( )Γ ⋅ 为通常的 Gamma 函数。 
注意到变分数阶导数的阶数是随 ,x t 变化的，其相应正问题的求解相比一般分数阶扩散模型的求解困

难不少。下面基于对变分数阶导数(4)的数值积分离散，建立求解正问题(1)~(3)的一个隐式差分格式。 

2.1. 差分格式 

设 ix ih= ， 0, 0,1, , ; , 0, 0,1, ,kh i M t k k Nτ τ> = = > =� � ，其中 h L M= 和 T Nτ = 分别是空间和时间

步长。记 ( ) ( ), , ,k k
i i k i i ku u x t x tγ γ= = ，在 ( )1,i kx t + 处，变分数阶导数离散为： 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1

1

1
1 1

1

1 0,
1

1
1

1
0

1

1 11
1

0

,1D d
1

1 1 d
1

1
2

k
i k i

k
i

k
i k ki i

k i
t kx t

i k

j jk ji i
k j

ji k

k
k j k j
i ik

ji

u x
u

t

u u o
t

u u j j o

τγ

γ

τ

τ γ

γ
γ γ

η η
η

γ η

η τ
τγ η

τ
τ

γ

+
+

+

+
+ +

+

+

+

+
+

+
=

+

−
− −+ − −

+
=

∂ ∂
=
Γ − −

−
= +
Γ − −

 = − + − +  Γ −

∫

∑ ∫

∑

               (5) 

对方程(1)中的二阶整数阶导数用 ( )1,i kx t + 处中心差商近似，可得 

( )
( )

1

1 1 12
21 1

2 2
,

2

i k

k k k
i i i

x t

u u uu o h
x h

+

+ + +
+ −− +∂

= +
∂

.                           (6) 

记 ( )
1 11 11

, 1
k ki ik

j ib j jγ γ
+ +− −+ = + − ， ( ) 1

1, k
i k if x t f +

+ = ，将(5)，(6)带入方程(1)，并略去高阶项得到 

( ) ( )
1 1 1 1

1 1 11 1
, 21

0

2
2

k
i k k kk

k j k j k ki i i
i i j i ik

ji

u u uu u b D f
h

γτ
γ

+− + + +
+ − − + ++ −

+
=

− +
− = +

Γ −
∑ .                  (7) 

上式两边同乘以 ( )1 12
k
i k

i
γτ γ

+ +Γ − ，并记 ( )11 1
2 2

k
ik k

i i
Dp
h

γτ γ
++ += Γ − ，即有 

( )11 1 1 1 1 1 1 1
. 1 1

0
2 2

k
i

k
k j k j k k k k k k k
i i j i i i i i i i

j
u u b p u u u fγτ γ

++ − − + + + + + + +
+ −

=

   − = − + + Γ −   ∑ .               (8) 
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注意到 1
0, 1k

ib + = ，上式整理即得 

( ) ( )11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 ,

1
1 2 2

k
i

k
k k k k k k k k j k j k k k
i i i i i i i i i j i i i

j
p u p u p u u u u b fγτ γ

++ + + + + + + − − + + +
− +

=

 − + + − = − − + Γ − ∑ .        (9) 

进一步记为 1 1 1
, 1, , , 1, 2, ,k k k

j i j i j ic b b j k+ + +
−= − = � ；利用零边值条件 0 0k k

Mu u= = ，记 

( )T

1 2 1, , ,k k k k
MU u u u −= � ， ( ) ( ) ( )( )T0

0 1 0 2 0 1, , , MU u x u x u x −= � ， ( )T

1 2 1, , ,k k k k
Mf f f f −= � ，可得以矩阵形

式表示的差分格式 

( )
( )

1

1

1 0 1 1

1 1 1 1 1 1 1 0 1 1
1 2

2 ,

2
kk k k k k k k k k

k k

AU U f

AU c U c U c U b U f

γ

γ

τ γ

τ γ
++ + + − + + + +

 = + Γ −


= + + + + + Γ − �
             (10) 

其中系数矩阵 ( )( )( )1 1is M M
A a

− −
= 定义为 

1

1

1

0 , 1
, 1

1 2 ,
, 1

0, 1

k
i

k
is i

k
i

s i
p s i

a p s i
p s i

s i

+

+

+

< −
 − = −= + =
 − = +

> +

,                               (11) 

且系数 ( )1 1 1 1
,1 ,2 , 1diag , , ,k k k k

j j j j Mc c c c+ + + +
−= �  ( )1,2, ,j k= � ， ( )1 1 1 1

,1 ,2 , 1diag , , ,k k k k
k k k k Mb b b b+ + + +

−= � ，以及 

( ) ( ) ( )( )1 11
1 11 1 1

1 12 diag 2 , , 2
k kk

Mk k k
M

γ γγτ γ τ γ τ γ
+ ++

−+ + +
−Γ − = Γ − Γ −� ，这里 diag 表示取对角阵。 

由于对于任意的 ,i k 成立 0 10 1k
iγ γ γ< ≤ ≤ < ，即知 1 0k

ip + > ，从而可知由(11)式定义的矩阵 A 是严格对

角占优的三对角阵，即知 A 可逆且差分方程(10)有唯一解。进一步，利用与文[23] [25]完全类似的方法，

可以证明差分方程(10)是无条件稳定和收敛的。 
定理 1 由(10)式给出的隐式差分格式是无条件稳定的，且对于任意有限时间 0T > 是收敛的。 
证明 根据 Gerschgorin 圆盘定理，可知 

1

1,

M

ii is
s s i

a aλ
−

= ≠

− ≤ ∑ , 1, 2, , 1i M= −� . 

其中 λ 为矩阵 A 的任一特征值。由上式可得
1

1,

M

ii is
s s i

a aλ
−

= ≠

≥ − ∑ ， 1,2, , 1i M= −� 。注意到(11)式，即有

( )
1

1 1 1,
max 1

M

ii isi M s s i
A a aρ

−

≤ ≤ − = ≠

 
≥ − > 

 
∑ ，可知 ( )1 1Aρ − < 。根据矩阵范数的性质，可知存在 1A− 的某种范数

*⋅ ，

使得成立 1

*
1A− < 。为书写方便，以下稳定性、收敛性估计中的范数仍用 ⋅ 表示。 

记初始扰动为 0 0 0U Uε = −� ，第 k 层的扰动为 k k kU Uε = −� 。由(10)式的线性性，可得 

1 0

1 1 1 1 1 0
1

,
k k k k k

k k

A
A c c b
ε ε
ε ε ε ε+ + + +

 =


= + + + �
.                           (12) 

因而基于 1 1A− < ，即有 1 1 0 0Aε ε ε−≤ < 。根据归纳法，若假设对任意 1, ,j k= � ，成立 0jε ε< ，

则有 

1 1 1 1 1 0
1

k k k k k
k kc c bε ε ε ε+ + + +≤ + + +� .                           (13) 
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注意到对每一个 i  (1 1i M≤ ≤ − )，成立基本等式 1 1
, ,

1
1

k
k k
j i k i

j
c b+ +

=

+ =∑ ，由(13)式即得 1 0kε ε+ < ，即差分

格式(10)是无条件稳定的。 
进一步，记 ,k exa k ke U U= −  ( 0,1,k = � )，其中 ,exa kU 表示解在第 k 层的精确值。由 0 0e = 及差分格式

线性性，得到： 
1 1

1 1 1 1 1
1

,
k k k k k

k

Ae R
Ae c e c e R+ + + +

 =


= + + + �
,                            (14) 

其中 kR 表示第 k 层的截断误差。由(5)，(6)可知，存在常数 0M > ，成立 

( )1 2kR M hγτ τ≤ + , 0,1,k = � .                            (15) 

基于(14)~(15)式，类似于稳定性的估计方法可得误差估计 

( )
1

2

11
k MTe h

γ

τ
γ

≤ +
−

,                                 (16) 

其中 1 1γ < 为微分阶数 ( ),x tγ 的一个上界。定理 1 证毕。 

2.2. 数值算例 

取微分阶数 ( )( )1 0.01 1 0.1te xγ −= − − ，初始函数 ( ) ( )2
0 10 1u x x x= − ，扩散系数 1D = ，且 1, 1L T= = ，

源项为 

( ) ( ) ( ) ( )( )22 1 2, 10 1 2 10 1 2 12 12 .f x t x x t t x xγ γ−= − Γ − − + − +  

易知正问题(1)~(3)的精确解为 

( ) ( ) ( )22, 10 1 1 .u x t t x x= + −  

不妨取相同的空间与时间步长，应用差分格式(10)进行计算，结果列于表 1，其中 
( ) ( ) ( )

22
, , ,k k kErr u t u t u t∗= ⋅ − ⋅ ⋅ 表示 kt t= 时的解误差， ( )., ku t 表示真解， ( )* , ku t⋅ 表示差分解。 

由表 1 可以看出，随空间/时间步长的变小，解误差迅速变小；但当 1 200h τ= ≤ 时，解误差有增大

的趋势，其原因之一是步长变小时的计算误差积累，之二是计算中选取了相同的空间、时间步长。有关

计算格式的改进，我们将另文再述。取 100M N= = ，图 1 绘制了 0.7t = 时的数值解与真解。 

3. 反问题及反演算法 

一般来说，正问题指偏微分方程的定解问题，反问题指数学物理中的反问题。反问题是 20 世纪五、

六十年代兴起的属于偏微分方程理论与工业应用及计算数学研究领域的交叉学科方向。对于一个定解问

题，如果模型算子或边界算子的某些系数未知，或初始状态未知，或右端源项未知，又或解的存在区域

特征未知，等等，则在物理规律的限制下，额外给出关于解的某些附加信息，进而确定出解与未知项(参
数)，这就是所谓的反问题。 

设方程(1)中的微分阶数 ( ),x tγ 具有变量分离的形式，即设 ( ) ( ) ( ),x t x g tγ α= ，其中 ( )xα 是已知的，

而 ( )g t 是未知的。给定区域某个内点 0x x= 处的若干次观测值作为附加数据，即有在有限个时间点处测

量得到的有限维数据，记为 

( ){ }0 1
,

J

j j
V u x t

=
= ,                                  (17) 
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Table 1. The solutions errors with space/time steps at 0.5t =  
表 1. 空间/时间步长与解误差( 0.5t = ) 

M N=  30 50 100 200 300 

Err  0.005413 0.00277022 0.00204553 0.00212711 0.00224671 

 

 
Figure 1. The exact and numerical solutions at 0.7t =  for ( )( )1 0.01 1 0.1te xγ −= − −  

图 1. ( )( )1 0.01 1 0.1te xγ −= − − ， 0.7t = 时的数值解与真解 

 
其中 ( )0 0,x L∈ 是观测点， , 1, 2, ,jt j J= � 为观测时刻，则由(1)~(3)联合附加数据条件(17)形成一个确定

( )g t 的参数反演问题。本文仅考虑该反问题的数值反演。以下给出确定 ( )g t 的同伦正则化算法(见[23] [26]
等)。 

设 ( ) ( ){ }2 0,:E L TS g g t g E= = ≤ 为 ( )g t 的一个容许集，且设 ( ){ } 1q q
tϕ

∞

=
为 ( )2 0,L T 的一组基。实际计算

中取 ( )g t 的有限维近似，即设 

( ) ( ) ( )
1

Q
Q

q q
q

g t g t a tϕ
=

≈ =∑ ,                               (18) 

其中 Rqa ∈  ( 1, 2, ,q Q= � )为展开系数。记 ( )1 2a , , , RQ
Qa a a= ∈� ，则寻求 ( )Qg t 等同于求解向量 a 。这

样，对于任意给定的 a RQ∈ ，利用差分格式(10)求解正问题所得其解记为 ( ), ;au x t ，并在 0x x= 处和 jt t=
时刻赋值，即得所谓的计算输出数据(向量)，记之为 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )( )0 0 1 0 2 01
a , ;a , ;a , , ;a , , , ;a

J

j Jj
U u x t u x t u x t u x t

=
= = � .                (19) 

基于最优化的思想，反演问题的求解又可化为一个极小问题的求解： 

( ) 2

2a R
min a

Q
U V

∈
− .                                   (20) 

Numerical solution
Exact solution

x
0           0.1          0.2          0.3         0.4          0.5          0.6         0.7          0.8         0.9         1

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

u(
x,

 t)
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一般来说，上述极小问题的求解是病态的。利用同伦正则化方法，极小问题(20)的求解可转化为： 

( ) ( ){ }2 2

22a R
min 1 a a

Q
U Vλ λ

∈
− − + ,                            (21) 

其中 ( )0,1λ∈ 为同伦参数。首先对于给定的 RQ
na ∈ ，设 

1 , 0,1, ,n n na a a nδ+ = + = �                                (22) 

其中 naδ 称为摄动量， n 为迭代次数。其次，利用线性化近似： 

( ) ( ) ( )T
0 0 0, ; , ; , ;

nj n n j n a j n nu x t a a u x t a u x t a aδ δ+ ≈ +∇ ⋅ , 

基于(21)式，定义关于 naδ 的误差函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2T

0 0 2
1

1 , ; , ;
n

J

n a j n n j j n n
j

F a u x t a t u x t a aδ λ δ θ λ δ
=

 = − ∇ ⋅ − − + ∑ .           (23) 

再利用数值微分近似，记 

( )j q J Q
H h

∗
= , 

( ) ( )0 0, ; e , ;j n q j n
j q

u x t a u x t a
h

ω

ω

+ −
= ,                    (24) 

其中ω 为数值微分步长， eq  ( 1, 2, ,q Q= � )为RQ 空间的标准基。再次利用矩阵(向量)的表示，极小问题

( )min
Q

n
n

a R
F a

δ
δ

∈
的求解等价于求解规范方程： 

( )( ) ( ) ( )( )T T1 1n nH H I a H V U aλ λ δ λ− + = − − ,                      (25) 

则对于给定的 na ，通过选择适当的同伦参数 λ ，由(25)式计算可得一个最佳摄动量为： 

( )( ) ( ) ( )( )1T1 1n na H H I V U aδ λ λ λ
−

= − + − − .                       (26) 

算法实施中，对于给定的精度 eps ，在每一步判断是否成立
2na epsδ ≤ ；若成立，则 1n n na a aδ+ = + 即

为所求；否则，用 1na + 替代 na 继续求解，直至满足精度要求或迭代步数要求。 

4. 数值反演 

本节给出数值反演算例，算例中的模型参数同于第 2.2 节相应正问题数值算例中的取值，微分阶数

真值仍取为 ( ) ( )( ), 1 0.01 1 0.1tx t e xγ −= − − ，我们的问题是利用 0.5x = 处的观测数据和同伦算法反演确定

依赖于时间的函数 ( ) 1 0.01 tg t e−= − 。注意到拟神经网络方法中 Sigmoid 型传输函数取值于(0, 1)且非负、

单调下降的性质，选取同伦参数为 

( )( )0

1
1 expn n n

λ
β

=
+ −

,                                (27) 

其中 n 是迭代次数， 0n 是当同伦参数取值下降至 0.5 时的预估迭代次数，而 0β > 是校正参数。本文实际

计算中取 0 5, 0.8n β= = 。此外，取数值微分步长 0.01ω = ，控制迭代精度 1 10eps e= − ，且取多项式空间

{ }11, , ,Q Qt tψ −= � 作为逼近空间。根据 te− 的展开式，真解 ( ) 1 0.01 tg t e−= − 在 Qψ 中近似表示为向量

( ) ( )
1 1a 0.99,0.01, 0.005, , 1
100 1 !

Q

Q
− 

= − −  − 
� 。 

1) 先取 3Q = ，即 ( )a 0.99,0.01, 0.005= − ，考察初始迭代对反演算法的影响。计算结果列于表 2，其

中 0a 表示初始迭代值， a inv 表示反演解，
22

a a ainvErr = − 表示反演解与真解的误差， n 为迭代次数。 
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由表 2 可以看出，初始值选取对算法影响较大，且当其离真解较远时，迭代步数也相对较多。下面

考察逼近空间的维数变化对反演算法的影响。 
2) 当 ( )g t 在不同维数的逼近空间展开时，其有不同的表示形式。由于截断误差的存在，理论上逼近

空间维数越高，则反演结果应该越精确。分别在维数为 2,3, 4,5Q = 的逼近空间中反演，初始迭代相应取

为 ( )0a 0.5,0.1= ，( )0.5,0.1,0.1 ，( )0.5,0.1,0.1, 0 及 ( )0a 0.5,0.1,0.1,0,0= ，反演解与真解的图像分别绘于图

2 的(a)，(b)，(c)及(d)。 
由图 2 可以看出，随着逼近空间维数的增大，反演解越来越逼近于真解，这反映了算法有限维逼近 

的收敛性。事实上，根据(18)式，对于正交基 ( ) ( )1,2,q t qϕ = � 成立 ( ) ( )lim Q

Q
g t g t

→∞
= ，即理论上表明逼近 

空间的维数越高，数值反演解越接近真值。 
3) 实际问题中，附加数据往往带有某种误差，对于扰动数据实施反演算法是反问题数值方法研究的

重要内容。设带扰动的附加数据表示为 

( )1V Vε εξ= + ,                                   (28) 

其中 0ε > 是扰动水平，ξ 为取值于[−1,1]的随机数。注意到扰动的随机性，每次反演计算的结果并不一

样。仍取 3Q = ，分别在扰动水平 10%,1%,0.1%ε = 及 0.01% 下反演，表 3 列出了连续十次反演的平均结

果，其中 a inv 表示反演解的平均值， Err 表示真解与反演解平均值的相对误差， n 表示平均迭代次数。 
从表 3 可以看出，随着数据扰动水平的减小，反演解与精确解误差逐渐变小，表明了反演算法的数

值稳定性。 

5. 结束语 

本文给出了一类变分数阶反常扩散方程正问题求解的差分格式，并证明了格式的无条件稳定性和收

敛性。进一步，讨论了关于时间依赖微分阶数的反问题，应用同伦正则化算法给出了精确数据与扰动数

据情形下得数值反演，并讨论了初始迭代与数据扰动对反演结果的影响。文中结果表明，无论是正问题

的求解，还是关于微分阶数的数值反演，可变微分阶数的取值都应在 1 的附近，这反映出变分数阶扩散

问题求解的病态性较高。对于变阶反常扩散问题，构建更有效的正问题求解格式以及参数反演算法是今

后的一项主要工作。 
 

Table 2. The inversion results with initial iterations 
表 2. 初始迭代选取对反演结果的影响 

0a  a inv  Err n  

(0.1, 0.1, 0.1) 
(0.2, 0.1, 0.1) 
(0.2, 0.2, 0.2) 
(0.7, 0.1, 0.01) 
(1.5, 1.0, 1.0) 

(−1.98, 0.0077, −0.006) 
(0.99, 0.01, −0.005) 
(0.99, 0.01, −0.005) 
(0.99, 0.01, −0.005) 

发散 

2.9977 
5.2277e−4 
5.2277e−4 
5.2277e−4 

 

25 
21 
18 
17 
 

 
Table 3. The inversion results with noisy data 
表 3. 数据扰动对反演结果的影响 

ε  a inv  Err  n  

10% 
1% 

0.1% 
0.01% 

(0.97217, 0.008208, −0.047158) 
(0.98856, 0.008980, −0.004451) 
(0.98955, 0.009997, −0.004998) 
(0.98998, 0.009997, −0.004998) 

4.62656e−2 
1.86057e−3 
4.98351e−4 
1.61184e−5 

20 
18 
18 
18 
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(a)                                                     (b) 

  
(c)                                                     (d) 

Figure 2. The exact and inversion solutions for the fractional order in different approximate spaces. (a) Q = 2; (b) Q = 3; (c) 
Q = 4; (d) Q = 5 
图 2. 不同逼近空间中微分阶数的反演解与真解。(a) Q = 2；(b) Q = 3；(c) Q = 4；(d) Q = 5 
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