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Abstract 
Cubic quasi-Bézier curves with three shape parameters , ,α β γ  can adjust the shape of curves 
near specific control points. In this study, given two pipes of same radius and non-coplanar axes, 
we first blend the axes of the two pipes using the property of quasi-Bézier curves and further con-
struct the surface that blends the two pipes. 
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摘  要 

本文利用带有形状参数 , ,α β γ 的拟三次Bézier曲线对于特定控制顶点附近曲线的形状具有调控特性，在

光滑拼接两个半径相同的轴线异面圆管道的轴线的基础上，构造了光滑拼接两个轴线异面的圆管道，得

到了新的轴线异面管道的拼接管道，扩大了应用范围。 
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1. 引言 

曲面拼接是计算机辅助几何设计中的一个基本问题，而轴线异面的管道拼接是几何造型中难点基础

问题。对于轴线异面管道光滑拼接问题，经典的曲面拼接方法[1] [2] [3] [4] [5]很难奏效，已有成果不多。

我们提出了基于轴线光滑拼接的轴线异面管道光滑拼接方法[6]-[11]。在[6]我们用空间 Bézier 曲线光滑拼

接两个异面的轴线，构造了拼接两个轴线异面的管道，在[11]中我们用有理 Bézier 曲线光滑拼接两个异

面的轴线，构造了两个轴线异面的管道。由于 Bézier 曲线的形状完全取决于控制多边形顶点的选取，Bézier
曲线形状的修改要通过修改控制多边形的顶点来实现。有理 Bézier 曲线通过引入权因子，不用修改控制

多边形的顶点，通过调控权因子改变曲线形状，有利于曲线形状的控制和修改。但如何选取有理 Bézier
曲线的权因子以及权因子对于个别顶点处曲线形状的影响还不是十分清楚。秦新强等[12]引入了带形状参

数 , ,α β γ 的四次多项式基函数，定义了 CE-Bézier 曲线。在不改变三次 Bézier 曲线的控制多边形顶点的

情况下，得到了拟三次 Bézier 曲线，且对于个别顶点处曲线形状的调控具有明显的作用。这对于拼接两

个异面轴线，构造轴线异面的管道的拼接曲面提供了有利的工具。 
设 
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是两个轴线异面的圆管道的参数表示，其中 a 是圆管道的半径。 
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为两个管道的轴线，分别位于 OXY 平面上，且与 Y 轴平行和位于 OYZ 平面上与 Y 轴垂直。 
定义 1 [12] 对于任意 [ ]0,1t∈ ， [ ] [ ], 3,1 , 3,3α γ β∈ − ∈ − 称关于 t 的多项式 
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为带形状参数 , ,α β γ 的四次多项式基函数。 
定义 2 [12] 给定四个控制顶点 3

iV R∈ ，对于 [ ]0,1t∈ ，定义曲线 
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为带形状参数 , ,α β γ 的拟三次 Bézier 曲线，简称三次 CE-Bézier 曲线。 
拟 Bézier 曲线和 Bézier 曲线一样通过首、末顶点并和特征多边形的首、末两条边相切。除此之外，

适当调整参数 , ,α β γ 的值，对于个别控制顶点附近曲线的形状具有调空作用。 
在上述假设下，构造光滑拼接两个异面轴线的拟三次 Bézier 曲线，并进一步构造光滑拼接两个轴线

异面的粗细相同的管道。 

2. 构造光滑拼接两个异面直线的拟三次空间 Bézier 曲线 

设 ( ) ( )0 1 1 1 1,0,0 , , ,0V X V X Y 是 1L 上的两个点， ( ) ( )2 2 3 2 20, ,0 , 0, ,V Y V Y Z 是 2L 上的两个点，以这四个点为

控制顶点构成了与三次 Bézier 曲线对应的特征多边形。由带形状参数 , ,α β γ 的四次多项式基函数的定义

和带形状参数 , ,α β γ 拟三次空间 Bézier 曲线的定义，可以得到光滑拼接轴线异面的圆管道的轴线的拟三

次空间 Bézier 曲线。其参数表示为 
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例 1 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 35,0,0 , 5, 2,0 , 0,6,0 , 0,6,3V V V V 时，轴线异面管道的参数表示为 
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其中 1a = 是圆管道的半径。其轴线的参数表示为 
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则光滑拼接两个轴线的拟三次空间 Bézier 曲线的参数表示为 
4 3 2
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如图 1。 

3. 构造光滑拼接粗细相同的轴线异面的管道 

设给定的两个轴线异面的管道的参数表示为式(1)，其轴线的参数表示式为(2)，光滑拼接两个轴线的

拟三次 Bézier 曲线的参数表示为(3)。 
这样，可以构造轴线异面的管道 1Φ 和 2Φ 在通过点 0V 和 3V 并与 1L 和 2L 垂直的平面处光滑拼接的管

道。其拼接管道的参数表示为 
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其中 a 为拼接管道的半径， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, ,N s N s N s N s= 和 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, ,B s B s B s B s= 分别为拼接管道在

点 [ ]0,1s∈ 处的法矢和副法矢。 

例 2 设两个轴线异面的管道的参数表示为 
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当 3, 2, 1α β γ= = = 时，光滑拼接两个异面轴线的参数表示为 
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则基于轴线光滑拼接的两个轴线异面的管道的管道如图 2。 

4. 结束语 

本文利用带有参数 , ,α β γ 的拟三次 Bézier 曲线光滑拼接两个轴线异面的圆管道的轴线 1L 和 2L ，在此

基础上实现了两个半径相同的轴线异面圆管道的 1G 光滑拼接。拼接管道的走向与形状参数 , ,α β γ 的选取

有关，适当选取参数可以满足不同的需要。 
 

 
Figure 1. When 3, 2, 1α β γ= = = , the cubic quasi-Bézier curve blending two non-coplanar axes 
图 1. 3, 2, 1α β γ= = = 时，光滑拼接异面轴线的拟三次空间 Bézier 曲线 

 

 
Figure 2. When 3, 2, 1α β γ= = = , the surface that blends the two pipes based on the blending of their axes 
图 2. 3, 2, 1α β γ= = = 时，基于轴线光滑拼接的管道拼接效果图 
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