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整式代数方程统一解法原理 

金瑞生 

金华市中心医院  浙江金华 321000 
 

摘 要：本书要点之一是用新根号体系代替正整数次方根作为解整式代数方程所要用的

数学符号。首先设立方程总根号，建立以总根号为原型的允许有重元集合的新集合论，

用于证明方程总根号的相关运算性质和指导方程解法基础理论研究，再利用施图姆定

理设立实根号，利用卢斯判别法设立方程分根号等，并确立相应的计算方法。要点之

二是创建统一解法原理。新根号体系的建立需要满足各种特定条件，将它们作为代数

课题纳入到统一解法的理论研究中，结合多项式相关知识创建代数学意义上构造性的

整式代数方程统一解法原理。 

关键词：整式代数方程，总根号，允许有重元集合；实系数代数方程，施图姆序列，

实根号；实系数多项式方程组；一对复根，一对复数解；中点；互素点；严格对称根

全集，单层对称根全集，普通对称根全集；同实部复根，同实部根全集，实部点；卢

斯判别法；分根号；复系数代数方程；一对对偶复根，一对对偶复数解；对影中点；

卢-金判别法 
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前  言 

根号是解整式方程所要用的数学符号。根据阿贝尔的证明和 Galois 的群论，一般

五次及五次以上代数方程没有公式解，即用根式去求解一般五次及五次以上方程的公

式解的道路是不存在的[1]。作者究其原因有二：一是正整数次方根的局限；二是公式

解的限制。 

随着计算机的应用，多项式代数的研究由建立存在性理论和方法开始向构造性和

算法化方向转变，它的各种有效算法相继出现[2]，多项式求根的各种算法更是层出不

穷[3]，但至今未能形成系统的多项式代数求根理论，高次方程求根问题还远未解决。 

数学符号是数学的语言。既然原根号存在局限，那么可设立新根号，计算方法依

据求根算法确立，用新根号代替原根号作为解整式方程所要用的数学符号，从新根号

这一新的数学语言出发构建方程解法基础理论。 

作者探明的方向：一是建立适合整式方程的新根号体系。首先设立方程总根号，

建立以总根号为原型的允许有重元集合的新集合论，用于证明方程总根号的相关运算

性质和指导方程解法基础理论研究，再利用施图姆定理设立实根号，利用卢斯判别法

设立方程分根号等，并确立相应的计算方法。二是创建统一解法原理。新根号体系的

建立需要满足各种特定条件，将它们作为代数课题纳入到统一解法理论研究中，结合

多项式相关知识创建代数学意义上构造性的统一解法原理。 

作者在这二个方面进行了长期不懈的探索和尝试，不断改进数学符号和表述方式，

经长期积累沉淀终于成功，形成了相对完整、系统的整式代数方程统一解法原理。这

一原理的形成是作者以新根号体系为媒介和工具将施图姆、卢斯等数学家的求根思想

转化为代数课题进行全面系统研究并逐步理论化的产物。 

全文研究整式代数方程在复数域里的求根问题，由三个部分组成： 

预章 整式代数方程总根号的设立与新集合论的形成； 

第一篇 实系数代数方程统一解法原理； 

第二篇 复系数代数方程统一解法原理。 
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下面简略介绍各部分内容以及篇章分工： 

预章首先设立方程总根号，作为由方程所有复根(含重根)组成的集合，其元素(复

根)允许有重元，元的重数须与根的重数相等，要证其相关运算性质，Cantor 集合论已

不适用。于是建立了以总根号为原型的允许有重元集合的新集合论，重新定义子集、

集合相等、并集、差集、交集、全集等概念，研究了有限集合的运算律，并和交运算

的交换律、结合律均成立，分配律、幂等律、吸收律各两个等式一个成立，另一个不

成立(有条件成立)。有关结论表明：新集合论可在方程解法基础理论研究中发挥重要

作用。其次研究了复平面的平移变换对方程根及其总根号的影响，并对总根号与正整

数次方根的有效融合和转换进行了初步研究。此外，预章各节还穿插研讨其它诸多知

识点，以方便之后各篇章使用。 

第一篇实系数代数方程统一解法原理，第一章方程实根统一解法原理。首先，根

据施图姆定理设立方程实根号，并确立计算方法，随后探讨实根号的基本性质和根的

重数计算。方程的重实根可在施图姆序列扩展型内部进行实根号运算，根的重数就等

于该扩展型在该实根隔离区间两个端点的变号数之差，统一解法随之完成：每个实根

用一个实根号就可表达，根的重数可简单计算并用符号表示，于是实系数多项式的实

根因式(包括重数)也能简洁表达。 后探讨实根号的一般性质，为之后的理论研究做

准备，在探讨中新集合论和 Cantor 集合论相辅相成取得良好成效。解决了任意次方程

求实根问题，就为解决共轭复根问题打下坚实基础。 

第二章方程复根的求解路径之一。首先通过        ],,[z 10 yxifyxfiiyxff n  将原方

程( n 次)与实系数二元多项式方程组相联系(  yxf ,0 和  yxf ,1 分别为 y 的奇偶函数)，又将

二元方程组转化成恒定元为 0xx  的一元方程组，引入 大公因式方程。探讨方程根和

方程组解的性质，研究原方程根与方程组解和 大公因式方程根的关系，据此定义本

篇重点数学概念：一对复根、一对复数解，方程组一对复数解  00, yx ，  00, yx  与原方

程一对复根 001 iyxz  ， 002 iyxz  对应，其中 0x 称为 1z ， 2z 的中点，从而使研究获得并

进入了更广泛的领域。 后将二元方程组的解与结式方程的根相联系，结式方程( 2n 次)

是以原方程的所有复根以及所有成对复根的中点为根的方程，它是实系数代数方程。

本章彻底理清了原方程根与二元方程组解及结式方程根这三者之间的关系， 大公因
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式方程的次数与结式方程根的重数关系，在研究中新集合论起到了关键作用。 

第三章施图姆序列之一。简写恒定元为实数 a的方程组，作施图姆序列，再将第

二章研究成果引入并作提升，为前三节内容，还依据序列 后多项式的次数定义原方

程的互素点与非互素点概念，重要结论：在复平面实轴上任意取一点，若它是结式方

程的实根，则该点是原方程的非互素点，代表原方程的实系数多项式在非互素点可以

分解成两个实系数多项式的乘积；否则就是原方程的互素点，原方程在通过互素点并

且与虚轴平行的直线上没有根。随后几节为原方程量身定制了在复平面上关于点 a严

格对称的根全集(及非 a根全集)、单层对称的根全集、普通对称的根全集的概念。在对

这些根全集的研究中，新集合论展现了神奇的魔力，形成了相应的性质，并得到了很

多重要的结论，使它们成为统一解法原理不可或缺的重要组成部分。 

第四章方程复根的求解路径之二。 ( , )f x y0 或 ( , )f x y1 提取并消去一个 y 因子变成实系

数二元多项式 *( , ),f x y20
*( , )f x y21 ，本章方程组一个复数解 ( , )x y20 0 与原方程一对复根

z x iy 1 0 0， z x iy 2 0 0对应，又将二元方程组转化成恒定元为 x x 0 的一元方程组，引

入 大公因式方程。 后将二元方程组的解与结式方程的根相联系，本章结式方程

(  
2

1nn 次)是以原方程所有成对复根的中点为根的方程。本章彻底理清了原方程成对复

根与二元方程组解及结式方程根这三者之间的关系， 大公因式方程的次数与结式方

程根的重数关系，在研究中新集合论也起到了关键作用。 

第五章施图姆序列之二。简写恒定元为实数 a的方程组，作施图姆序列，再将第

四章研究成果引入并作提升，为前三节内容，重要结论：在复平面实轴上任意取一点，

若它是第四章结式方程的实根，代表原方程的实系数多项式在该点也可以分解成两个

实系数多项式的乘积。随后几节为原方程量身定制了在复平面上关于点 a成对严格对

称的根全集(及非 a根全集)、成对单层对称的根全集、成对普通对称的根全集的概念。

新集合论在对这些根全集的研究中也展现了魔力，形成了相应性质，得到了很多重要

的结论。 

第六章方程间的多项式关系式以及实根号运算。通过对行列式的研究获得代表原

方程的多项式与第二、四章结式的关系式，它反映了原方程与两个结式方程的关系；

随后研究该关系式的实根号运算；对原方程的互素点与非互素点作进一步讨论。第二、
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三章和第四、五章分别是第一种和第二种解法的理论基础，第六章研究两种解法的顶

层链接。 

第七章方程同实部复根的统一解法原理。首先将原方程的非互素点分成复根的实

部点与非实部点，重要结论：原方程在通过复根实部点并且与虚轴平行的直线上至少

有一个根，而在通过非实部点并且与虚轴平行的直线上没有根。随后运用前几章基础

知识阐述原方程同实部复根的三种解法及其统一原理； 后通过论证找到了确定原方

程复根所有实部点的方法： 

先求出第二章结式方程所有各不相同的实根(用实根号)，它们就是原方程的所有

非互素点，再弄清原方程在与结式方程某实根号上的区间相对应的带形区域内有没有

根，若无根，则该实根是非实部点，舍去；若有根，则该实根是实部点，而且原方程

在该区域内的所有根(含重根)都在通过该实部点并且与虚轴平行的直线上。 

这个方法很重要，它也是判定复根已完成隔离的方法。 后的论证又为统一近似

解法提供了理论依据。 

第八章方程复根隔离的基本思想与统一解法。引进卢斯判别法与卢斯表格，结合

前几章基础知识顺利找到判定原方程在与虚轴平行的任意一条直线上及其右半平面上

有没有根以及有几个根的方法，进而给出判定原方程在与虚轴平行的任意一个带形区

域内有没有根以及有几个根的方法，还发现：若第二章结式方程在某区间内没有实根，

则原方程在相应的带形区域内没有根。在解决复根隔离问题后，设立了方程分根号和

同实部根全集根号。 

复根隔离的基本思想：首先，找到原方程所有复根的存在区域—与虚轴平行的带

形区域(相应区间两个端点都是原方程的互素点并且为有限实数)，于是所有复根组成

的集合可用一个分根号表示。 

其次，对这个带形区域进行分割及判断，假设在相应区间内取到的分割点都是原

方程的互素点，我们就可以将该区域分割成若干个带形的子区域，在每个子区域内原

方程根的个数可以简单计算。若在某个子区域内根的个数为零，则把该子区域舍去，

剩下的每个子区域内都含有原方程的若干个根，组成的集合可用分根号表示，然后在

剩下区域相对应的区间内，判断第二章结式方程各不相同的实根个数。 
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(1) 若为 1，则结式方程在该区间内只有一个实根，它是原方程复根的实部点，该

区域内原方程的复根都在通过该实部点并且与虚轴平行的直线上，它们具有相同的实

部，于是该区域为该实部点的同实部根的隔离区域； 

(2) 若大于 1，则对该区域继续进行这种分割及判断工作，直到每个子区域(都含

有原方程的若干个根)相对应的区间内，结式方程各不相同的实根个数都为 1 为止，其

各区域都是原方程复根各实部点的同实部根的隔离区域。 

利用卢斯表格和结式方程以及施图姆定理，对原方程所有复根的存在区域所进行

的这种分割判断工作，其实际效果是将原方程所有复根按实部大小进行分割、分类，

并不断地将实部相等的复根归为一类的过程，而且只要经过有限多次的分割判断就能

找到原方程复根所有实部点的同实部根的隔离区域，在每个隔离区域内原方程的复根

都在通过实部点并且与虚轴平行的直线上，它们所组成集合可用同实部根全集根号表

示。 

原方程所有复根组成的集合(总根号)在复平面上分解成若干个带形区域内所有根

(含重根)组成的集合(分根号)的并集后，只要再经过有限多次分割判断就能分解成原方

程复根所有实部点的同实部根全集(全集根号)的并集，其中与全集根号上的区域相对

应的区间就是结式方程实根号上的区间。 

上述是隔离的基本思想，但要找到所有实部点的同实部根的隔离区域，还有更为

便捷的方法：先求出第二章结式方程所有各不相同的实根(用实根号)，它们是原方程

的所有非互素点，再从中找出原方程复根所有实部点，与实根号上的区间相对应的区

域就是原方程复根实部点的同实部根的隔离区域。 

卢斯表格可用来隔离复根却不能判定隔离是否已完成，用结式方程的实根号，指

导复根隔离是作者独创，使隔离只要有限多次就可完成，这种巨大转变，使它克服了

只能求 大实部根的缺陷，可以求原方程复根每个实部点的同实部根，从而求出所有

复根，具有重要意义。 

随后探求系列根号同步计算，研究同实部根全集的分类判定与统一解法的关系，

使解法更加实用， 后介绍方程复根的统一近似解法。 

第二篇作者成功地将实系数代数方程的研究方法、成果推广到了复系数代数方程，
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定义了本篇重点数学概念：一对对偶复根、一对对偶复数解，形成了复系数代数方程

统一解法原理。虽然两者在本质上有区别，但研究的思想方法却基本相同或类似，很

多定理及推论也是类似的，有的甚至相同，两者的解法原理也是统一的。 

整式代数方程统一解法的优点是：既构造性地验证了实系数和复系数多项式因式

分解定理，又给出具体的求根方法，形式简单统一，便于学习和掌握。它克服了高次

方程的实根需要绕道通过复数域才求得的弊端，还使得复根能以 z x iy  的显性形式

简洁地表达出来。 
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预章 
整式代数方程总根号的设立与新集合论的形成 

集合的概念是现代数学最基本的概念，它的观点和方法已渗透到数学的所有分支
[4]。预章在建立以总根号为原型的允许有重元集合的新集合论的同时，还穿插研讨了

其它诸多知识点，以方便之后各篇章使用。 

§1 总根号和允许有重元的有限集合 

代数方程通常指整式方程，即多项式方程。系数全为零的多项式是零多项式[5]，

记为 0。若  f z 为零多项式，则   0zf 。本文多项式涵盖了所有系数在复数域中的一

元多项式的全体，是复数域上的一元多项式环。由于在特定的复数域上研究，多项式

知识的表述比较高等代数均可有所简略，如： 

带余除法[5] 对于任意两个多项式  zf 与  zg ，其中  zg  0，一定有多项式  zq ，

 zr 存在，使        zrzgzqzf  成立，其中 deg  zr  deg  zg 或者   0zr ，并且这

样的  zq ，  zr 是唯一决定的。 

本文研究代数方程   0zf 在复数域里的求根问题，在将表示复数 z 的平面称为 z

平面或复平面后，就可说是研究   0zf 在 z 平面或复平面上的求根问题。设C 为复数

域， Cz 0 ，若  zf 在 0zz  时函数值   00 zf ，则称 0z 是  zf 或   0zf (在 z 平面上)

的一个(复)根。显然，  zf 的根就是   0zf 的根。 

根据余数定理推论，则 0z 是   0zf 的根的充要条件是    zfzz |0 。 

再设 l 为非负整数，若    zfzz l |0 ，但   1
0

 lzz 不能整除  zf ，即  0zz  是  zf

的 l 重因式，则称 0z 是  zf 或   0zf (在 z 平面上)的 l 重(复)根[5]。显然，  zf 的 l 重根

就是   0zf 的 l 重根。若   0zf 至少有一个 2重以上(含 2重)根，则称   0zf 有重根；

若   0zf 没有 2 重以上根，则称   0zf 没有重根。若   0zf 有重根，则  zf 有重因

式；若   0zf 没有重根，则  zf 没有重因式。 

由代数基本定理[5]可知：任何 n次代数方程   0zf 在 z 平面上恰有 n个根(重根按

重数计算)。   0zf 在 z 平面上的所有根(含重根)称为   0zf 的所有复根。 



整式代数方程统一解法原理 

 

 
2 

设 Cx 0 且 0x 为常数，称为恒定元； i 为虚数单位， 12 i 。多项式  zf 经过

iyxz  0 代换，  iyxf 0 可视为 y 的多项式，其整除具有 

   iyxfzf  0 整除性质 设  zf  0 ， Cx 0 ， Cy 0 ， iyxz  0 ， 000 iyxz  ，

l 为非负整数，则    zfzz l |0 的充要条件是：    iyxfyy l  00 | 。 

证明 显然 0l  时，命题成立；下面证明 1l  时，命题也成立。若    zfzz l |0 ，

则  zf 可分解为     lzzzqzf 0 。 iyxz  0 ， 000 iyxz  ，    iyxfzf  0 ，

   iyxqzq  0 ，   00 yyizz  ，     ll yyiyxqiiyxf 000  ，故    iyxfyy l  00 | 。 

反过来，若    iyxfyy l  00 | ，由带余除法，不妨设       zrzzzqzf l  0 ，其

中  zr 的次数 l 或者   0zr ，则同理可得       iyxryyiyxqiiyxf ll  0000 ，其

中  iyxr 0 关于 y 的次数   zr 的次数，故    iyxryy l  00 | 。假如  zr 的次数 l ，则

 iyxr 0 关 于 y 的 次 数 l ， 与    iyxryy l  00 | 矛 盾 。 因 此   0zr ， 于 是

    lzzzqzf 0 ，所以    zfzz l |0 。】 

由该性质， 000 iyxz  是   0zf 的根的充要条件是：    iyxfyy  00 | ；

000 iyxz  是   0zf 的 l 重根的充要条件是：    iyxfyy l  00 | ，但   1
0

 lyy 不能整

除  iyxf 0 。 

显然， 00 xz  是   0zf 的根充要条件是：  iyxfy 0| ； 00 xz  是   0zf 的 l 重根

的充要条件是：  iyxfyl 0| ，但 1ly 不能整除  iyxf 0 。 

定义 1 设 n为非负整数， 00 a ，   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ，其中系数

0 1, , ,a a  1,n na a 取实数或复数，则方程   0zf 可以用 1n 元有序数组 ),,,,( 110 nn aaaa 

来代表，于是将   0zf 所有复根(含重根)组成的集合记作  nn aaaa ,,,, 110  (简写成

 f )，且称它为   0zf 的总根号，于是 

1) 0n 时，  0a  (为不含任何元素的空集)； 

2) 1n 时，若 nzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面上的所有根(含重根)，则 

  ),,,,(,,, 11021 nnn aaaazzz   。 

由   0zf 所有复根(含重根)组成的集合还可写成非根号形式     Czzfz  0| ，

于是  ),,,,( 110 nn aaaa    f     Czzfz  0| 。 
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本文主张以根号取代非根号。设立总根号后，每个有次数多项式方程均有相应的

总根号与之对应。作为由   0zf 所有复根 ( 含重根 ) 组成的集合，总根号

),,,,( 110 nn aaaa  与 Cantor 集合有本质区别。Cantor 集合元素具有确定性、互异性、

无序性，但   0zf 会有重根，总根号 ),,,,( 110 nn aaaa  的元素(复根)会有重元，并且

元的重数必须与根的重数相等。像总根号 ),,,,( 110 nn aaaa  这样其元素具有确定性和

无序性但没有互异性要求的集合就称为允许有重元的有限集合。 

定义 2 设 A 是一个允许有重元的有限集合，l 为非负整数，若在 A 中有且仅有 l 个

a元素，则称 a是 A 的 l 重元素，记作   Ala  ，其中 1l 时，又称 a是 A 的单元素，故 1l

时， Aa ； 0l 时， Aa 。统计 A 元素的个数，重元素按重数计算。 

显然，若 A ，   Ala  ，则 0l ， Aa 。 

设 0z 是   0zf 的 l 重根，则在 ),,,,( 110 nn aaaa  中有且仅有 l 个 0z ，故 0z 是它的 l

重元素，记作   ),,,,( 1100 nn aaaalz    (简写成    flz 0 ) 

1l 时， 0z ),,,,( 110 nn aaaa  ； 0l 时， 0z ),,,,( 110 nn aaaa  。 

显然，若 0n ，  lz0  0a  ，则 0l ， 0z  0a 。 

0z 是   0zf 的 l 重根的充要条件是：   ),,,,( 1100 nn aaaalz   (即    flz 0 )。 

定义 3 设 A 是一个允许有重元的有限集合， l 为正整数，若在 A 中至少有 l 个 a，

则称 a是 A 的 l 重以上(含 l 重)元素，记作   Ala  。 

设 n和 l 为正整数， 0z 是   0zf 的 l 重以上(含 l 重)根，则在 ),,,,( 110 nn aaaa  中至

少有 l 个 0z ，故 0z 是 ),,,,( 110 nn aaaa  的 l 重以上(含 l 重)元素，记作 

  ),,,,( 1100 nn aaaalz    (简写成    flz 0 )。 

定义 4 设 A 和 B 是二个允许有重元的有限集合，假如 a是 A 的任意一个元素，若

a是 A 的 l 重元素，就能推导出 a是 B 的 l 重以上(含 l 重)元素，即 Aa ，   Ala  

  Bla  ，则称 A 是 B 的子集，或者说 B 包含 A ，记作 BA 或 AB  。当 A 不是 B 的

子集时，通常记作 BA  。当且仅当 BA 且 AB  时，称 A 与 B 相等，记作 BA  。当

且仅当 BA 且 BA  时，称 A 是 B 的真子集。规定 空集是任何一个允许有重元集合

的子集。 

若   Bla  ， 1l ，则   Bla  。若满足条件： Aa ，   Ala     Bla  ，则 BA 。 
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定理 1 设 A 和 B 是二个允许有重元的有限集合，若能同时满足以下两个条件： 

1) Aa ，   Ala     Bla  ；2) Bb  Ab ，则 BA  。 

证明 由条件 1) 则 BA 。再证 AB  。对 Bb ，   Blb  ，由条件 2) 则 Ab 。

不妨设   Alb 0 ，由条件 1) 则   Blb 0 ，于是 ll 0 ，   Alb  ，即由 Bb ，   Blb  

  Alb  ，则 AB  。故 BA  。】 

元素与集合关系性质 设 A , B 是二个允许有重元的有限集合， l 为非负整数。 

1) 若   Ala  ， 0l ，则 Aa 。2) 若   Ala  或   Ala  ， 1l ，则 Aa 。 

3) 若 Aa ，   Ala  ，则 1l 。4) 若 Aa ， BA ，则 Ba 。 

集合与集合关系性质 设 A , B , C 是三个允许有重元的有限集合，其中 A , B 的元素

个数分别为 1K , 2K 。1) 若 BA ，则 21 KK  ；若 BA  ，则 21 KK  ；若 BA 且 BA  ，

则 21 KK  ；若 BA ， 21 KK  ，则 BA  。2) 若 BA 且 CB  ，则 CA  ；若 BA  且

CB  ，则 CA  。 

设 n和m为非负整数， 00 a ， 00 b ， 

  nn
nn azazazazf  


1
1

101  ，   mm
mm bzbzbzbzf  


1
1

102  ， 

则将方程     021 zfzf 所有复根(含重根)组成的集合记作 

),,,,(),,,,( 110110 mmnn bbbbaaaa   (简写成    21 ff  )， 

并且称它是方程   01 zf 所有复根组成的集合与方程   02 zf 所有复根组成的集合的

并集。 

    021 zfzf 所有复根组成的集合是把   01 zf 所有复根和   02 zf 所有复根放在

一起组成的，于是    21 ff  是把  1f 和  2f 的所有元素放在一起组成的。 

若   1f ，则    21 ff   2f ；若   2f ，则    21 ff   1f 。 

虽然沿用了符号 ，但此并集与 Cantor 集合的并集有本质区别。假设 0z 既是

  01 zf 的 5 重根，又是   02 zf 的 3 重根，那么 0z 是     021 zfzf 的 8 重根，于是  80z

   21 ff  ，  50z  1f ，  30z  2f 。 

因此作为允许有重元的有限集合，并集    21 ff  的本质特征：1) 设 Cz 0 ，

21,, lll 均为非负整数，则  lz0    21 ff    10 lz  1f ，  20 lz  2f ，其中

21 lll  (表示充要条件)；2) 设  1f ,  2f ,    21 ff  的元素个数依次为 ,1K

,2K K ，则 21 KKK  。 
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推广到一般情形，则有 

定义 5 设 A 和 B 是二个允许有重元的有限集合，则把 A 和 B 的所有元素放在一起

组成的集合，称作是 A 与 B 的并集，记作 A B 。并集 A B 的本质特征：1) 设 21,, lll 均

为非负整数，则  a l A B    1a l A ，  2a l B ，其中 21 lll  ；2) 设 A , B , A B 的

元素个数依次为 1K , 2K , K ，则 21 KKK  。 

显然， A A B ， B A B 。并运算适合交换律和结合律等，证明详见§3。由结

合律可定义多个允许有重元有限集合的并： j

s

j
s AAAA

1
21


  。假设 jA 的元素个

数为 jK ， j

s

j
A

1
 的元素个数为 K ，则 




s

j
jKK

1

。 

总根号的性质 

性质 1 设 n， k ， kn  均为非负整数， 00 a ， 00 b ， 00 c ，若三个多项式 

  nn
nn azazazazf  


1
1

10  ，   kk
kk bzbzbzbzg  


1
1

10  ， 

  knkn
knkn czczczczh 
  1

1
10  满足      f z g z h z ，则有 

     knknkknn ccccbbbbaaaa   ,,,,,,,,,,,, 110110110   

证明 1)  fz  0 ，    flz 0 ，则 0z 是   0zf 的任意根并且是 l 重根，由 

     f z g z h z ，则 0z 是     0g z h z  的 l 重根，      hglz 0 ，即由  fz  0 ，

   flz 0        hglz 0 。2)    hgz  0 ，则 0z 是     0g z h z  的任

意根，由      f z g z h z ，则 0z 是   0zf 的根，  fz 0 ，即由    hgz  0   

 fz 0 。根据定理 1，则      hgf  。】 

推论 1 设 n为正整数， c是非零常数， 00 a ，则 

 ),,,,( 110 nn cacacaca  ),,,,( 110 nn aaaa   

于是有 







 


00

1

0

1
110 ,,,,1),,,,(

a

a

a

a

a

a
aaaa nn

nn  以及


















0

1

0

1
10 ,1),(

a

a

a

a
aa 。 

证明 只须证第一个等式。显然，   c ，不妨设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ，

  nn
nn cazcazcazcazg  


1
1

10  ，则    zcfzg  ，根据性质 1，则 

 ),,,,( 110 nn cacacaca   c ),,,,( 110 nn aaaa   ),,,,( 110 nn aaaa  。】 
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推论 1 表明 设多项式  zf 的次数 1 ，    zcfzg  ，c是非零常数，则    fg  。 

推论 2 设 n为正整数， 00 a ， Cz j  ， nj ,,2,1  ，若 n次多项式 

  nn
nn azazazazf  


1
1

10      nzzzzzza  210  

则有 

),,,,( 110 nn aaaa  ),1(),1(),1( 21 nzzz        nzzz  21  

 nzzz ,,, 21   

证明 根据性质 1 及其推论 1 以及并运算结合律即得。】 

设 n和 k 为正整数， 00 a ， n次多项式   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ，令 

  k
nn

nnk azazazazf )( 1
1

10  
   

则将方程   0zf k 所有复根 (含重根 )组成的集合记作 ),,,,( 110 nn

k

aaaa  (简写成

 f
k

 )。若 nzzz ,,, 21  是   0zf 的所有复根，则  n

k

zzz ,,, 21  ),,,,( 110 nn

k

aaaa 

 f
k


。

 

显然，        
  


k

nnnn

k

zzzzzzzzzzzz ,,,,,,,,,,,, 21212121   

},,,{},,,{},,,{ 222111










k

nnn

kk

zzzzzzzzz  

     























 n

kkk

zzz  21 。 

       
  


k

k

ffff  。 

推论 3 设 , ,n m k 均为正整数， mkn  0 ，且 00 a ， 00 b ， 00 c ， n次多项式 

  nn
nn azazazazf  


1
1

10  1
101

1
10 ()( 


  mknmknk

mm
mm zczcbzbzbzb   

)1 mknmkn czc   ，则 

),,,,( 110 nn aaaa  ),,,,(),,,,( 110110 mknmknmm

k

ccccbbbb  







   

证明 根据性质 1 以及并运算结合律对 k 作数学归纳法即得。】 

推论 4 设 n和 k 为正整数， 0 kn ， 00 a ， 00 c ， Cz 0 ， n次多项式 

     knkn
knknk

nn
nn czczczczzazazazazf 




  1
1

1001
1

10  ，则 
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),,,,( 110 nn aaaa  ),,,,(),1( 1100 knkn

k

ccccz 







   

  ),,,,( 1100 knkn

k

ccccz 







   

),,,,(},,,{ 110000 knkn

k

cccczzz     

证明 根据推论 3 和 1 即得。】 

推论 5 设 n和 k 为正整数， 0 kn ， 00 a ，若 n次多项式 

  )( 1
1

10 knkn
knknk azazazazzf 
    

则 )0,,0,0,,,,,( 110  
k

knkn aaaa  ),,,,(}0,,0,0{ 110 knkn

k

aaaa     

证明 由推论 4 即得。】 

例 设 skkk ,,, 21  均为正整数， c是非零常数，      zpzpzp s,,, 21  都是次数 1 的

多项式，        zpzpzcpzf sk
s

kk 21
21 ，则 

       























 s

kkk

pppf
s

 21

21

。 

并运算适合交换律，于是 

定义 6 设 A , B , C 是三个允许有重元的有限集合， BAC  ，记 BCA  ，

ACB  ，且称 A 为C 与 B 的差集， B 为C 与 A 的差集。差运算是并运算的逆运算。 

差集的本质特征 设 21,, lll 均为非负整数，于是 

1) 若 BCA  ，则   Ala 1    Cla  ，   Bla 2 ，其中 21 lll  ； 

2) 若 ACB  ，则   Bla 2     Cla  ，   Ala 1 ，其中 12 lll  。 

差集性质 设 A , B , C 是三个允许有重元的有限集合，则 

1) BCA   BAC  ；2) ACB   BAC  ； 

3) ABBA  ， BABA  。 

性质 2 设  zf ,  zg ,  zh 都是非零多项式，    
 zg

zf
zh  ，则      gfh  。 

证明 由题设      zhzgzf  ，根据性质 1 则      hgf  ，再由差集性质即

得。】 

性质 3 设  zf ,  zg 都是非零多项式，    fg  ，则 1) 存在多项式  zh 满足
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     zhzgzf  ，其中    fg  时，  zh 是非零常数；2)    zfzg | 。 

证明 1) 令    gfB  ，  fz  0 ，若    flz 0 ，    glz 10 ，令

12 lll  ，由差集本质特征，则   Blz 20 ，可求得 B 所有元素。根据差集性质，则

    Bgf  。再以 B 作为方程   0zh 所有复根组成的集合，则  zh 在可以相差一

个(非零)常数倍的意义下是唯一确定的，因而可说存在多项式  zh 满足      zhzgzf  ，

其中    fg  时， B 为空集，  zh 是非零常数。2) 由 1) 即得。】 
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§2 方程组的解集合和允许有重元集合的交集 

设 Cz 0 ，两个多项式    zfzf 21 , ，其中  zf1  0，若    zfzf 21 , 在 0zz  时函数值满

足   001 zf 且   002 zf ，则称 0z 是方程组 

 
 







0

0

2

1

zf

zf
                                  (1) 

(在 z 平面上)的一个(复数)解。若   02 zf ，则对 Cz  0 ，  zf 2 在 0zz  时函数值

  002 zf ，于是   01 zf 的根就是(1)的解。 

根据余数定理推论，则 0z 是(1)的解的充要条件是：    zfzz 10 | 且    zfzz 20 | 。 

再设 l 为非负整数，若    zfzz l
10 | 且    zfzz l

20 | ，但   1
0

 lzz 不能同时整除

 1 ,f z  2f z ，则称 0z 是(1) (在 z 平面上)的 l 重(复数)解。若   02 zf ，则   01 zf 的 l 重

根就是(1)的 l 重解。统计解的个数，重解按重数计算。(1)在 z 平面上的所有解(含重解)

称为(1)的所有复数解。由(1)所有复数解(含重解)组成的集合可写成 

 
  










 


)(

0
0

|
2

1 Cz
zf
zf

z  

1. 当  zf2  0时，设 n和m 为非负整数， 00 a ， 00 b ， 

  nn
nn azazazazf  


1
1

101  ，   mm
mm bzbzbzbzf  


1
1

102  ， 

则将(1)所有复数解(含重解)组成的集合记作 

),,,,(),,,,( 110110 mmnn bbbbaaaa   (简写成    21 ff  ) 

并且称它是方程   01 zf 所有复根组成的集合与方程   02 zf 所有复根组成的集合的

交集。 

若   1f 或   2f ，则    21 ff   。 

0z 是(1)的 l 重解的充要条件是：  lz0    21 ff  。 

虽然沿用了符号，但此交集与 Cantor 集合的交集有本质区别，公共元素也是如

此。假设 0z 既是   01 zf 的 5 重根，又是   02 zf 的 3 重根，那么 0z 是(1)的 3 重解，

于是 

 30z    21 ff  ，  50z  1f ，  30z  2f 。 

因此作为允许有重元的有限集合，交集    21 ff  的本质特征：设 Cz 0 ， 21,, lll
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均为非负整数，则  lz0    21 ff    10 lz  1f ，  20 lz  2f ，其中

 21,min lll  。 

 1f 与  2f 公共元素的本质：设 Cz 0 ， 21, ll 均为非负整数。1) 若 0z  1f 且

0z  2f ，则 0z 是  1f 与  2f 的一个公共元素， 0z    21 ff  ；2) 若  10 lz

 1f ，  20 lz  2f ，记  21,min lll  ，则 0z 是  1f 与  2f 的 l 重公共元素，  lz0  

   21 ff  。统计个数，重公共元素按重数计算，则    21 ff  恰好包含  1f 与

 2f 的所有公共元素。 

  01 zf 与   02 zf 公共根的本质：设 Cz 0 ， 21,ll 均为非负整数。1) 若 0z 既是

  01 zf 的根，又是   02 zf 的根，则 0z 是   01 zf 与   02 zf 的一个公共根， 0z 是(1)

的解；2) 若 0z 既是   01 zf 的 1l 重根，又是   02 zf 的 2l 重根，记  21,min lll  ，则 0z 是

  01 zf 与   02 zf 的 l 重公共根， 0z 是(1)的 l 重解。统计个数，重公共根按重数计算，

则(1)的所有复数解(含重解)等于是   01 zf 与   02 zf 的所有公共根。 

显然，1) 0z 是  1f 与  2f 的一个公共元素 0z 是   01 zf 与   02 zf 的一个

公共根；2) 0z 是  1f 与  2f 的 l 重公共元素 0z 是   01 zf 与   02 zf 的 l 重公共

根。故   01 zf 与   02 zf 的所有公共根就是  1f 与  2f 的所有公共元素，

   21 ff  恰好包含   01 zf 与   02 zf 的所有公共根。 

推广到一般情形，则有 

定义 7 设 A 和 B 是二个允许有重元的有限集合， 21,ll 均为非负整数。1) 若 a A 且

a B ，则称 a是 A 与 B 的一个公共元素；2) 若  1a l A ，  2a l B ，记  21,min lll  ，

则称 a是 A 与 B 的 l 重公共元素。统计公共元素的个数，重公共元素按重数计算，由 A

与 B 的所有公共元素组成的集合称为 A 与 B 的交集，记作 A B 。 

交集 A B 的本质特征 设 21,, lll 均为非负整数，则  a l A B    1a l A ，  2a l B ，

其中  21,min lll  。 

显然， ABA  , BBA  。交运算适合交换律和结合律等，证明详见§3。由结合

律可定义多个允许有重元有限集合的交： j

s

j
s AAAA

1
21


  。 

2. 当   02 zf 时，若仍然把   02 zf 看作方程，则任意复数都是它的根，而且根的
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重数都是无限次的。我们把由零多项式方程   02 zf 所有复根组成的集合记为  2f ，

并称它为整式方程的根全集。根全集  2f 是一个允许有重元的无限集合，任意复数

都是它的元素，而且元素的重数也都是无限次的。 

当  zf1  0 ,   02 zf 时，套用定义 4，则有    21 ff  ，即可称  1f 是  2f

的子集。为了统一，这时仍将(1)所有复数解(含重解)组成的集合记作    21 ff  ，

并且称它是方程   01 zf 所有复根组成的集合与零多项式方程   02 zf 所有复根组成

的集合的交集。这时，(1)转化为   01 zf ，即两者是等价的，故交集    21 ff  的

本质特征是    21 ff   1f 。 

 1f 与根全集  2f 公共元素的本质：设 Cz 0 ，1l 为非负整数，1) 若 0z  1f ，

则 0z  2f ， 0z 是  1f 与  2f 的一个公共元素， 0z    21 ff  ；2) 若  10 lz

 1f ，则 0z 是  1f 与  2f 的 1l 重公共元素，  10 lz    21 ff  。统计个数，重

公共元素按重数计算，则  1f 的所有元素就是  1f 与  2f 的所有公共元素，

   21 ff  恰好包含了  1f 与  2f 的所有公共元素。 

  01 zf 与零多项式方程   02 zf 公共根的本质：设 Cz 0 ，1l 为非负整数，1) 若 0z

是   01 zf 的根，则 0z 是   02 zf 的根， 0z 是   01 zf 与   02 zf 的一个公共根， 0z 是(1)

的解；2) 若 0z 是   01 zf 的 1l 重根，则 0z 是   01 zf 与   02 zf 的 1l 重公共根， 0z 是(1)

的 1l 重解。统计个数，重公共根按重数计算，则   01 zf 的所有根(含重根)就是   01 zf

与   02 zf 的所有公共根，(1)的所有复数解(含重解)等于是   01 zf 与   02 zf 的所有

公共根。 

显然，1) 0z 是  1f 与  2f 的一个公共元素 0z 是   01 zf 与   02 zf 的一个

公共根；2) 0z 是  1f 与  2f 的 l 重公共元素 0z 是   01 zf 与   02 zf 的 l 重公共

根。故   01 zf 与   02 zf 的所有公共根就是  1f 与  2f 的所有公共元素，

   21 ff  恰好包含   01 zf 与   02 zf 的所有公共根。 

总之，设  zf1  0，则无论  zf 2 是否是非零多项式，均有 

1.  
  










 


)(

0
0

|
2

1 Cz
zf
zf

z     21 ff   

0z 是(1)的 l 重解的充要条件是：  lz0    21 ff  。 
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2. (1)的解等于是   01 zf 与   02 zf 的公共根，(1)的 l 重解等于是   01 zf 与

  02 zf 的 l 重公共根，(1)的所有复数解(含重解)等于是   01 zf 与   02 zf 的所有公共

根。    21 ff  恰好包含   01 zf 与   02 zf 所有公共根，它们就是  1f 与  2f 的

所有公共元素。 

推广到一般情形，则有 

定义 8 设 I 是一个允许有重元的无限集合，研究对象 A 是任意一个由 I 的部分元

素组成的允许有重元的有限集合，套用定义 4，则有 IA ，即 A 是 I 的子集，若 I 不

仅各不相同的元素个数无限，而且元素的重数也都是无限次的，则 I 称为研究领域的

全集。 

定义 9 设 I 为研究领域的全集， IA ， A 是由 I 的部分元素组成的允许有重元的

有限集合， 1l 为非负整数，1) 若 a A ，则 Ia ，称 a是 A 与 I 的一个公共元素；2) 若

  Ala 1 ，则称 a是 A 与 I 的 1l 重公共元素。统计公共元素的个数，重公共元素按重数

计算，则 A 的所有元素就是 A 与 I 的所有公共元素。由 A 与 I 的所有公共元素组成的

集合称为 A 与 I 的交集，记作 IA 。交集 IA 的本质特征是： AIA  。 

定理 2 设  zf1  0，  zd 是    zfzf 21 , 的一个最大公因式， Cz 0 ，l 为非负整数，

则 

1) 0z 是(1)的解的充要条件是： 0z 是   0zd 的根； 

2) 0z 是(1)的 l 重解的充要条件是： 0z 是   0zd 的 l 重根。 

证明 由于  zd 是    zfzf 21 , 的最大公因式，于是 

1)    zfzz 00 | 且    zfzz 10 |     zdzz |0 。故命题成立。 

2)    zfzz l
10 | 且    zfzz l

20 | ，但   1
0

 lzz 不能同时整除    zfzf 21 ,   

   zdzz l |0 ，但   1
0

 lzz 不能整除  zd 。故命题成立。】 

推论 1 设  zf1  0，  zd 是    zfzf 21 , 的一个最大公因式，则(1)所有复数解(含重

解)组成的集合与   0d z  所有复根(含重根)组成的集合是两个相等集合，即 

   21 ff   d  

于是   0d z  的所有复根就是(1)的所有复数解。 

证明  0z    21 ff  ，  lz0    21 ff  ，则 0z 是(1)的任意解，且是 l 重

解，根据定理 2，则 0z 是   0d z  的 l 重根，  lz0  d 。反过来，  0z  d ，则 0z
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是   0d z  的任意根，根据定理 2，则 0z 是(1)的解， 0z    21 ff  。根据定理 1

则    21 ff   d ，于是命题成立。】 

例  设   nn
nn azazazazf  


1
1

101  ，   mm
mm bzbzbzbzf  


1
1

102  ，

  kk
kk dzdzdzdzd  


1
1

10  ，其中 00 a ， 00 b ， 00 d ，  zd 是    zfzf 21 , 的

一个最大公因式，则 ),,,,(),,,,( 110110 mmnn bbbbaaaa   ),,,,( 110 kk dddd    

推论 2 设  zf1  0，  zd 是    zfzf 21 , 的一个最大公因式，它的次数为 k ，(1)复数

解(含重解)的个数为 K ，则 kK  ，故(1)在 z 平面上有解的充要条件是： 1k 。 

证明 由题设则   0zd 复根的个数为 k ，根据推论 1，则 kK  ，于是命题成立。】 

推论 3 设  zf1  0，则(1)在 z 平面上无解的充要条件是：      1, 21 zfzf 。 

证明 由推论 2 即得。】 

推论 4 设  zf1  0，  zd 是    zfzf 21 , 的一个最大公因式，则 

1) 当  zf 2  0时，设 Cz 0 ， 21,, lll 均为非负整数，则 

 lz0  d   10 lz  1f ，  20 lz  2f ，其中  21,min lll  。 

2) 当   02 zf 时，则    zcdzf 1 ，其中 c是非零常数。 

证明 根据推论 1，则    21 ff   d ；由    21 ff  的本质特征，则 

1) 当  zf 2  0时，设 Cz 0 ， 21,, lll 均为非负整数，则  lz0    21 ff    

 10 lz  1f ，  20 lz  2f ，其中  21,min lll  。于是命题成立。 

2) 当   02 zf 时，    21 ff   1f ，故    1fd  ，根据总根号性质 3，

则    zcdzf 1 ，其中 c是非零常数。】 

推论 5 设    zfzf 21 , 都是非零多项式，  zd 是    zfzf 21 , 的一个最大公因式， Cz 0 ，

若 0z 分别是   01 zf 的 1l 重根，   02 zf 的 2l 重根，   0zd 的 l 重根，则  21,min lll  。 

证明 由题设则 21,, lll 均为非负整数，  10 lz  1f ，  20 lz  2f ，  lz0  d ，

根据推论 4，则  21,min lll  。】 

引理 设  zf  0 ，  zd 是    zfzf ', 的一个最大公因式， Cz 0 ， l 为正整数，若

 0zz  是  zf 的 l 重因式，则  0zz  既是导数  zf ' 的 1l 重因式  5 ，又是  zd 的 1l 重

因式。 
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证明 若  0zz  是  zf 的 l 重因式，则 )( 0zz  是导数  zf ' 的 1l 重因式。于是

   zfzz l |1
0

 且    zfzz l '1
0 | ，但  lzz 0 不能同时整除    zfzf ', 。  zd 是    zfzf ',

的最大公因式，故    zdzz l |1
0

 ，但  lzz 0 不能整除  zd ，即  0zz  是  zd 的 1l 重

因式。】 

定理 3 设  zf  0，  zd 是    zfzf ', 的一个最大公因式， Cz 0 ， l 为正整数，若

0z 是   0zf 的 l 重根，则 0z 既是   0' zf 的 1l 重根，又是   0zd 的 1l 重根。 

证明 由引理根据重因式与重根的关系即得。】 

推论 1 设  zf  0， Cz 0 ，l 为正整数，若 0z 是   0zf 的 l 重根，则 0z 是   0zf ，

  0' zf ，，    01  zf l 的根，但不是    0zf l 的根。 

证明 根据定理 3，对 l 作数学归纳法即得。】 

推论 2 设  zf  0， Cz 0 ，则 1) 0z 是   0zf 的 2 重以上根的充要条件是： 0z 是

 
 







0
0

' zf
zf

的解；2) 0z 是   0zf 的单根的充要条件是：   00 zf 且   00
' zf 。 

证明 不妨设 0z 是   0zf 的 l 重根( 1l )，根据定理 3，则 0z 是   0' zf 的 1l 重根，

于是 

1) 2l 即 11 l 的充要条件是：   00 zf 且   00
' zf 。故命题成立。 

2) 1l 的充要条件是：   00 zf 且   00
' zf 。故命题成立。】 

推论 3 设  zf  0，  zd 是    zfzf ', 的一个最大公因式， Cz 0 ，则 1) 0z 是   0zf

的 2 重以上根的充要条件是： 0z 是   0zd 的根；2) 0z 是   0zf 的单根的充要条件是：

  00 zf 且   00 zd 。 

证明 1) 由推论 2和定理 2即得。2) 必要性由定理 3即得，再证充分性。若   00 zf

且   00 zd ，由定理 2，则 0z 不是
 
 







0
0

' zf
zf

的解，故   00
' zf ，再由推论 2 即得。】 

例 设  zf  0，  zd 是    zfzf ', 的一个最大公因式，于是 1) 若   0zd 没有实根，

则   0zf 的实根都是单根；2) 若   0zd 没有虚根，则   0zf 的虚根都是单根；3) 若

 zd 是非零常数，则   0zf 的根均为单根。 

证明 由推论 3 即得。】 

推论 4 设  zf  0，  zd 是    zfzf ', 的一个最大公因式，则 1)   0zf 没有重根
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的充要条件是：  zd 是非零常数；2)   0zf 没有重根的充要条件是：      1, ' zfzf 。 

证明 1) 根据推论 3，则   0zf 没有 3 重以上根的充要条件：   0zd 没有根，即

 zd 是非零常数。故命题成立。2) 是 1) 的直接推论。】 

例 设  zf  0，则  zf 没有重因式的充要条件是：      1, ' zfzf 。 

推论 5 设  zf  0，  zd 是    zfzf ', 的一个最大公因式， Cz 0 ，k 为正整数，若

0z 是   0zd 的 k 重根，则 0z 是   0zf 的 1k 重根。 

证明 由题设   00 zd ，不妨设 0z 是   0zf 的 l 重根，根据推论 3，则 2l ，由定

理 3，则 0z 是   0zd 的 1l 重根，故 kl 1 ， 1 kl ，命题成立。】 

例 设  zf  0，  zd 是    zfzf ', 的一个最大公因式，由推论 3 和推论 5，若   0zd

有根，则这些根均为   0zf 的 2 重以上根，其重数为   0zd 根的重数加 1。 

推论 6 设  zf  0，  zd 是    zfzf ', 的一个最大公因式， Cz 0 ， l 为正整数，则 

 lz0  d    10 lz  f ，  lz0  'f 。 

证明 根据定理 3 及其推论 5 即得。】 
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§3 允许有重元有限集合的运算律 

定理 4[4] 设所列集合都是允许有重元的有限集合，则 

1. 下列运算律成立 

1) 交换律 ABBA   ， ABBA   。 

2) 结合律     CBACBA   ，     CBACBA   。 

2. 下列运算律的两个等式一个成立，另一个不成立(有条件成立) 

1) 分配律       CABACBA   成立，但      CABACBA   不

成立。若 CB ，则      CABACBA   成立。 

2) 幂等律 A A A 成立，但 A A A 不成立( A 除外)。 

3) 吸收律   AABA  成立，但   AABA  不成立( AB 除外)。 

证明 1. 1) 交换律。设 21,, lll 均为非负整数，根据并集本质特征，则由 a A B   ，

  BAla     Ala 1 ，   Bla 2 ，其中 21 lll  12 ll     Bla 2 ，   Ala 1 ，其中 12 lll   

   ABla  。因此 ABBA   。同理可证 BAAB   ，故 ABBA   。 

根据交集本质特征，由 a A B   ，   BAla     Ala 1 ，   Bla 2 ，其中

 21,min lll   12 ,min ll    Bla 2 ，   Ala 1 ，其中  12 ,min lll     ABla  。因此，

ABBA   。同理可证 BAAB   ，故 ABBA   。 

2) 结合律。设 2312321 ,,,,, llllll 均为非负整数，根据并集本质特征，由  CBAa  ，

   CBAla     Ala 1 ，   CBla 23 ，其中 231 lll     Ala 1 ，   Bla 2 ，   Cla 3 ，

其中 3223 lll  ，  321 llll    321 lll  ，令 2112 lll     BAla 12 ，   Cla 3 ，其

中 312 lll       CBAla  。因此     CBACBA   。 

同理可证    A B C A B C    ，故     CBACBA   。 

根据交集本质特征由  CBAa  ，    CBAla     Ala 1 ，   CBla 23 ，

其中  231,min lll     Ala 1 ，   Bla 2 ，   Cla 3 ，其中  3223 ,min lll  ，   321 ,min,min llll 

  321 ,,minmin lll ，令  2112 ,min lll     BAla 12 ，   Cla 3 ，其中  312 ,min lll  

    CBAla  。因此     CBACBA   。同理可证    CBACBA   ，故 

    CBACBA   。 

2. 1) 分配律。设 231312321 ,,,,,, lllllll 均为非负整数由  CBAa  ，    CBAla   
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   Ala 1 ，   ，CBla 23 其中 231 lll     Ala 1 ，   Bla 2 ，   ，Cla 3 其中  3223 ,min lll  ，

 321 ,min llll   3121 ,min llll  ，令 2112 lll  ， 3113 lll      BAla 12 ,   CAla 13 ，

其中  1312 ,min lll        CABAla  。因此，      CABACBA   。同理可

证      CBACABA   ，故      CABACBA   。 

由    CBAla     Ala 1 ，   CBla 23 ，其中  231,min lll     Ala 1 ，   Bla 2 ，

  ,3 Cla  其中 3223 lll  ，  321,min llll  。 

由      CABAla      BAla 12 ，   CAla 13 ，其中 1312 lll     Ala 1 ，

  Bla 2 ，   Cla 3 ，其中  ,,min 2112 lll    3113 ,min lll  ，    3121 ,min,min lllll  。 

由于    321,min lll    3121 ,min,min llll  ，故      CABACBA   不成立。 

若 CB ，由   0a CB     Bla 2 ，   Cla 3 ，其中  32 ,min0 ll 。于是

2l 和 3l 至少有一个为 0 ，则    321,min lll    3121 ,min,min llll  成立。故由  CBAa  ，

   CBAla     Ala 1 ，   Bla 2 ，   Cla 3 ，其中  321,min llll     Ala 1 ，

  Bla 2 ，   Cla 3 ，其中    3121 ,min,min lllll        CABAla  。因此，  CBA 

   CABA  。同理可证      CBACABA   ，故      CABACBA   。 

2) 幂等律。设 0, ll 均为非负整数，由 AAa  ，   AAla     Ala 0 ，   Ala 0 ，

其中   000 ,min llll     Ala  。因此 A A A 。同理可证 A A A  ，故 AAA  。 

由   AAla     Ala 0 ，   Ala 0 ，其中 000 2llll   a 







2

l A 。因此

A A A ，故 A A A 不成立。 

3) 吸收律。设 210 ,,, llll 均为非负整数，由  ABAa  ，    ABAla   

  Ala 1 ，   ABla 0 ，其中  01,min lll     Ala 1 ，   Bla 2 ，   Ala 1 ，其中 120 lll  ，

  1121,min lllll     Ala  。因此   AABA  。同理可证  ABAA  ，故

  AABA  。 

由    ABAla     Ala 1 ，   ABla 0 ，其中 01 lll      Ala 1 ，   Bla 2 ，

  Ala 1 ，其中  120 ,min lll  ，  121 ,min llll  当 21 ll  时， 12ll  ，a 







2

l A ；当 21 ll 

时， 21 lll  ，   Alla  2 。因此   AABA  ，故   AABA  不成立。】 

推论 1 设    zfzf 21 , 都是非零多项式，
     
     







zgzdzf

zgzdzf

22

11 ，则   0zd 的所有复根加
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上
 
 







0

0

2

1

zg

zg
的所有复数解等于是

 
 







0

0

2

1

zf

zf
的所有复数解。 

证明 由题设可令 A , B , C 依次是   0zd ,   01 zg ,   02 zg 所有复根(含重根)组成

的集合，则 BA , CA 分别代表   01 zf ,   02 zf 所有复根(含重根)组成的集合，故

 
 







0

0

2

1

zf

zf
所有复数解(含重解)组成的集合可用    CABA  表示，根据定理 4，则 

    CABA   CBA   

其中 CB 代表
 
 







0

0

2

1

zg

zg
所有复数解(含重解)组成的集合，故命题成立。】 

推论 2 设      zfzfzf 321 ,, 都是非零多项式，其中      1, 32 zfzf ，则
 
 







0

0

2

1

zf

zf
所有

复数解加上
 
 







0

0

3

1

zf

zf
所有复数解等于是

 
   







0

0

32

1

zfzf

zf
所有复数解。 

证明 由题设可令 A , B , C 依次是   01 zf ,   02 zf ,   03 zf 所有复根(含重根)组

成的集合，则 BA , CA , CB ,  CBA  依次代表
 
 







0

0

2

1

zf

zf
，

 
 







0

0

3

1

zf

zf
，

 
 







0

0

3

2

zf

zf
，

 
   







0

0

32

1

zfzf

zf
所有复数解(含重解)组成的集合。由于      1, 32 zfzf ，根据定理 2 推论 3

则
 
 







0

0

3

2

zf

zf
无解，于是 CB ，根据定理 4，则      CABACBA   ，故命题

成立。】 

推论 3 设  zf1  0 ，
     
     







zgzdzf

zgzdzf

22

11 ，则   0zd 的所有复根加上
 
 







0

0

2

1

zg

zg
的所

有复数解等于是
 
 







0

0

2

1

zf

zf
的所有复数解。 

证明 由题设，若  zf2  0 ，根据推论 1 命题成立；若   02 zf ，则   02 zg ，于

是   01 zf 的所有复根就是
 
 







0

0

2

1

zf

zf
的所有复数解，   01 zg 的所有复根就是

 
 







0

0

2

1

zg

zg
的所有复数解，再由      zgzdzf 11  可知命题也成立。】 

定理 5 设  zf1  0 ，
     
     







zgzdzf

zgzdzf

22

11 ，则 1)  zd 是    zfzf 21 , 的一个最大公因式
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的充要条件是：
 
 







0

0

2

1

zg

zg
无解；2) 

 
 







0

0

2

1

zg

zg
无解的充要条件是：      1, 21 zgzg 。 

证明 由题设则  zg1  0 ；根据定理 4 推论 3，则   0zd 的所有复根就是
 
 







0

0

2

1

zf

zf

的所有复数解的充要条件是：
 
 







0

0

2

1

zg

zg
无解。于是 1) 由定理 2 推论 1，则必要性成立；

再证充分性。若
 
 







0

0

2

1

zg

zg
无解，不妨设  zd0 是    zfzf 21 , 的一个最大公因式，由定理

2 推论 1 则   00 zd 的所有复根就是
 
 







0

0

2

1

zf

zf
的所有复数解，故   0zd 的所有复根就

是   00 zd 的所有复根，    zcdzd 0 ，其中 c 是非零常数，  zd 是    zfzf 21 , 的一个最

大公因式。2) 由定理 2 推论 3 即得。】  
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§4 复平面的平移变换 

设 Cc ，则称 是复平面的平移量为 c 的平移变换，s平面可看作是 z 平面

在该变换的作用下平移一个向量 c 所得到的新平面。研究整式代数方程   0zf 在 z 平

面上的求根问题，有时需要作复平面的平移变换。 

n次多项式   nn
nn azazazazf  


1
1

10   00 a 在 z 平面上点 c 的泰勒展开

式为 

 
    

  
         cfcz

cf
cz

n

cf
cz

n

cf
zf n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

  

其中
  

0
! 0  a

n

cf n

。令  
     

 
   cfs
cf

s
n

cf
s

n

cf
st n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

 ，则  st 也为 n次

多项式。在平移变换 czs  下，显然有 

   
    

  
           zfcfcz

cf
cz

n

cf
cz

n

cf
cztst n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

 ， 

即 

     zfcztst   

     zfcztst  的整除性质 

性质 设  zf  0 ， Cc ，      zfcztst  ， Cz 0 ， Cs 0 ， czs  00 ， l 为

非负整数，则    zfzz l |0 的充要条件是：    stss l |0 。 

证明 显然 0l  时，命题成立，再证 1l  时，命题也成立。若    zfzz l |0 ，则  zf

可以分解为     lzzzqzf 0 。由      zfcztst  ， czs  ， czs  00 ， 00 zzss  ，

   csqzq  ，于是     lsscsqst 0 ，故    stss l |0 。 

反过来，若    stss l |0 ，由带余除法，不妨设       zrzzzqzf l  0 ，其中  zr 的

次数 l 或者   0zr ，则同理可得       csrsscsqst l  0 ，其中  csr  关于 s的次

数   zr 的次数，故    csrss l  |0 。假如  zr 的次数 l ，则  csr  关于 s的次数 l ，

与    csrss l  |0 矛盾。因此   0zr ，于是     lzzzqzf 0 ，所以    zfzz l |0 。】 

定理 6 设  zf  0 ， Cc ，      zfcztst  ， Cz 0 ， Cs 0 ， czs  00 ，l 为

非负整数，则 

czs 
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1) 0z 是   0zf 在 z 平面上的根的充要条件是： 0s 是   0st 在 s平面上的根； 

2) 0z 是   0zf 在 z 平面上的 l 重根的充要条件是： 0s 是   0st 在 s平面上的 l 重

根。 

证明 根据      zfcztst  的整除性质，则 

1)    zfzz |0 的充要条件是：    stss |0 。于是命题成立。 

2)    zfzz l |0 ，但   1
0

 lzz 不能整除  zf 的充要条件是：    stss l |0 ，但

  1
0

 lss 不能整除  st 。于是命题成立。】 

推论 1 设 n和 k 为正整数， nk  ，  zf 为 n次多项式， Cc ，      zfcztst  ，

则 kzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面上的 k 个根的充要条件是： czs  11 ， czs  22 ,,

czs kk  是   0st 在 s平面上的 k 个根。 

证明 根据定理 6 即得。】 

推论 1 中可以含等根。在平移变换 下， 1 1s z c  ， 2 2s z c  ，则

1 2 1 2s s z z   ，于是 1 2z z  1 2s s 。 

推论 2 设 n为正整数，  zf 为 n次多项式， Cc ，     zfcztst  ，则 nzzz ,,, 21 

是   0zf 在 z 平面上的所有根 (含重根 )的充要条件是： czs  11 ， czs  22 ,,

czs nn  是   0st 在 s平面上的所有根(含重根)。 

证明 由题设，则  st 也为 n次多项式。若 nzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面上的所有

根，由推论 1，则 czs  11 ， czs  22 ,, czs nn  是   0st 在 s平面上的 n个根，

恰好等于  st 的次数，于是 czs  11 ， czs  22 ,, czs nn  是   0st 在 s平面上的

所有根。 

反过来，若 czs  11 ， czs  22 ,, czs nn  是   0st 在 s平面上的所有根，由

推论 1，则 nzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面上的 n个根，恰好等于  zf 的次数，于是

nzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面上的所有根。】 

为方便之后各篇章节应用，定理 6 推论合计有 10 个，看似繁琐但很有必要。 

设 R 为实数域， Rb ，则称 bzs  是复平面的平移量为 b 的水平平移变换。在

该变换下， bzs  ReRe ， zs ImIm  ， z 平面的直线 bx  即为 s平面的虚轴 0x ，

于是 0b 时， s平面可看作是 z 平面在该变换的作用下向右水平平移了 b 单位所得到

的新平面； 0b 时， s平面可看作是 z 平面在该变换的作用下向左水平平移 b 单位所

czs 
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得到的新平面。 

推论 3 设 n和 k 为正整数， nk  ，  zf 为 n次多项式， Rb ，      zfbztst  ，

则 kzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面带形区域   zRe 内的所有根(含重根)的充要条件

是： bzs  11 ， bzs  22 ,, bzs kk  是   0st 在 s平面带形区域 bsb   Re 内的

所有根(含重根)。 

证明 由题设则   jzRe  kj ,,2,1  的充要条件是 

bsbzb jj   ReRe  kj ,,2,1  。再由推论 1 即得。】 

推论 4 设 n和 k 为正整数， nk  ，  zf 为 n次多项式， Rb ，      zfbztst  ，

则 kzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面实轴上区间   , 内的所有根(或所有各不相同的根)

的充要条件是： bzs  11 ， bzs  22 ,, bzs kk  是   0st 在 s 平面实轴上区间

 bb   , 内的所有根(或所有各不相同的根)。 

证 明  由题设 则   jz  kj ,,2,1  的充要 条件 是 bsbzb jj  

 kj ,,2,1  。再由推论 1 即得。】 

推论 5 设  zf  0 ， Ra ，      zfaztst  ， Ry j  ， 'K 为正整数，则 jj iyaz 

 ',,2,1 Kj  是   0zf 在 z 平面直线 ax 上的所有根(含重根)的充要条件是： jj iys   

 ',,2,1 Kj  是   0st 在 s平面虚轴上的所有根(含重根)。 

证明  由题设则 azs jj  ，故 az j Re ( ',,2,1 Kj  )的充要条件是： 0Re js

( ',,2,1 Kj  )。再由推论 1 即得。】 

推论 6 设  zf  0 ， Ra ，      zfaztst  ，则   0zf 在 z 平面的直线 ax 上

没有根的充要条件是：   0st 在 s平面的虚轴上没有根。 

证明 由推论 5 即可得证。】 

推论 7 设  zf  0 ， abj  ，     zfaztst  ， Ry j  ，r 为正整数，则 jjj iybz 

 rj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面直线 ax 的右半平面上的所有根(含重根)的充要条件是

jjj iyabs   rj ,,2,1  是   0st 在 s平面虚轴的右半平面上的所有根(含重根)。 

证明  显然 azs jj  ，故 abz jj Re  rj ,,2,1  的充要条件是 0Re  abs jj

 rj ,,2,1  。再由推论 1 即得。】 

推论 8 设  zf  0 ， Ra ，      zfaztst  ，则   0zf 在 z 平面直线 ax 的
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右半平面上没有根的充要条件是：   0st 在 s平面虚轴的右半平面上没有根。 

证明 由推论 7 即可得证。】 

推论 9 设  zf  0 ， Ra ，      zfaztst  ，则   0zf 在 z 平面的直线 ax 及

其右半平面上没有根的充要条件是：   0st 在 s平面的虚轴及其右半平面上没有根。 

证明 由推论 6 和推论 8 即得。】 

推论 10 设  zf  0 ， Ra ，      zfaztst  ， K 为正整数，则   0zf 在 z 平

面的直线 ax 上有 K 个根，在其右半平面上没有根的充要条件是：   0st 在 s平面的

虚轴上有 K 个根，在其右半平面上没有根。 

证明 由推论 5 和推论 8 即得。】 

定理 7 设 n为正整数， 00 a ，n次多项式   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ， Cc ，

则  ),,,,(,,, 11021 nnn aaaazzz   的充要条件是： 
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证明 由题设，令  
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其中
  

0
! 0  a

n

cf n

，则  st 也为 n次多项式，且      zfcztst  ，于是 

1)   ),,,,(,,, 11021 nnn aaaazzz   的充要条件是： nzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平

面上的所有根(含重根)； 

2)    
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2121  的充要

条件是： czs  11 ， czs  22 ,, czs nn  是   0st 在 s平面上的所有根(含重根)。 

再由定理 6 推论 2 即得。】 

推论 设 n和 k 为正整数， nk  ， 00 a ，   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ， Cc ，

cz  是   0zf 的 k 重根，若  ),,,,(,,, 11021 nnn aaaazzz   ，则 
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证明 由 cz  是   0zf 的 k 重根，根据定理 3 推论 1，则 

       01'   cfcfcf k ，    0cf k 。 

再根据定理 7 和总根号性质 1 推论 5 即得。】 
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§5 总根号与正整数次方根的有效融合和转换 

设   n
n azazf  0 ，其中 2n  ， 00 a ，方程   0zf 的 n 个复根为 nzzz ,,, 21  。

令 nzs  ，代入原方程可得辅助方程 00  nasa ，设其根为 1s ，则 1
0

na
s

a
  ，对 1sz n  用

正整数次方根可得  n
n szzz 121 ,,,  n n

a

a

0

  

为使总根号与正整数次方根能有效融合和转换，先规定  nn ss 11  。 

性质 1 设   n
n azazf  0 ，其中 2n  ， 00 a ，方程   0zf 的 n 个复根为

nzzz ,,, 21  ，则 

 nzz ,,,z 21  














n

n

aa ,0,,0,
1

0  







 n nn

n a

a
aa

0
0 ,1),( n nn n

a

a

a

a

00









 。 

证明 由题设则 nzz ,,,z 21  














n

n

aa ,0,,0,
1

0  ，将 nzs  代入原方程可得 00  nasa ，

设其根为 1s ，则  ),( 01 naas 


















00

,1
a

a

a

a nn  

对 1sz n  用正整数次方根可得  nzz ,,,z 21   nn ss 11  ，于是 

 nzz ,,,z 21  














n

n

aa ,0,,0,
1

0   







 n nn

n a

a
aa

0
0 ,1),( n nn n

a

a

a

a

00









 。】 

推论 设   21
2

0 azazazf  ，其中 00 a ，方程   0zf 的两个根为 21, zz ，则 

  ),,(, 21021 aaazz 










 


0

20
2
11

0

20
2
11

2

4
,

2

4

a

aaaa

a

aaaa
 

证明 由题设，则  ),,(, 21021 aaazz  ，  zf 在 z 平面上 1

02

a

a
 点的泰勒展开式为 

 
2 2

1 0 21
0

0 0

4

2 4

a a aa
f z a z

a a

   
   

 
，根据定理 7 和性质 1，则 

1 1
1 2

0 0

,
2 2

a a
z z

a a

 
   

  








 

0

20
2
1

0 4

4
,0,

a

aaa
a 









 


2
0

20
2
1

4

4
,1

a

aaa
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2
0

20
2
1

4

4

a

aaa 












 





0

20
2
1

0

20
2
1

2

4
,

2

4

a

aaa

a

aaa
。 

于是
0

20
2
11

1 2

4

a

aaaa
z


 ，

0

20
2
11

2 2

4

a

aaaa
z


 ，从而 

  ),,(, 21021 aaazz 










 


0

20
2
11

0

20
2
11

2

4
,

2

4

a

aaaa

a

aaaa
。】 

为了融合和转换更有效率，规定 











 

0

20
2
11

0

20
2
11

2

4
,

2

4

a

aaaa

a

aaaa

0

20
2
11

2

4

a

aaaa 
  

于是推论的结论可写成  ),,(, 21021 aaazz  。 

设   n
n

n
n azazazf 2

2
0  ，其中 2n  ， 00 a ，方程   0zf 的 n2 个复根为

nzzz 221 ,,,  。令 nzs  ，代入原方程可得辅助方程 02
2

0  nn asasa ，设它的 2 个复

根为 1s ， 2s ，则 

0

20
2

1 2

4

a

aaaa
s nnn 
 ，

0

20
2

2 2

4

a

aaaa
s nnn 

 。 

对 1sz n  ， 2szn  用正整数次方根，可得  n
n szzz 121 ,,,  ，  n

nnn szzz 2221 ,,,   ，于

是    nn
n sszzz 21221 ,,,  n nnn

a

aaaa

0

20
2

2

4
 n nnn

a

aaaa

0

20
2

2

4
n nnn

a

aaaa

0

20
2

2

4
 。 

为有效融合和转换，规定  nnn ssss 2121 , 。 

性质 2 设   n
n

n
n azazazf 2

2
0  ，其中 2n  ， 00 a ，方程   0zf 的 2n 个复根

为 nzzz 221 ,,,  ，则有 

 1 2 2, , , nz z z 















n

n

n

n

aaa 2

11

0 ,0,,0,,0,,0, 
n

nn aaa ),,( 20 n nnn

a

aaaa

0

20
2

2

4
 。 

证明 由题设则 1 2 2, , , nz z z 















n

n

n

n

aaa 2

11

0 ,0,,0,,0,,0,  ，将 nzs  代入原方程可得

0

20
2
11

2

4

a

aaaa 




预章    整式代数方程总根号的设立与新集合论的形成 

 

 
27 

02
2

0  nn asasa ，设其 2 个复根为 21 , ss ，则  ),,(, 2021 nn aaass 
0

20
2

2

4

a

aaaa nnn 
 。 

对 1sz n  ， 2szn  用正整数次方根，可得  n
n szzz 121 ,,,  ，  n

nnn szzz 2221 ,,,    

于是   nn
n sszzz 21221 ,,,   n ss 21, n

nn aaa ),,( 20 n nnn

a

aaaa

0

20
2

2

4
 ， 

故 1 2 2, , , nz z z 















n

n

n

n

aaa 2

11

0 ,0,,0,,0,,0, 
n

nn aaa ),,( 20 n nnn

a

aaaa

0

20
2

2

4
 。】 

设 n 为 2 的整数， k 为正整数，则规定  n
k

n
k

nn ssssss ,,, 2121   。 

推论 设    
  kn

n
nk

nk
n

kn azazazazf  


1
1

0  ，其中 2n  ，k 为正整数， 00 a ，

方程   0zf 的 kn个复根为
 nzzz 221 ,,, 

knzzz ,,, 21  ，则有 

 1 2, , , knz z z    

















kn

n

nkn

n

aaaa ,0,,0,,,0,,0,
1

1

1

0   n
knnkn aaaa ),,,,( 10   。 

证明 由题设，则 1 2, , , knz z z    

















kn

n

nkn

n

aaaa ,0,,0,,,0,,0,
1

1

1

0  ，将 nzs  代入原

方程可得   01
1

0  


knnk
k

n
k asasasa  ，设其 k 个复根为 ksss ,,, 21  ，则 

 1 2, , , ks s s    ),,,,( 10 knnkn aaaa   

对 1sz n  ， 2szn  ,, k
n sz  用正整数次方根，可得 

  n
n szzz 121 ,,,  ，  n

nnn szzz 2221 ,,,   ， ,      n
kknnknk szzz  ,,, 2111  ， 

于是   n
k

n
k

nn
kn sssssszzz ,,,,,, 212121    n

knnkn aaaa ),,,,( 10   ，故 

 1 2, , , knz z z    

















kn

n

nkn

n

aaaa ,0,,0,,,0,,0,
1

1

1

0   n
knnkn aaaa ),,,,( 10   。】 
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第一章 
方程实根统一解法原理 

§1 施图姆定理与实根号 

设多项式   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ，其中 n 1 ， 00 a ， Ra j  ，

nj ,,2,1,0  。为便于阐述，本篇 )(zf 均为此式(在 后一章 00 a )。若 nzzz ,,, 21  是

方程   0zf 在 z 平面上的所有根，由总根号定义，则  ),,,,(,,, 11021 nnn aaaazzz   。 

设立实根号，解决   0zf 求实根问题，必须先解决实根的隔离问题，为此我们以

   zfzf 0 ，    zfzf '
1  为基作施图姆序列[6] 

        zfzfzfzf m,,,, 2
'                            (1) 

(1)内均为实系数多项式，其中        zfzfzqzf jjjj 21   ，即       zfzfremzf jjj 12 ,   ，

 1,,2,1,0  mj  ，且   01  zfm ， 后多项式  zfm 是    zfzf jj 1,  的 大公因式。下

面定理 1 及其推论根据预 章定理 2 及其推论即得。 

定理 1 设 Cz 0 ， l为非负整数，  1,,2,1,0  mj  ，则在序列(1)内 

1) 0z 是
 
 







 0

0

1 zf

zf

j

j
的解的充要条件是： 0z 是   0zfm 的根； 

2) 0z 是
 
 







 0

0

1 zf

zf

j

j
的 l重解的充要条件是： 0z 是   0zfm 的 l重根。 

推论 1 在序列(1)内，
 
 







 0

0

1 zf

zf

j

j
所有复数解(含重解)组成的集合与   0zfm 所有复

根(含重根)组成的集合是两个相等的集合，即 

     mjj fff 1 ，  0,1,2, , 1j m   

于是   0zfm 的所有复根就是
 
 







 0

0

1 zf

zf

j

j
的所有复数解。 

序列(1)内由两个相邻多项式组成的这些方程组都具有相同的解集，称为同解方程

组。    10 ff  即    'ff  ，   0zfm 所有复根就是
 
 







0

0
' zf

zf
所有复数解。 
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推论 2 设序列(1)内  zfm 的次数为 k ，
 
 1

0

0
j

j

f z

f z


 

复数解(含重解)的个数为 jK ，则

jK k ，  0,1,2, , 1j m  ，故
 
 1

0

0
j

j

f z

f z


 

在 z 平面上有解的充要条件是： 1k 。 

推论 3 
 
 







0

0
' zf

zf
在 z 平面上无解的充要条件是：      1, ' zfzf 。 

例 设序列(1)内，
     
     







zgzfzf

zgzfzf

m

m

1
'

0 ，则
 
 







0

0

1

0

zg

zg
无解，      1, 10 zgzg 。 

证明 根据预章定理 5 即得。】 

下面定理 2 及其推论根据预章定理 3 及其推论即得。 

定理 2 设 Cz 0 ， l为正整数，在序列(1)内，若 0z 是   0zf 的 l重根，则 0z 既是

  0' zf 的 1l  重根，又是   0zfm 的 1l  重根。 

推论 1 设 Cz 0 ，l为正整数，若 0z 是   0zf 的 l重根，则 0z 是   0zf ，   0' zf

,,    01  zf l 的根，但不是    0zf l 的根。 

推论 2 设 Cz 0 ，则 1) 0z 是   0zf 的 2 重以上根的充要条件是： 0z 是
 
 







0

0
' zf

zf

的解；2) 0z 是   0zf 的单根的充要条件是：   00 zf 且   00
' zf 。 

推论 3 设 Cz 0 ，在序列(1)内，1) 0z 是   0zf 的 2 重以上根的充要条件是： 0z

是   0zfm 的根；2) 0z 是   0zf 的单根的充要条件是：   00 zf 且   00 zfm 。 

推论 4 在序列(1)内，1)   0zf 没有重根的充要条件是：  zfm 是非零常数；2) 

  0zf 没有重根的充要条件是：      1, ' zfzf 。 

推论 5 设 Cz 0 ， k 为正整数，在序列(1)内，若 0z 是   0zfm 的 k 重根，则 0z 是

  0zf 的 1k 重根。 

推论 6 设 Cz 0 ， l为正整数，则在序列(1)内 

   mflz 0     flz 10 ，    '
0 flz  。 

对于任意的 Ra ，序列(1)当 az  时是一个实数序列         afafafaf m,,,, 2
'  ，

将其中等于零的项拿出数列，若两个相邻数符号相反，就说这两个数之间有一次变号，

则数列中各相邻数变号数之和定义为序列(1)在 z 平面实轴上点 a的变号数[6]，记作 
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        afafafafVV ma ,,,, 2
'  。 

定理 3 (施图姆定理  6 )设   ，   0f ，   0f ， Rx ，序列(1)在点 x的变

号数记为 xV ，则   0zf 在 z 平面实轴上的区间   , 内共有V V  个各不相同的根。

若  zfm 没有实根，则   0zf 的实根都是单根；若  zfm 有实根，则这些实根都是

  0zf 的 2 重以上根，其重数为  zfm 根的重数加 1。 

由定理 2 相关推论，该定理后半结论，显然成立，此外若  zfm 没有虚根，则   0zf

的虚根都是单根；若  zfm 有虚根，则这些虚根都是   0zf 的 2 重以上根，其重数为

 zfm 根的重数加 1。 

推论 1 设   ，   0f ，   0f ，则 0V V   ，其中 0V V   时，   0zf

在   , 内没有根； 1V V k    时，   0zf 在   , 内共有 k 个各不相同的根。 

证明 由定理 3 即得。】 

推论1给出了判定   0zf 在区间   , 内有没有根，有几个各不相同的根的方法，

特别当  ，  时，可判定在整个实轴上有没有根，有几个各不相同的根。 

推论 2 设   ，   0f ，   0f ， k 为正整数，若已找到   0zf 在   , 内

的 k 个各不相同的根，则V V k   。 

证明 根据定理 3 即得。】 

例 设   0x ，   0f ，   00 xf ，   0f ，由推论 2，则 1V V   。 

特别当 1V V   时，可以解决   0zf 实根的隔离问题，从而设立实根号。 

定义 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，  , 均为有限实数，   ，

  0f ，   0f ， 1V V   ，则   0zf 在   , 内只有一个根，设它为 0x ，则 0x

为 1 重以上实根，   00 xf ，称闭区间 [ , ]  是实根 0x 的一个隔离区间，并记 

 
),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


(简写成 0x
   f

 ,
) 

且称 ),,,,( 110

],[

nn aaaa 


是   0zf 的一个实根号，它代表 0x 的精确值，其中 [ , ]  写

在 ),,,,( 110 nn aaaa  的左上方。 

显然， ),,,,( 110

],[

nn aaaa 


),,,,( 110 nn aaaa   ，简写成
     ff 

 ,
。 

性质 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，则
 

),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


的
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充要条件是：  , 均为有限实数，且   0x ，   0f ，   00 xf ，   0f ，

1V V   。 

若将区间   , 看作是点的集合，则   0x 也可表示为   ,0 x 。若  , 均为

有限实数，则称 [ , ]  是与开区间   , 相对应的闭区间。 
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§2 实根的统一解法和实根号的计算方法 

有了实根号，方程   0zf 实根的求解方法就变得简单和统一，就是利用§1 定理 3

寻找到每个实根(重根看作一个)的一个隔离区间，然后将每个实根用实根号表示出来。 

显然，   0f ，   0f 。先计算  VV ，由§1 定理 3 推论 1，则 

1. 0  VV 时，   0zf 没有实根。 

2. 10   kVV 时，   0zf 在实轴上有 0k 个各不相同的根，将  ,  分割

成若干个子区间，判断每个子区间内   0zf 各不相同根的个数。若子区间内不含根，

则把该区间舍去，剩下的每个子区间内都含有   0zf 的若干个各不相同的根。然后在

剩下的区间内，作如下判断：1) 若区间内只含一个根(重根看作一个)，且该区间的两

个端点均为有限实数，则将其相对应的闭区间作为该实根的隔离区间；2) 若区间内含

有多个不同的根，或者虽然只含一个根，但该区间的两个端点中有一个是无限值(  或

 )，则继续把该区间分割成若干个子区间，重复进行下一步的判断，直到每个子区

间内只含一个根，且该区间的端点均为有限实数为止，其各区间相对应的闭区间都是

  0zf 实根的隔离区间。 

如此只要有限多次，就可在  ,  内找到   0zf 实根的 0k 个隔离区间 1 1[ , ], 

2 2[ , ]    ,,
0 0

[ , ]k k  ，其中
0 01 1 2 2 k k           ，且   0jf  ，   0jf  ，

1
j j

V V   ， 0,,2,1 kj  。于是   0zf 的 0k 个各不相同的实根就可表示为 

 
),,,,( 110

,

nnj aaaax
jj

 


 (或
   fx

jj

j

 ,
 )， 0,,2,1 kj  。 

若先对实根的界[2]做出估计，找到包含所有实根的区间，则可使上述解法更便捷。 

定理 1 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，
 

),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


，

于是 1) 若 0)
2

( 
 

f ，则 0x
2

 
 。2) 若 ( ) 0

2
f
 

 ，则
2

V V    或V ，其中
2

V V   

时， 0x ),,,,( 110

],
2

[

nn aaaa 



 


；
2

V V    时， 0x ),,,,( 110

]
2

,[

nn aaaa 



 


。 

证明 由题设则  , 均为有限实数，且   0x ，   0f ，   00 xf ，   0f ，

1V V   ， 



2

  ，1) 若 0)
2

( 
 

f ，则 0x
2

 
 。否则，假如 0x

2

 
 ，
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则   0zf 在   , 内有两个不相同的根 0x 和
2

 
，与 1V V   矛盾。2) 若 0)

2
( 

 
f ，

根据§1 定理 3 推论 1，则
2

V V V     。
2

V V V     不可能成立，否则
2

1V V    且

2

1V V     ， 2V V   ，矛盾。故
2

V V    或V ，其中
2

V V    时，
2

0V V    ，

2

V V     1V V   ， 0x ,
2

(
  ),()   ， 0)

2
( 

 
f ，   00 xf ，   0f ，故 0x

),,,,( 110

],
2

[

nn aaaa 



 


。
2

V V    时，同理可证。】 

定理 1 采用的分割法称为中点变号数分割法。
 

),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


可用中点

变号数分割法进行计算，方法如下： 

1. 用中点
2

 
把闭区间 [ , ]  分成两半，1) 若 0)

2
( 

 
f ，则 0x

2

 
 。2) 若

0)
2

( 
 

f ，则计算序列(1)在点
2

 
的变号数

2

V  。
2

V V    时，记 1 2

 
，  1 ；

2

V V    时，记  1 ， 1 2

 
。根据定理 1，则

 
),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


 
),,,,( 110

, 11

nn aaaa  


，其中     ,, 110 x ， 11  
2

1
 )(   。 

2. 以 1 1[ , ]  作为新的隔离区间，重复上述做法，1) 若 0)
2

( 11 
 

f ，则 0x
2

11  
 。

2) 若 0)
2

( 11 
 

f ，则有
 

),,,,( 110

,

0
11

nn aaaax  
  

),,,,( 110

, 22

nn aaaa  


，其中

   11220 ,,  x ， 22  
22

1
 )(   。 

3. 如此重复 N 次，可得
 

),,,,( 110

,

0
11

nn aaaax
NN


 

  
),,,,( 110

,

nn aaaa
NN

 


，

其中         ,,,, 11110   NNNNx ， NN  
N2

1
 )(   。若以 N 或

N 作为 0x 的近似值，则误差小于
N2

1
)(   。 

若继续这种构造区间的步骤，将得到闭区间序列，后一个闭区间包含在前一个闭

区间中，它是一递缩的闭区间套：           NN  ,,,, 2211  

由于



N

NN
N

lim)(lim  0
2



N


，所以两变量 N 和 N 趋向于共同的极限，设为 a，
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则 aN
N

N
N



 limlim 且   a ，于是

 
),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


a 。 

计算实根号所用的中点变号数分割法既可求单实根，也可求 2重以上(含 2 重)实根，

这是普通二分法所不具备的，因而在理论的研究上具有不可替代的重要价值。普通二

分法因其计算量小，更具实用性，但缺点是仅能求单实根。根据下面定理 3，我们可

以用普通二分法计算单实根的根号。 

定理 2[1] 在序列(1)内，若  zfm 没有实根，则 1) 任何两个相邻的多项式都没有公

共实根；2) 若 a是中间多项式  zf j0
的实根( 11 0  mj )，则    afaf jj 11 00   ；3) 若

x增加并经过某一个中间多项式  zf j0
的实根 a，则序列(1)的变号数不变；4) 若 x增加

并经过  xf 的实根 a，则  xf 必然变号，  xf 与  xf ' 之间的变号数要减少一个。 

证明 1) 用反证法。假如  zf j0
和  zf j 10

有公共实根 a，其中 10 0  mj ，则 a是

 
 







 0
0

10

0

zf
zf

j

j 的实数解，从而 a是  zfm 的实根，矛盾。故命题成立。 

2) 由于        afafaqaf jjjj 111 0000   ，   0
0

af j ，故    afaf jj 11 00   。 

3) 由   0
0

af j 和 1) 2)，则  af j 10
和  af j 10

均不为零且符号相反。不妨设

  010
 af j ，   010

 af j ，由多项式函数连续性，在实轴上存在充分小的区间    aa , ，

使  xf j 10
和  xf j 10

在该小区间内保持自己的符号，即   010
 xf j ，   010

 xf j ，于是

不论 x在该小区间内取何值，则  xf j 10
,  xf j0

,  xf j 10
之间的变号数都是 1，因而序列

(1)的变号数在此邻域里保持不变。 

4) 由 Ra ，   0af 且   0afm ，故 a是  xf 的单根，   0' af ，于是   0' af

或   0' af 。由多项式函数连续性，在实轴上存在充分小的区间    aa , ，使  xf 在

该小区间内仅有根 a，  xf ' 在此小区间内无根并且不变号，于是随着 x增加并经过  xf

的实根 a，若   0' xf ，则  xf 由负变正，  xf 与  xf ' 之间的变号数要减少一个；若

  0' xf ，则  xf 由正变负，  xf 与  xf ' 之间的变号数也要减少一个。故命题成立。】 

引理 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，
 

),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


，序

列(1)内  zfm 没有实根，则 0x 是   0zf 的单实根，且     0 ff 。 

证明 由题设则  , 均为有限实数，且   0x ，   0f ，   00 xf ，   0f ，
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1  VV 。  zfm 没有实根，则 0x 是   0zf 的单实根，根据定理 2，若 x增加并经过  xf

的实根 0x ，则  xf 必然变号，于是 1)   0f 时，必有   0f 。否则，假如   0f ，

由多项式函数连续性，   0zf 在   , 内至少有 2 个不相同的根，即 2  VV ，矛

盾。2)   0f 时，同理可证   0f 。总之     0 ff 。】 

定理 3 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，
 

),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


，

序列(1)内  zfm 没有实根，于是若 1) 0)
2

( 
 

f ，则 0x
2

 
 。2) 若 0)

2
( 

 
f ，则

  0)
2

( 
  ff 时，

2

V V    ， 0x ),,,,( 110

],
2

[

nn aaaa 



 


；   0)
2

( 
  ff 时，

2

V V    ，

0x ),,,,( 110

]
2

,[

nn aaaa 



 


。 

证明 根据引理则     0 ff 。由定理 1 则 1) 若 0)
2

( 
 

f ，则
20
 

x 。2) 若

0)
2

( 
 

f ，则
2

V V    或V ，其中   0)
2

( 
  ff 时，假如

2

V V    ，由定理 1，则 0x

),,,,( 110

]
2

,[

nn aaaa 



 


，由引理则   0)
2

( 
  ff ，矛盾，于是

2

V V    ，再由定理

1 即得。   0)
2

( 
  ff 时，   0)

2
( 

 
ff ，同理可证

2

V V    ，再由定理１即得。】 

当      1, ' zfzf 时，序列(1)内  zfm 是非零常数，它当然没有实根。若  zfm 没有

实根，由定理 3 可用普通二分法计算   0zf 单实根
 

),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


，方法

如下： 

1. 用中点
2

 
把闭区间 [ , ]  分成两半，1) 若 0)

2
( 

 
f ，则 0x

2

 
 。2) 若

0)
2

( 
 

f ，则   0)
2

( 
  ff 时，记 1 2

 
，  1 ；   0)

2
( 

  ff 时，记  1 ，

1 2

 
。由定理 3，则

 
),,,,( 110

,

0 nn aaaax  
  

),,,,( 110

, 11

nn aaaa  


，其中

    ,, 110 x ， 11  
2

1
 )(   。 

2. 以 1 1[ , ]  作为新的隔离区间，重复上述做法，1) 若 0)
2

( 11 
 

f ，则 0x
2

11  
 。

2) 若 0)
2

( 11 
 

f ，则有
 

),,,,( 110

,

0
11

nn aaaax  
  

),,,,( 110

, 22

nn aaaa  


，其中
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   11220 ,,  x ， 22  
22

1
 )(   。 

3. 如此重复 N 次，可得
 

),,,,( 110

,

0
11

nn aaaax
NN


 

  
),,,,( 110

,

nn aaaa
NN

 


，

其中         ,,,, 11110   NNNNx ， NN  
N2

1
 )(   。若以 N 或

N 作为 0x 的近似值，则误差小于
N2

1 )(   。 

若继续这种构造区间的步骤，将得到闭区间序列，后一个闭区间包含在前一个闭

区间中，它是一递缩的闭区间套：           NN  ,,,, 2211  

由于



N

NN
N

lim)(lim  0
2



N

 ，所以两变量 N 和 N 趋向于共同的极限，设为 a，

则  ,a   ，于是
 

),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


a 。 
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§3 实根号的基本性质与根的重数计算 

引理 设 ， ， ， ， 为有限实数，令 ， 

 

以 为基的施图姆序列在点 ( )的变号数记为 ，则 。 

证明  由题设则 ，其中 也是实系数 n 次多项式。 ，

  0f   ， ，于是 ， ， 。 

根据预章定理 6 推论 4，则 在 内各不相同根的个数等于 在

内各不相同根的个数，根据§1 定理 3，即 。】 

定理 1 设 ( ) ， 为有限实数，则

的充要条件是 

 

证明 由题设可令 ， ，则

。以 为基的施图姆序列在点 ( )s R 的变号数记为 ，由引

理则 均为有限实数，且 ，   0f   ， ， ， 1V V   的

充要条件是： 和 均为有限实数，且 ， ，

 0t x b   0 0t s  ， ， 。于是命题成立。】 

定理 2 设 , ,n k n k 均为正整数， ( )， ，

， ，序列(1)内 ，且

，其中 ，以

为基和以 为基的施图姆序列在点 的变号数分别记为  1
xV 和 q

xV ，于是 

1. ， ，    1 1 0V V V V       。 

2. 不含重因式且包含 的所有不同的根，这意味着： 

1) 的充要条件是 ；2) q qV V V V      ； 

deg  zf  n     0f   0f b bzs 

 
     

 
   bfs
bf

s
n

bf
s

n

bf
st n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1



   stst ', s Rs t
sV t

b
t

b VVVV   

     zfbztst   st  

  0f bb       0  fbt     0  fbt

  0zf   ,   0st

),( bb   t
b

t
b VVVV   

  nn
nn azazazazf  


1
1

10  00 a b

 
),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


 
     

 
   















bf
bf

n

bf

n

bf
sbx

nn
bb

,
!1

,,
!1

,
!

'1
,

00 


bzs   
     

 
   bfs
bf

s
n

bf
s

n

bf
st n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1



     zfbztst     stst ', s t
sV

 ,   0x   00 xf   0f

b b bsbxb   00   0bt 

  0 bt  1 
t

b
t

b VV 

  nn
nn azazazazf  


1
1

10  00 a  

  0f   0f   mkkm
k

m
k

mm azazazazf  


1
1

10   00 ma

     zqzfzf m   knkn
knkn bzbzbzbzq 
  1
1

10   00 b    zfzf mm
',

   zqzq ', x  Rx

  0mf   0mf

 zq  zf

  00 zf   00 zq
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3) 的充要条件是： 。 

(简写成   ) 

3. 若 ，则    1 1 0V V   或1，其中 

1)    1 1 0V V   时， ， 是 的单实根； 

2)    1 1 1V V   时， ， 是 的 2 重以上实根，且有 

 (简写成 ) 

证明 1. 由于 ， ， ， ，则 ， 。

不妨设    1 1
0V V k   ，由§1 定理 3 推论 1，则 0V V   ，    1 1

0 0V V k    ，于是 0 0k 

时，有    1 10V V V V       ； 0 1k  时， 在 内有 0k 个各不相同的根，由

可知，这 0k 个根也是 在 内的 0k 个各不相同的根，由§1 定

理 3 推论 2 则    1 1
0V V k V V       。总之    1 1 0V V V V       。 

2.  zfm 为    zfzf ', 的 大公因式，  zfm 就是  zf 的重因式部分，    
 zf

zf
zq

m

 ，

所以  zq 就不含重因式且包含  zf 的所有不同的根，这就意味着：1) 若   00 zf ，则

  00 zq ；反过来，若   00 zq ，由      zqzfzf m 则   00 zf 。2)  zf 与  zq 在同一

区间   , 内各不相同根的个数是相同的，根据§1 定理 3 即 q qV V V V      。3) 由 1)

和 2)，若  , 均为有限实数，且   0x ，则   0f ，   00 xf ，   0f ， 1V V  

的充要条件是：   0q ，   00 xq ，   0q ， 1q qV V   。于是命题成立。 

3. 若
 

),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


，则  , 均为有限实数，且   0x ，   0f ，

  0f ，   00 xf ， 1V V   。由题设和 1. 则   0mf ，   0mf ，    1 11 0V V    ，

于是    1 1 0V V   或1，其中1)    1 1 0V V   时，   0zfm 在   , 内没有根，   0x ，

因此   00 xfm 。又   00 xf ，故 0xz  是   0zf 的单实根。2)    1 1 1V V   时，不妨

设
 

),,,,( 110

,

1 mkkmmm aaaax  


，则   1x ，   01 xfm 。由      zqzfzf m ，则   01 xf 。

于是 10 , xx 都是   0zf 在   , 内的根， 1V V   ，必有 10 xx  ，故     010  xfxf mm ，

0xz  是   0zf 的 2 重以上实根，且有 0x
 

),,,,( 110

,

mkkmmm aaaa  


。】 

 
),,,,( 110

,

0 nn aaaax  
  

),,,,( 110

,

0 knkn bbbbx  


   fx
 ,

0
   qx

 ,

0

 
),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


  00 xfm 0xz    0zf

  00 xfm 0xz    0zf

0x
 

),,,,( 110

,

mkkmmm aaaa  
  mfx

],[

0




    0f   0f      zqzfzf m   0mf   0mf

  0zfm   ,

     zqzfzf m   0zf   ,



 

 

V

有

j

j

其

3

1

时

这

记

不

f

z

整式代数方程统

推论 1 设

；2)

证明 根据

推论 2 设

   1 1 1V V   ，

证明 根据

下面探讨

有 0k 个各不相

01,2, ,j k  ，其

01,2, ,j k  。

1. 如果 k

2. 如果 k

其在点 x  Rx

1) 若  1V

2) 若  1V

，则   0zf 有

，其中  1

j
V V 

时，   0jm xf

这时，若 deg f

3. 如果

记其在点

是

不相同的实根

  00 xfm

de

x x

jxz    zf

统一解法原理

设

)    1 1V V  

据定理 2 的 3

设

且

据定理 2 及其推

方程   0zf 实

相同的根，不

其中 1 1   

设序列(1)内 f

0 ，则   ,zf

1 ，就作以 f

R 的变号数为

 1 0V  ，则

   1 1 1V k  

有  1k 个 2 重以

 1 0
j

V  时， mf

0， jxz  是 f

 zf mm 1  0，

的变号数

的 2 重实根

， 有 k

  fx
 ,

0

  fx
 ,

0

fx
],[

0




eg  zf mm 1 

f mm

R

0

  0zf

，则   1V V 

1的充要条件

即得。】 

，1) 若

。 

推论 1 即得。

实根的重数计

不妨设为


jx 


2 2    

 zfm 的次数为

  1, ' zf ，那

   zfzf mm
', 为基

为  1
xV ，于是 

则   0zfm 没有

，则   0zfm

以上实根。由于

  0jx ， xz 

  0zf 的 2 重

则 jx 是   zf

，就继续作

数为  2
xV ，1) 若

根(  1k 个)。2) 

 2k 个 3 重以上



 xfm

 mf

1

    fzfz mmm 11
,, '
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 1 0  或 1，其

是 。

，则 V

】 

计算。若 V 


,,( 10

,
aa

jj 

0 0k k  ，且 f

为 k 。 

那么 ,,, 21 kxxx 

基的施图姆序

有实根， , 21 xx

0 有  1k 个各不

于
 

fx
jj

j

 ,


jx 是   0zf 的

重以上实根，

0 的 2 重实根

以

若    2 2 0V V  

若    2 2V V  

上实根，当
j

V

  00 xfm

 00 x

  fzf mmm
'

1
,

  fzf mm 1
,,2 

其中 1)  1V V 

。 

   1 1 0V   ；2

0 1V k   ，

),, 1 nn aa  (或

  0j ，  jf 

0k 均为   zf

序列     zfzf mm , '

0
,,2 kx 均为 f

不相同的实根，

 f ，根据定理

的单实根( 0k 

且有


jx
jj  ,



根(  1k 个)。 

为基的

0 ，则当
j

V V 

 2 1k  ，则

 1

j j
V V V   

 zmm 1

 zf mmm 21

fm

 1 0V  的充要

2) 若

则   0zf 在

或
 

fx
jj

j

 ,


 0j ，
j

V V 

0的单实根。

   fzf mm ,,, 2  

  0zf 的单实

根据§1 定理

理 2 则   1

j
V V 

 1k 个)；  1

j
V 

    
f

jj  ,


施图姆序列 

   1 1

j j j
V V V   

有 k

 1 1
j

V  ，  2

j
V 

 0 xfm

  0
1

 zf mm

要条件是

，则

在实轴上

 f )，

1
j

V  ，

 

 zm1 记

实根。 

理 2 推论

 1 0
j
 或

 1 1
j

V 

 mf ，

 1 时，

 2k 个各

 2 0
j

V 

0
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时， 是 的 2 重实根(    1 2k k 个)；当        1 1 2 2 1
j j j j j j

V V V V V V           时，

是 的 3 重以上实根，且 ，这

时，若 ，则 是 的 3 重实根(  2k 个)。 

此外，要注意：当 1
j j

V V   ，    1 1 0
j j

V V   时，根据定理 2 的 1，则 

       1 1 2 20 0
j j j j

V V V V        ，故    2 2 0
j j

V V   。 

4. 如果 deg  zf mmm 21  1，那么继续重复上述做法 ， ，一直这样做可得到一个以

   zfzf ', 为基扩展的施图姆序列 

            zfzfzfzfzfzf h

j
jmm

mmmm






1

1
,,,,,,,, ''                (2) 

其中  zf h

j
jmm 




1

是非零常数。我们称序列(2)是以    zfzf ', 为基的施图姆序列的扩展型，

并记其在点 x  Rx 的变号数为 xU ，则  



h

j

j
xxx VVU

1

。下面将证明   0zf 的实根

 
),,,,( 110

,

nnj aaaax
jj

 


的重数
jj

UUl j   ， 01, 2, ,j k  。  zf 的实根因式就可

表示为
 






 




 

0

1
110

,
),,,,(

k

j

UU

nn

jjjj
aaaaz


 。 

为叙述方便，称序列(1)是以    zfzf ', 为基的施图姆序列的标准型。 

若      1, ' zfzf ，则  zfm 是非零常数，   0zf 没有重根，以    zfzf ', 为基的施

图姆序列只有标准型，没有扩展型，为此特别约定：当      1, ' zfzf 时，以    zfzf ',

为基的施图姆序列的扩展型等于标准型，在点 x  Rx 的变号数有 xx VU  。 

定理 3 设   ，   0f ，   0f ，则在序列(2)内， 

1)            1 1 2 2 0h hV V V V V V V V                ；2) 0U U V V       ； 

3) 0V V   的充要条件是 0U U   ；4) 若 1U U   ，则 1V V   。 

证明 1) 根据定理 2 的 1，对 h作数学归纳法即得。 

jxz    0zf

jxz    0zf
           

1

,,,

mmmj fffx
jjjjjj




deg  zf mmm 21  0 jx   0zf
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2) 由 1)，则有 0V V   ，    1 1 0V V   , ,     0h hV V   ，从而 

U U      

1 1

( ) ( )
h h

j j

j j

V V V V   
 

       

1

( ) ( ) 0
h

j j

j

V V V V V V     


       。 

3) 若 0V V   ，由 1)则    1 1 0V V   ，    2 2 0V V   , ,     0h hV V   。于是

U U     

1

( ) ( ) 0
h

j j

j

V V V V   


     。反过来，若 0U U   ，由 2)则 0V V   。 

4) 若 1U U   ，由 2)则 0V V   或1。假如 0V V   ，由 3)则 0U U   ， 

矛盾。所以 1V V   。】 

引理 设 Cz 0 ，l 为正整数，在序列(2)内，若 0z 是   0zf 的 l重根，则 0z 是   0zf ，

  0zfm ,,   02

1








zf l

j
jmm

的根，但不是   01

1








zf l

j
jmm

的根。 

证明 根据§1 定理 2，对 l作数学归纳法即得。】 

定理 4 设 l 为正整数，在序列(2)内，若
   fx

 ,

0 是   0zf 的 l 重根，则

1V V   ，    1 1 1V V   , ,    1 1 1l lV V 
   ，有 

           






 2

1

,,,

0 l

j
jmm

m fffx


  

且     0,l lV V      1 1 0l lV V 
   , ,     0h hV V   ，于是 l U U   。 

证明 由题设则 ,  均为有限实数，且   0x ，   0f ，   00 xf ，   0f ，

1V V   。根据引理则   00 xf ，   00 xfm ,,   002

1








xf l

j
jmm

，但   001

1








xf l

j
jmm

。 

根据定理 2推论 2，由
   fx

 ,

0 且   00 xfm 可得    1 1 1V V   且
   mfx

 ,

0 ；

由
   mfx

 ,

0 且   001
 xf mm 可得    2 2 1V V   且  

1

],[

0 mmfx 


 ； ； 

由
   







 3

1

,

0 l

j
jmm

fx


且   002

1








xf l

j
jmm

可得    1 1 1l lV V 
   且 0x

   






 2

1

,
l

j
jmm

f


。 

于是 1,V V      1 1 1V V   , ,    1 1 1l lV V 
   ，且 

           






 2

1

,,,

0 l

j
jmm

m fffx


 。 
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由
   







 2

1

,

0 l

j
jmm

fx


且   001

1








xf l

j
jmm

可得     0l lV V   。根据定理 3 有 

           1 1 1 0l l l h hV V V V V V     
        。 

于是     0,l lV V      1 1 0l lV V 
   , ,     0h hV V   。 

U U     

1

( ) ( )
h

j j

j

V V V V   


       
1

1

( ) ( )
l

j j

j

V V V V   





     1 1l l    。】 

定理 5 设   ，   0f ，   0f ，则   0zf 在 z 平面实轴上的区间   , 内

共有U U  个根(含重根)。 

证明 根据§1 定理 3 推论 1，则 0V V   ，其中 

1) 0V V   时，   0zf 在   , 内没有根，由定理 3， 0U U   ，命题成立。 

2) 0 1V V k    时，   0zf 在   , 内有 0k 个各不相同的根，不妨设为

   fx
jj

j

 ,
 ， 0,,2,1 kj  ，其中

0 01 1 2 2 k k               ，且 jjj x   ，

  0jf   ，   0jf x  ，   0jf  ， 1
j j

V V   ， 0,,2,1 kj  。 

根据定理 4，实根 jx 的重数
jj

UUl j   ， 0,,2,1 kj  。不妨设   0zf 在   , 内

共有 L 个根(含重根)，则  



00

11

k

j

k

j
j jj

UUlL  。又 

        UUUUUUUUUU
kjjjj

k

j

k

j

 



 0

0

1

0

1

1

11

 

由于 0
1
  VV ， 0

0
  VV

k
， 0

1


jj
VV  ，  1,,2,1 0  kj  ，根据定理 3，则 

0
1
  UU ， 0

0
  UU

k
， 0

1


jj
UU  ，  1,,2,1 0  kj  。 

故有   LlUUUU
k

j
j

k

j
jj

 


00

11
 ，即  UUL  。于是命题成立。】 

为便于今后运用，将施图姆定理和本节定理 3 至 5 进行归纳整理，写成定理 6。 

定理 6 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，   ，   0f ，   0f ，

Rx ，序列(1)和(2)在点 x的变号数分别记为 xV 和 xU ，则   0zf 在 z 平面实轴上的区

间   , 内共有U U  个根，其中各不相同根的个数为  VV  ，而且 1) U U  
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0V V   ； 0V V   的充要条件是 0U U   ；若 1U U   ，则 1V V   。2) 若

 , 均为有限实数，当 1V V   时，   0zf 在   , 内只有一个根(重根看作一个)，

设它为 0x ，则
 

),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


(或简写成
   fx

 ,

0 )，根 0x 的重数

 UUl  。 

显然，
   


UUaaaa nn  ),,,,( 110

,
 ),,,,( 110 nn aaaa   ，或简写成 

      fUUf  
 ,

。 

推论 1 设   ，   0f ，   0f ，则 0U U   ，其中 0U U   时，   0zf

在   , 内没有根； 1U U k    时，   0zf 在   , 内共有 k 个根。 

证明 由定理 6 即得。】 

推论１给出了判定   0zf 在区间   , 内有没有根，有几个根的方法，特别当

 ，  时，可判定在整个实轴上有没有根，有几个根。 

推论 2 设  ，   0f ，   0f ， k 为正整数，若已找到   0zf 在   , 内

的 k 个根，则U U k   。 

证明 根据定理 6 即得。】 

实系数代数方程实根的统一解法至此已经完成。在统一解法之下，每个实根用一

个实根号就能表达，其重数就等于施图姆序列扩展型在该实根隔离区间的两个端点的

变号数之差，于是实系数多项式的实根因式(包括重数)也能简洁表达，因而具有重要

意义。 

解决了任意次方程的求实根问题，就为解决共轭复根的实部与虚部问题打下了坚

实的基础。下面，我们用一个简单的五次代数方程的实例，目的是验证一下上述定理

及推论。 

例：求方程   084275 2345  zzzzzzf 的实根及其重数。 

解：用辗转相除法可求得以    zfzf ', 为基的施图姆序列标准型         zfzfzfzf 32
' ,,,

其中   4421205 234'  zzzzzf ，   3612156 23
2  zzzzf ，   442

3  zzzf

 zf3 是    zfzf ', 的 大公因式。      22
3 244  zzzzf 有一个 2 重实根 2z ，

由施图姆定理，原方程   0zf 有一个 3 重实根 2z 。 

记     42'
34  zzfzf ，可求得以    zfzf '

33 , 为基的施图姆序列为     zfzf 43 , 。 
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记     2'
45  zfzf ，因此以    zfzf '

44 , 为基的施图姆序列为     zfzf 54 , 。 

故以    zfzf ', 为基的施图姆序列的扩展型为             zfzfzfzfzfzf 5432
' ,,,,, 。

   
  223

3

 zzz
zf

zf
zq ，可求得以    zqzq ', 为基的施图姆序列         zqzqzqzq 32

' ,,, ，

其中   123 2'  zzzq ，   1982  zzq ，   13 zq 。 

下面列表计算施图姆序列的变号数： 

 

x   xf  xf '   xf2   xf3 xV   xf4  xf5  xU  

  − + − − 2 + − 4 

  + + + − 1 − − 1 

 
  0zf 共有 314   UU 个实根，其各不相同根的个数为 112   VV 。

再作 

x   xf   xf '  xf2   xf3  xV  

  − + - − 2 

0 − + + − 2 

  + + + − 1 

 

x   xq  xq '  xq2   xq3  q
xV  

 + - + + 2 

0 + + − + 2 

 − − − + 1 

可知：   0xf 有一个正根，   0xq 有一个正根。再作 

 

x   xf  xf '   xf2   xf3 xV   xf4  xf5  xU  

1 − + + − 2 + − 4 

3 + + + − 1 − − 1 

11231 VV                       31431 UU  

x   xq   xq '   xq2   xq3  q
xV  

1 + 0 - + 2 

3 − − − + 1 

 

11231  qq VV ，因此在 z 平面实轴上的同一区间  3,1 内有 qq VVVV 3131  。作 
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x   xf3  xf4   1
xV  

1 − + 1 

3 − − 0 

 

x   xf4  xf5   2
xV  

1 + − 1 

3 − − 0 

    1011
3

1
1 VV                           1012

3
2

1 VV  

 
因 31 ，   01 f ，   03 f ， 131 VV ，根据定理 6，   0zf 在区间  3,1 内只有

一个根，设它为 0x ，则
 

)8,4,2,7,5,1(
3,1

0 x ，根 0x 的重数 331  UUl 。 

根据定理 2 和 4，则还有 

       
2)4,2()4,4,1()2,1,1,1()8,4,2,7,5,1(

133,13,13,1

0 x  

上面实根号运算中，由于   )4,2()4,2(3,1  ，  2)2,1()4,2(  ，故
 

2)4,2(
3,1

 。 

 zf 的实根因式可表示为
   3

143,1
2)8,4,2,7,5,1( 





 



zz  

该例表明：若
   fx

 ,

0 是   0zf 所有复根中重数 大的根，则通过以

   zfzf ', 为基的施图姆序列扩展型内部的实根号运算，是可以求出其精确值的。 
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§4 实根号的一般性质 

本节探讨实根号的一般性质，为下一步更深入的理论研究做准备。 

设 n次多项式  zf 可以分解成        zpzpzbpzf sk
s

kk 21
21 ，其中 1n  ，b R ，b是

非零常数， skkk ,,, 21  均为正整数，      zpzpzp s,,, 21  均为次数 1 的实系数多项式，

则 

       























 s

kkk

pppf
s

 21

21

。 

若  ，   0f   ，   0f   ，根据§1 定理 3，则   0zf 在 z 平面实轴上的区间

  , 内共有  VV  个各不相同的根，我们用  V  ,
表示由   0zf 在   , 内的所有

各不相同的根组成的集合，其元素个数为  VV  ，显然  V  ,
是不允许有重元的；根

据§3 定理 6，则   0zf 在   , 内共有  UU  个根，我们用  U  ,
表示由   0zf 在

  , 内的所有根(含重根)组成的集合，其元素个数为  UU  ，显然  U  ,
是允许有

重元的，且元的重数必须与根的重数相等。 

设 Rx ，以    zpzp jj
', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型在点 x的变号数分别

记为  j
xV 和  j

xU ， sj ,,2,1  。若  ，   0jp   ，   0jp   ， sj ,,2,1  ，则用  
 

V
j

 ,

表示由   0zp j 在   , 内的所有各不相同的根组成的集合，其元素个数为    jj VV   ；

用  
 

U
j

 ,
表示由   0zp j 在   , 内的所有根(含重根)组成的集合，其元素个数为

   jj UU   。 

当 1s 时，    zbpzf k1
1 ，则    1

1

pf
k

 ，   00 zf 的充要条件是   001 zp 。 

定理 1 设    zbpzf k1
1 ，若   ，   0f ，   0f   (或   01 p ，   01 p )，则 

1)    
 

VV
1

,, 
 ，    11

 VVVV  ； 

2)    
 

UU
k 1

,,

1


 ，     11

1  UUkUU  。 

证明 由题设，则   ，   0f ，   0f ；   01 p ，   01 p ，于是 

1)  V  ,
的元素个数为  VV  ；  

 
V

1

,
的元素个数为    11

 VV  。 
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 V  ,
，  

 
V

1

,
都是不允许有重元的 Cantor 集合，其并运算和交运算遵循 Cantor

集合的运算律。由    zbpzf k1
1 ，有    

 
VV

k 1

,,

1


 。由幂等律，则 

 
 

 
 

 
 

 
 
  



1

1 1

,

1

,

1

,

1

,

k
k

VVVV 
  

 
V

1

,
  

于是    
 

VV
1

,, 
 。故  V  ,

的元素个数  
 

V
1

,
 的元素个数，即    11

 VVVV  。 

2)  U ,
的元素个数为  UU  ；  

 
U

1

, 的元素个数为    11
 UU  。 

 U ,
,  

 
U

1

, 都是允许有重元的有限集合，并运算和交运算遵循允许有重元有限

集合的运算律，根据预 章定理 4，并运算幂等律不成立，于是当 21 k 时， 

 
 

 
 

 
 

 
 
  



1

1 1

,

1

,

1

,

1

,

k
k

UUUU 
  

 
U

1

,
 。 

由    zbpzf k1
1 ，有    

 
UU

k 1

,,

1


 ，则  U  ,

的元素个数  
 

U
k 1

,

1


 的元素个

数。根据预章并集的本质特征 2)，则  
 

U
k 1

,

1


 的元素个数     11

1  UUk  ，于是

    11
1  UUkUU  。】 

定理 2 设    zbpzf k1
1 ，于是 1) 

   fx
 ,

0 的充要条件是
   1

,

0 px


 。 

2) 若
   fx

 ,

0 ， 0xz  分别是   0zf 的 l 重根和   01 zp 的 1l 重根，则 11lkl  。 

证明 1) 由于    zbpzf k1
1 ，若 ,  均为有限实数，   0x ，根据定理１，则

  0f ，   00 xf ，   0f ， 1  VV 的充要条件是：   01 p ，   001 xp ，   01 p ，

    111   VV 。故命题成立。2) 若
   fx

 ,

0 ，由 1)则
   1

,

0 px


 ，根据§3 定理 6，

则  UUl  ，    11
1  UUl  。根据定理 1 有     11

1  UUkUU  ，故 11lkl  。】 

当 2s 时，      zpzbpzf kk 21
21 ，则      
















 21

21

ppf
kk

 ，   00 zf 的充

要条件是   001 zp 或   002 zp 。 

假设  zd 是    zpzp 21 , 的一个实系数 大公因式，则      dpp 21  。 
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设 Rx ，以    zdzd ', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型在点 x的变号数分别记

为 d
xV 和 d

xU ，其中  zd 是非零常数时，规定 0 d
x

d
x VU 。若   ，   0d ，   0d ，

则用  V
d

 ,
表示由   0zd 在   , 内的所有各不相同的根组成的集合，其元素个数为

dd VV   ；用  U
d

 ,
表示由   0zd 在   , 内的所有根(含重根)组成的集合，其元素个

数为 dd UU   。 

定理 3 设      zpzbpzf kk 21
21 ，  zd 是    zpzp 21 , 的一个 大公因式，若  ，

  0f ，   0f   ，则   01 p ，   01 p ；   02 p ，   02 p ；   0d ，   0d ，

于是 

1)    
 

 
 

VVV
2

,

1

,, 
 ，  

 
 
 

VV
2

,

1

, 
  V

d

 ,
 ， 

        )()()( 2211 dd VVVVVVVV   ； 

2)    
 

 
 

















 UUU

kk 2

,

1

,,

21


 ，          22

2
11

1  UUkUUkUU  。 

证明 由题设，若  ，   0f ，   0f ，则   01 p ，   01 p ；   02 p ，

  02 p ，故 和  都不是
 
 







0
0

2

1
zp
zp

的解，根据预章定理 2 则   0d ，   0d ，于

是 

1)  V  ,
的元素个数为  VV  ；  

 
V

1

,
的元素个数为    11

 VV  ；  
 

V
2

,
的元素个

数为    22
 VV  ；  V

d

 ,
的元素个数为 dd VV   。  V  ,

,  
 

V
1

,
,  

 
V

2

,
,  V

d

 ,
均为不允

许有重元的 Cantor 集合，于是由      zpzbpzf kk 21
21 ，有 

   
 

 
 

 
 

 
 

VVVVV
kk 2

,

1

,

2

,

1

,,

21


 
















  

再证  
 

 
 

VV
2

,

1

, 
  V

d

 ,
 。设 0x  

 
 
 

VV
2

,

1

, 
 ，则 0x  

 
V

1

,
且 0x  

 
V

2

,
，

  0x ，
 
 







0
0

02

01

xp
xp

，从而   00 xd ，故 0x  V
d

 ,
，因此  

 
 
 

VV
2

,

1

, 
  V

d

 ,
 。 

反过来设 0x  V
d

 ,
，则   0x ，   00 xd ，

 
 







0
0

02

01

xp
xp

， 0x  
 

V
1

,
且 0x  

 
V

2

,
，
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故 0x  
 

 
 

VV
2

,

1

, 
 ，因此   V

d

 ,  
 

 
 

VV
2

,

1

, 
 。所以  

 
 
 

VV
2

,

1

, 
  V

d

 ,
 。 

由于    
 

 
 

VVV
2

,

1

,, 
 ，  

 
 
 

VV
2

,

1

, 
  V

d

 ,
 ，于是  V  ,

的元素个数

 
 

V
1

,
 的元素个数  

 
V

2

,
 的元素个数  

 
 
 

VV
2

,

1

, 
 的元素个数；  

 
 
 

VV
2

,

1

, 
  

的元素个数  V
d

 ,
 的元素个数 dd VV   。所以 

        )()()( 2211 dd VVVVVVVV   。 

2)  U  ,
的元素个数为  UU  ；  

 
U

1

,
的元素个数为    11

 UU  ；  
 

U
2

,
的元素

个数为    22
 UU  。  U  ,

,  
 

U
1

,
,  

 
U

2

,
均为允许有重元的有限集合，根据预章定理

4，并运算幂等律不成立。由      zpzbpzf kk 21
21 ，有    

 
 
 

















 UUU

kk 2

,

1

,,

21


 ，

根据预章并集的本质特征 2)可知 

 U  ,
的元素个数   

 
U

k 1

,

1


 的元素个数  

 
U

k 2

,

2


 的元素个数 

其中  
 

U
k 1

,

1


 的元素个数     11

1  UUk  ，  
 

U
k 2

,

2


 的元素个数     22

2  UUk  ，故 

         22
2

11
1  UUkUUkUU  。】 

推论 设      zpzbpzf kk 21
21 ，若  ，   0f ，   0f ，则有 

1)          2211
 VVVVVV  ；2)          22

2
11

1  UUkUUkUU  。 

证明 不妨设  zd 是    zpzp 21 , 的 大公因式，根据定理 3 则   0d ，   0d 且

1)            dd VVVVVVVV   2211 。由§1 定理 3 推论 1 则 0 dd VV  ，故

         2211
 VVVVVV  。2)          22

2
11

1  UUkUUkUU  。】 

定理 4 设      zpzbpzf kk 21
21 ，  zd 是    zpzp 21 , 的一个 大公因式，若  ，

  0f   ，   0f   ，则有 

1)     011  dd VVVVVV  ； 

2)     022  dd VVVVVV  ； 

3)        01
11

1  dd UUkUUkUU  ； 
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4)        02
22

2  dd UUkUUkUU  。 

证明 根据定理3则有   01 p ，   01 p ；   02 p ，   02 p ；   0d   ，   0d    

1) 不妨设     kVV  11
 ，由§1 定理 3 推论 1，则 0  VV ，     kVV  11

 0 ，

于是当 0k 时，    110  VVVV  ；当 1k 时，   01 zp 在   , 内共有 k 个各不

相同的根，由      zpzbpzf kk 21
21 可知，这 k 个根也是   0zf 在   , 内的 k 个各不相同

的根，由§1 定理 3 推论 2，则    11
 VVkVV  。总之    11

 VVVV  0 。 

再证     011  dd VVVV  。由题意不妨设      zhzdzp 11  ，于是当 deg  zd 1 时，

若 deg  zh1 1 则同理可证；若 deg  zh1 0 ，由定理 1 则     dd VVVV   11 ，

0 dd VV  ，结论成立。当 deg  zd 0 时， 0 dd VV  ，结论也成立 

所以，     011  dd VVVVVV  。 

2) 与 1)同理可证。 

3) 由定理 3，则有          22
2

11
1  UUkUUkUU  。由§3 定理６推论１，

    011   UU ，     022   UU ， 21,kk 均为正整数，于是     11
1  UUkUU  0 。 

再证     dd UUUU   11 0 。由题意不妨设      zhzdzp 11  ，于是当 deg  zd 1 时，

若 deg  zh1 1 则同理可证；若 deg  zh1 0 ，由定理 1则     dd UUUU   11 ， 0 dd UU  ，

结论成立。当  deg 0d z  时， 0 dd UU  ，结论也成立。 

11 k ，所以     11
1  UUkUU    01  dd UUk  。 

4) 与 3)同理可证。】 

推论 1 设      zpzbpzf kk 21
21 ，若  ，   0f   ，   0f   ，则有 

1)     011   VVVV ；    2)     022   VVVV ； 

3)      011
1   UUkUU ；4)      022

2   UUkUU 。 

证明 不妨设  zd 是    zpzp 21 , 的 大公因式，再由定理 4 即得。】 

推论 2 设      zpzbpzf kk 21
21 ，

   fx
 ,

0 ，则   0x ，   01 p ，   01 p ；

  02 p ，   02 p ；     01 11   VV ，     01 22   VV ，于是 
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1)     111   VV 时，
   fx

 ,

0
   1

,
p


 ； 

2)     122   VV 时，
   fx

 ,

0
   2

,
p


 ； 

3)         12211   VVVV 时，
   fx

 ,

0
   1

,
p




   2

,
p


 。 

证明 由
   fx

 ,

0 ，则 ,  均为有限实数，且   0x ，   0f ，   00 xf ，

  0f   ， 1  VV 。由      zpzbpzf kk 21
21 ，则   01 p ，   01 p ；   02 p ，

  02 p 。由推论 1，则     01 11   VV ，     01 22   VV ，于是 

1)     111   VV 时，可设
   1

,

1 px


 ，则   1x ，   011 xp ，   01 xf ，故 10 , xx

都是   0zf 在   , 内的根， 1  VV ，必有 10 xx  ，故
       1

,,

0 pfx


 。 

2) 与 1)同理可证。3) 综合 1)和 2)即得。】 

推论 3 设      zpzbpzf kk 21
21 ，    fx  ,

0  ，则   0x ，   01 p ，   01 p ；

  02 p ，   02 p ；     01 11   VV ，     01 22   VV ，于是 

1)     111   VV 的充要条件是   001 xp ；2)     122   VV 的充要条件是   002 xp 。 

证明 根据推论 2，则   0x ，   01 p ，   01 p ；   02 p ，   02 p ；

    01 11   VV ，     01 22   VV ，而且 1)和 2)必要性均成立；再证充分性。 

1) 若   001 xp ，由§1 定理 3 推论 2，则     111   VV ，于是     111   VV 。 

2) 与 1)同理可证。】 

例 设      zpzbpzf kk 21
21 ，    fx  ,

0  ，由推论 3 则 

1)     011   VV 的充要条件是   001 xp ；2)     022   VV 的充要条件是   002 xp 。 

推论 4 设   )( 1
1

10 knkn
knknk azazazazzf 
   ，其中 , ,n k n k 均为

正整数， 00 a ， 0kna ，若
   fx

 ,

0 ，则 

当 0   时， 0x
 

)0,,0,,,,( 110

,


k

knkn aaaa 
  

0)0,1(
,




； 

当 0  或 0  时，
 

)0,,0,,,,( 110

,


k

knkn aaaa 
  

),,,( 110

,

knkn aaaa  


。 

证明 令   zzp 1 ，   zp2 knkn
knkn azazaza 
  1
1

10  ，则      zpzpzf k
21
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由于
   fx

 ,

0 ，于是当 0   时，     111   VV ，     022   VV ，由推论 2，则 

   fx
 ,

0
   1

,
p




 
0)0,1(

,



； 

当 0  或 0  时，     011   VV ，     122   VV ，由推论 2 ，则
   fx

 ,

0

   2

,
p


 。】 

定理 5 设      zpzbpzf kk 21
21 ，  zd 是    zpzp 21 , 的一个 大公因式，若  ，

  0f ，   0f ，则 1. 0  VV 的充要条件是         02211  dd VVVVVV  ；

2. 1  VV 时， 01  dd VV  ，其中 

1) 1 dd VV  的充要条件是：     111   VV ，     122   VV ； 

2) 0 dd VV  的充要条件是：    11
 VV  和    22

 VV  一个为 1，另一个为 0。 

证明 根据定理 3 和定理 4，则有         )()()( 2211 dd VVVVVVVV   ，

    011  dd VVVVVV  ；     022  dd VVVVVV  。于是 1. 2. 均成立。】 

推论 1 设      zpzbpzf kk 21
21 ，   ，   0f ，   0f ，则 0  VV 的充要

条件是：         02211   VVVV 。 

证明 不妨设  zd 是    zpzp 21 , 的 大公因式，必要性由定理 5 即得，再证充分性。

若         02211   VVVV ，由定理 4 则 0 dd VV  ，再由定理 5 即得。】 

推论 2 设      zpzbpzf kk 21
21 ，若   ，   0f ，   0f ， 1  VV ，则

    01 11   VV ，     01 22   VV ，而且     111   VV 或     122   VV 。 

证明 由定理 4 推论 1，则     01 11   VV ，     01 22   VV 。假如     011   VV 且

    022   VV ，由推论 1，则 0  VV ，矛盾。故     111   VV 或     122   VV 。】 

推论 3 设      zpzbpzf kk 21
21 ，

   fx
 ,

0 ， 0xz  分别是   0zf 的 l 重根，

  01 zp 的 1l 重根，   02 zp 的 2l 重根，则     01 11   VV ，     01 22   VV ，而且

    111   VV 或     122   VV ，于是 

1)         12211   VVVV 时，
   fx

 ,

0
   1

,
p




   2

,
p


 且 2211 lklkl  ； 
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2) 当     111   VV ，     022   VV 时，
   fx

 ,

0
   1

,
p


 ，且 02 l ， 11lkl  ； 

3) 当     011   VV ，     122   VV 时，
   fx

 ,

0
   2

,
p


 ，且 01 l ， 22lkl  。 

证明 由
   fx

 ,

0 ，则   0x ，   0f ，   00 xf ，   0f   ， 1  VV 。 

根据推论 2，则     01 11   VV ，     01 22   VV ，而且     111   VV 或     122   VV 。

由定理 3 推论，          22
2

11
1  UUkUUkUU  ，由定理 4 推论 2 和 3 及§3 定

理 6 则 

1)         12211   VVVV 时，
   fx

 ,

0
   1

,
p




   2

,
p


 ，  UUl  ，

   11
1  UUl  ，    22

2  UUl  ，故 2211 lklkl  。 

2) 当     111   VV ，     022   VV 时，
   fx

 ,

0
   1

,
p


 ，   002 xp ，

 UUl  ，    11
1  UUl  ，     022   UU ，故 0xz  是   02 zp 的 0重根， 02 l ， 11lkl  。 

3) 与 2)同理可证。】 

定理6 设      zpzbpzf kk 21
21 ，  zd 是    zpzp 21 , 的一个 大公因式，    fx  ,

0  ，

0xz  分别是   0zf 的 l重根，   01 zp 的 1l 重根，   02 zp 的 2l 重根，   0zd 的 dl 重

根，则  21,min llld  ，于是 

1. 当 0 dd VV  时，    11
 VV  和    22

 VV  一个为 1，另一个为 0，其中 

1) 当     111   VV ，     022   VV 时，
       1

,,

0 pfx


 ，且 02 l ， 11lkl  ； 

2) 当     011   VV ，     122   VV 时，
       2

,,

0 pfx


 ，且 01 l ， 22lkl  。 

2. 当 1 dd VV  时，     111   VV ，     122   VV ，有 

               dppfx
 ,

2

,

1

,,

0  ，且 2211 lklkl  。 

证明 根据预章定理 2 推论 5，则  21,min llld  。由于    fx  ,
0  ，则 ,  均为

有限实数，且   0x ，   0f ，   0f   ，   00 xf ， 1  VV 。由定理 3，则

  0d   ，   0d   ，由定理 5 及其推论 3 则 1. 当 0 dd VV  时，结论成立；2. 当

1 dd VV  时，     111   VV ，     122   VV ，有
   fx

 ,

0
   1

,
p




   2

,
p


 ，
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且 2211 lklkl  于是
 
 







0
0

02

01

xp
xp

，因此   00 xd ，故
   dx

 ,

0 ，结论成立。】 

将定理3，定理4和定理5中的条件“若  ，   0f ，   0f ”换成“若  ，

  01 p ，   01 p ；   02 p ，   02 p ”，则命题依然成立，原因是由      zpzbpzf kk 21
21

可以推出   0f ，   0f 。 

定理 7 设      zpzbpzf kk 21
21 ，  zd 是    zpzp 21 , 的一个 大公因式，若  ，

  01 p ，   01 p ；   02 p ，   02 p ，则 

1. 当         12211  dd VVVVVV  时， 1  VV ，若
   dx

 ,

0 ，则 

   dx
 ,

0
   1

,
p




   2

,
p




   f
 ,

 。 

2. 当    11
 VV  和    22

 VV  一个为 1，另一个为 0 时， 0 dd VV  ， 1  VV ，其

中 

1) 若
   1

,

0 px


 ，则
   1

,

0 px



   f

 ,
 ； 

2) 若
   2

,

0 px


 ，则
   2

,

0 px



   f

 ,
 。 

证明 由题设则   0f ，   0f ；   0d   ，   0d   。根据定理 3，则有

        )()()( 2211 dd VVVVVVVV   ，于是 

1. 当         12211  dd VVVVVV  时， 1  VV 。若
   dx

 ,

0 ，则  ,

均为有限实数，且   0x ，   00 xd ，故   001 xp 且   002 xp ，   00 xf ，于是 

  0x ，   01 p ，   01 p ，   001 xp ，     111   VV ； 

  0x ，   02 p ，   02 p ，   002 xp ，     122   VV ； 

  0x ，   0f ，   0f ，   00 xf ， 1  VV 。 

故
   1

,

0 px


 ，
   2

,

0 px


 ，
   fx

 ,

0 ，于是 

   dx
 ,

0
   1

,
p




   2

,
p




   f
 ,

 。 

2. 当    11
 VV  和    22

 VV  一个为 1，另一个为 0 时，由定理 4，则 0 dd VV  ，

于是 1  VV ，其中 1) 若
   1

,

0 px


 ，则 ,  均为有限实数，且   0x ，
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  001 xp ，   00 xf ，故
   fx

 ,

0 ，于是
   1

,

0 px



   f

 ,
 。2) 与 1)同理

可证。】 

例 设      zpzbpzf kk 21
21 ，  zd 是    zpzp 21 , 的一个 大公因式，若

   dx
 ,

0 ，

则   0x ，   00 xd ，   001 xp 且   002 xp ，   00 xf 。 

用中点变号数分割法对
   dx

 ,

0 继续计算可得
   dx

NN  ,

0 ，其中 

        ,,,, 11110   NNNNx ， NN  
N2

1
 )(   。 

于是由多项式函数连续性，在实轴上存在充分小的区间 ( , )N N  ，使得   0d x  ，

 1 0p x  ，  2 0p x  在该小区间内仅有根 0x ，满足   01 Np  ，   01 Np  ；   02 Np  ，

  02 Np  ，且    11

NN
VV       122  dd

NNNN
VVVV  。根据定理 7 就有 1

NN
VV  ，而

且 

   dx
NN  ,

0
   1

,
p

NN 


   2

,
p

NN 


   f
NN  ,

 。 

推论 1 设      zpzbpzf kk 21
21 ，  zd 是    zpzp 21 , 的一个 大公因式，若

   1

,

0 px



   2

,
p


 ，则

   dx
 ,

0 ，
   fx

 ,

0 。 

证明 由于
       2

,

1

,

0 ppx


 ，则 ,  均为有限实数，且 

  0x ，   01 p ，   001 xp ，   01 p ，     111   VV ； 

  0x ，   02 p ，   002 xp ，   02 p ，     122   VV 。 

又      zpzbpzf kk 21
21 ， 故   0x ，   0f ，   0f ，   00 xf 。  zd 是

   zpzp 21 , 的 大公因式，则   0x ，   0d ，   00 xd ，   0d 。由§1 定理 3

推论 2，则 1 dd VV  。由定理 4，则有 01  dd VV  。因此 1 dd VV  ，于是 

        12211  dd VVVVVV   

由定理 7，则 1  VV ，故
   dx

 ,

0 ，
   fx

 ,

0 。】 

推论 2 设      zpzbpzf kk 21
21 ，若

       2

,

1

,

0 ppx


 ，则
   fx

 ,

0 。 

证明 不妨设  zd 是    zpzp 21 , 的 大公因式，再由推论 1 即得。】 

推论 3 设      zpzbpzf kk 21
21 ，   ，   01 p ，   01 p ；   02 p ，   02 p ，
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于是 

1) 若
   1

,

0 px


 ，     022   VV ，则
   1

,

0 px



   f

 ,
 ； 

2) 若
   2

,

0 px


 ，     011   VV ，则
   2

,

0 px



   f

 ,
 。 

证明 不妨设  zd 是    zpzp 21 , 的 大公因式，再由定理 7 即得。】 

当 3s 时，        zpzpzbpzf sk
s

kk 21
21 ，则 

       























 s

kkk

pppf
s

 21

21

。 

  00 zf 的充要条件是：存在 s 的正整数 0j ，使得   000
zp j 。换句话说，   00 zf 的

充要条件是   00 zp j ， sj ,,2,1  。 

定理 8 设        zpzpzbpzf sk
s

kk 21
21 ，若   ，   0f ，   0f ，则 

 V  ,  
 

 
 

 
 

VVV
s

 ,

2

,

1

,
 ，    

 
 
 

 
 

























 UUUU

skkk s

 ,

2

,

1

,,

21

 ， 

于是 1)     jj
s

j
j UUkUU   

1

；2)     



s

j

jj VVVV
1

 ； 

3)     0 jj VVVV  ， sj ,,2,1  ； 

4)     0)(  jj
j UUkUU  ， sj ,,2,1  ； 

5) 0  VV 的充要条件是     0 jj VV  ， sj ,,2,1  ； 

6) 若 1  VV ，则     01  jj VV  ， sj ,,2,1  ，且存在 s 的正整数 0j ，使得

    100  jj VV  。 

证明 由题设，则   0jp ，   0jp ， sj ,,2,1  ，于是 

 V  ,
的元素个数为  VV  ，  

 
V

j

 ,
的元素个数为    jj VV   ， sj ,,2,1  。  V  ,

，

 
 

V
1

,
,

 
 

V
2

,
, ,

 
 

V
s

 ,
均为不允许有重元的Cantor集合。由        zpzpzbpzf sk

s
kk 21
21 ，

则有  V  ,  
 

 
 

 
 

























 VVV

skkk s

 ,

2

,

1

,

21

  
 

 
 

 
 

VVV
s

 ,

2

,

1

,
  

 U  ,
元素个数为  UU  ，  

 
U

j

 ,
的元素个数为    jj UU   ， sj ,,2,1  。  U  ,

，
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U
1

,
，  

 
U

2

,
, , ，  

 
U

s

 ,
均为允许有重元的有限集合，根据预章定理 4 并运算幂

等律不成立。由        zpzpzbpzf sk
s

kk 21
21 则有 

   
 

 
 

 
 

























 UUUU

skkk s

 ,

2

,

1

,,

21

 。 

于是 1)  U  ,
的元素个数  

 
U

k 1

,

1


 的元素个数  

 
U

k 2

,

2


 的元素个数  

 
U

sks

 ,


的元素个数，其中  
 

U
j

k j

 ,
 的元素个数     jj

j UUk   ，故     jj
s

j
j UUkUU   

1

。 

2) 当 2s 时，由定理 3 推论，则          2211
 VVVVVV  ，命题成立。假

设当 s h 时命题成立，那么当 1s h  时，          zpzpzpzbpzf hh k
h

k
h

kk 121
121

  。 

令        zpzpzbpzf hk
h

kk 21
21*  ，则      zpzfzf hk

h
1
1*

 。   ，   0f ，   0f ，

于是   0* f ，   0* f 。以    zfzf '
** , 为基的施图姆序列的标准型和扩展型在点 x

( Rx )的变号数分别记为 *
xV 和 *

xU 。由归纳法假设，则有     



h

j

jj VVVV
1

**
 。 

由定理 3 推论，则有       11**   hh VVVVVV  ，于是 

      11**   hh VVVVVV 
              










1

1

11

1

h

j

jjhh
h

j

jj VVVVVV  。 

于是当 1 hs 时，命题也成立。 

3) 根据定理 4 推论 1 的 1)和 2)式，对 s作数学归纳法即得； 

4) 根据定理 4 推论 1 的 3)和 4)式，对 s作数学归纳法即得； 

5) 根据定理 5 推论 1，对 s作数学归纳法即得； 

6) 若 1  VV ，由 3)则     01  jj VV  ，假如     0 jj VV  ， sj ,,2,1  ，由

5)则 0  VV ，矛盾。故存在 s 的正整数 0j ，使得     100  jj VV  。】 

定理 9 设        zpzpzbpzf sk
s

kk 21
21 ，

   fx
 ,

0 ，且 0j 为 s 的正整数，则

  0x ，   0
0

jp ，   0
0

jp ，     01 00  jj VV  ，其中     100  jj VV  时，有 

       
0

,,

0 jpfx
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于是 1)     100  jj VV  的充要条件是   000
xpj ；2)     000  jj VV  的充要条件是   000

xpj 。 

证明 由题设则 ,  均为有限实数，且   0x ，   0f ，   0f ，   00 xf ，

1  VV ，根据定理 8 则   0
0

jp ，   0
0

jp ，     01 00  jj VV  ，其中     100  jj VV 

时，可设
   

0

,

1 jpx


 ，则   1x ，   010
xp j ，   01 xf 。于是 10 , xx 都是   0zf

在   , 内的根， 1  VV ，必有 10 xx  ，故
       

0

,,

0 jpfx


 。于是 1) 必

要性成立，再证充分性。若   000
xp j ，由§1 定理 3 推论 2，则     100  jj VV  ，所以

    100  jj VV  。2) 由     01 00  jj VV  和 1)即得。】 
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第二章 
方程复根的求解路径之一 

实系数代数方程统一解法原理的形成，不仅要有实根的统一解法，还必须有共轭

复根的统一解法，于是这一章阐述复根的求解路径之一。 

§1 原方程与实系数二元多项式方程组的关系 

设 多 项 式   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ， 其 中 1n  ， 0 0a  ， ja R ，

0,1, 2, ,j n  。若 nzzz ,,, 21  是方程   0zf 在 z 平面上的所有根，由总根号定义，则 

  ),,,,(,,, 11021 nnn aaaazzz   。 

在用实根号这一工具解决了任意次实系数代数方程求实根问题的基础上，为了能

够通过设立分根号和同实部根全集根号来解决   0zf 求复根的问题，必须先解决在设

立过程中遇到的各种问题，建立相应的统一解法理论，并从探寻复根的求解路径开始。 

 zf 在 z 平面上任意点 x的泰勒展开式为 

 
    

  
         xfxz

xf
xz

n

xf
xz

n

xf
zf n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

  

其中
  

0
! 0  a

n

xf n

。令 yxz  ，则有 

 
     

 
   xfy
xf

y
n

xf
y

n

xf
yxf n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

  

记          
 

  
  





 





4
4

2
2

0 !4!2!
, n

n
n

n
n

n

y
n

xf
y

n

xf
y

n

xf
yxF  

 
  
 

  
 

  
  








 








5
5

3
3

1
1

1 !5!3!1
, n

n
n

n
n

n

y
n

xf
y

n

xf
y

n

xf
yxF  

于是      yxFyxFyxf ,, 10  ，令
   
   







 yxfiiyxF
yxfiiyxF

n

n

,,
,,

1
1

1

00 ，其中 i为虚数单位，则 

 
     

 
  
 

 
  
 

  
 

  
 















































5
5

3
3

1
1

1

4
4

2
2

0

!5!3!1
,

!4!2!
,

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

y
n

xf
y

n

xf
y

n

xf
yxf

y
n

xf
y

n

xf
y

n

xf
yxf
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其中    yxfyxf ,,, 10 均为实系数二元多项式，
  

0
! 0  a

n

xf n

。令 iyxz  ，则 

  zf          yxfiyxfiiyxFiyxFiyxf nn ,,,, 1
1

010
     yxifyxfin ,, 10   

于是由 

  zf  iyxf      yxifyxfin ,, 10                      (1) 

可得实系数二元多项式方程组 

 
 







0,
0,

1

0

yxf
yxf                                 (2) 

其中    yxfyxf ,,, 10 为 y 的奇偶函数。我们称(1)是方程   0zf 与方程组(2)的多项式关

系式。 

  



整式代数方程统一解法原理 

 

 
64 

§2 原方程根的性质 

设 0x C ， 0y C ，若 0 0 0z x iy  ，则 0 0 0z x iy    0 0 0 0x i y x i y   ，其中 0z ， 0x ，

0y 分别是 0z ， 0x ， 0y 的共轭复数。 

  0zf 根的性质 设 0x C ， 0y C ，若 0 0 0z x iy  是   0zf 的根，则 0 0 0z x i y 

也是   0zf 的根[1]。 

证明 由于   1
0 1 1

n n
n nf z a z a z a z a
     ，其中 0 0a  且 ja R ， 0,1, 2, ,j n  。

若 0 0 0z x iy  是   0zf 的根，则    0 0 0f x iy f z   1
0 0 1 0 1 0 0n n

n na z a z a z a
     。显

然 j ja a ，于是    0 0 0f x i y f z       1

0 0 1 0 1 0

n n

n na z a z a z a


      

1
0 0 1 0 1 0

n n
n na z a z a z a
     1

0 0 1 0 1 0
n n

n na z a z a z a
       000  zf 。 

故 0 0 0z x i y  也是   0zf 的根。】 

 zf 为实系数多项式，性质证明可简写为：若   00 zf ，则     0000  zfzf 。 

推论 1 设 0x C ， 0y C ，则 0 0 0z x iy  是   0zf 的根的充要条件是： 0 0 0z x i y 

是   0zf 的根。 

证明 0 0 0z x i y  的共轭复数为 0 0 0z x iy  ，充分性也由性质即得。】 

例 1 设 0x C ， 0y C ，则 1 0 0z x iy  和 2 0 0z x i y  互为共轭复数，故 1 0 0z x iy  是

  0zf 的根的充要条件是： 2 0 0z x i y  是   0zf 的根。 

推论 2 设 0x C ， 0y C ， 0 0 0z x iy  ，则    zfzz |0 的充要条件是：   zfzz |0 。 

证明 由推论１根据余数定理的推论即得。】 

例 2 设 0x C ， 0y C ， 0 0 0z x iy  ，则 

   0 0|y y f x iy  的充要条件是：    0 0|y y f x iy  。 

证明 证必要性。若    0 0|y y f x iy  ， 0 0 0z x iy  ，令 0z x iy  ，则    0 0z z i y y   ，

由    0f z f x iy  整除性质，则    zfzz |0 ，由推论 2，则    zfzz |0 ，其中 0 0 0z x i y  ，

令 0z x iy  ，则    0 0z z i y y   ，由    0f z f x iy  整除性质，则    0 0|y y f x iy  。

充分性同理可证。】 

推论 3 设 0x C ， 0y C ， 0 0 0z x iy  ， l 为非负整数，则 

   zfzz l |0 的充要条件是：    zfzz
l

|0 。 
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证明 1) 若 0z R ，则 00 zz  ，命题显然成立。 

2) 若 0z R ，则 0l  时，命题显然成立； 1l  时，由推论 2，命题也成立；假设当

l k 时，命题成立，即    zfzz k |0 的充要条件是    zfzz
k

|0 。那么当 1l k  时，证

必要性。若    zfzz k |1
0

 ，则    zfzz k |0 ，由归纳法假设    zfzz
k

|0 。由 Rz 0 ，

00 zz  ，     1, 00 




 

kk zzzz ，则      zfzzzz
kk |00  ，于是可设 

       zfzzzzzf
kk

100  ，即        zfzzzzzf
k

100   

 zf 是实系数多项式，     0000
2

00 zzzzzzzzzz  是一个实系数二次不可约多项

式，因此  zf1 也是实系数多项式，于是   0zf 根的性质及其推论 1 和 2 对于   01 zf 也

是适用的。由    zfzz k |1
0

 和        zfzzzzzf
kk

100  可知    zfzz 10 | ，由推论 2，则

   zfzz 10 | ，于是    zfzz
k

|
1

0


 。故必要性成立。充分性同理可证。于是当 1l k  时，

命题也成立。】 

推论 4 设 0x C ， 0y C ， l 为非负整数，则 0 0 0z x iy  是   0zf 的 l 重根的充要

条件是： 0 0 0z x i y  是   0zf 的 l 重根。 

证明 根据推论 3，则    zfzz l |0 ，但   1
0

 lzz 不能整除  zf 的充要条件是：

   zfzz
l

|0 ，但   1

0




l
zz 不能整除  zf 。于是命题成立。】 

设 0x C ， 0y C ， 0z R ，l 为非负整数，若 0 0 0z x iy  和 0 0 0z x i y  都是   0zf

的根，则称 0 0 0z x iy  ， 0 0 0z x i y  是   0zf (在 z 平面上)的一对共轭(复)根；若

0 0 0z x iy  和 0 0 0z x i y  都是   0zf 的 l 重根，则称 0 0 0z x iy  ， 0 0 0z x i y  是   0zf

(在 z 平面上)的一对 l 重共轭(复)根。 

显然， 0 0 0z x iy  ， 0 0 0z x i y  是   0zf 的一对 0重共轭复根的充要条件是：

0 0 0z x iy  ， 0 0 0z x i y  都不是   0zf 的根。 

例 3 设 0x R ， 0y R 且 0 0y  ， l 为非负整数，若 1 0 0z x iy  和 2 0 0z x iy  都是

  0zf 的根，则 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zf 在 z 平面直线 0x x 上的一对共轭根；

若 1 0 0z x iy  和 2 0 0z x iy  都是   0zf 的 l 重根，则 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zf

在 z 平面直线 0x x 上的一对 l 重共轭根。 
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推论 5 设 0x C ， 0y C ， 0z R ， l 为非负整数，则 0 0 0z x iy  ， 0 0 0z x i y  是

  0zf 的一对 l 重共轭复根的充要条件是：     zfzzzz
ll |00  ，但     1

0
1

0

 
ll zzzz 不

能整除  zf 。 

证明 若 0 0 0z x iy  ， 0 0 0z x i y  是   0zf 的一对 l 重共轭复根，则    zfzz l |0 且

   zfzz
l

|0 ，但   1
0

 lzz 和   1

0




l
zz 都不能整除  zf 。由于 0z R ， 00 zz  ，则

    1, 00 




 

ll zzzz ，于是      zfzzzz
ll |00  。但     1

0
1

0

 
ll zzzz 不能整除  zf 。

否则，假如      zfzzzz
ll |

1

0
1

0

  ，则    zfzz l |1
0

 ，    zfzz
l

|
1

0


 ，矛盾。 

反过来，若      zfzzzz
ll |00  ，但     1

0
1

0

 
ll zzzz 不能整除  zf ，则

   zfzz l |0 且    zfzz
l

|0 。但   1
0

 lzz 和   1

0




l
zz 都不能整除  zf 。否则，假如

   zfzz l |1
0

 或    zfzz
l

|
1

0


 ，由推论 3，则    zfzz l |1

0
 且    zfzz

l
|

1

0


 。由于

0z R ， 00 zz  ，     1,
1

0
1

0 




 

 ll zzzz ，则      zfzzzz
ll |

1

0
1

0

  ，矛盾。因此，

0 0 0z x iy  ， 0 0 0z x i y  是   0zf 的一对 l 重共轭复根。】 

推论 6 设 0x C ，则 0x 是   0zf 的 2 重以上根的充要条件是： 0x 是   0zf 的 2

重以上根。 

证明 在推论 4 中令 0 0y  和 2l  即得。】 
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§3 方程组解的性质与最大公因式方程(一)根的性质 

设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  ,,0 yxf  yxf ,1 在 0xx  ， 0yy  时函数值满足   0, 000 yxf 且

  0, 001 yxf ，则称  00 , yx 是方程组(2)的一个(复数)解。 

方程组(2)解的性质 

性质 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 ),( 00 yx 是方程组(2)的解，则 ),( 00 yx  也是方程组(2)

的解。 

证明 若 ),( 00 yx 是(2)的解，则   0, 000 yxf 且   0, 001 yxf 。由    yxfyxf ,,, 10 关于 y

的奇偶性，不妨设  yxf ,0 是 y 的偶函数，  yxf ,1 是 y 的奇函数，则 

    0,, 000000  yxfyxf 且     0,, 001001  yxfyxf 。 

故 ),( 00 yx  也是(2)的解。】 

推论 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 ),( 00 yx 是(2)的解的充要条件是： ),( 00 yx  是(2)的解。 

证明 ),())(,( 0000 yxyx  ，充分性也由性质 1 即得。】 

性质 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 ),( 00 yx 是方程组(2)的解，则  0 0,x y 也是方程组(2)

的解。 

证明 若 ),( 00 yx 是(2)的解，则   0, 000 yxf 且   0, 001 yxf 。由于  ,,0 yxf  yxf ,1 均

为实系数二元多项式，于是    0 0 0 0 0 0, , 0 0f x y f x y   且    1 0 0 1 0 0, , 0 0f x y f x y   。 

故  0 0,x y 也是(2)的解。】 

若 ),( 00 yx 是(2)的解，由性质 1 和 2，则 ),( 00 yx  ，  0 0,x y ，  0 0,x y 都是(2)的解。 

例 4 设 Ra ， Cy 0 ，若  0, ya 是(2)的解，则  0, ya  ，  0,a y ，  0,a y 都是(2)

的解。 

推论 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 ),( 00 yx 是(2)的解的充要条件是： ),( 00 yx 是(2)的解。 

证明      0000 ,, yxyx 




 ，充分性也由性质 2 即得。】 

设 Cx 0 ，将方程组(2)转化成恒定元为 0xx  的一元方程组 

 
 







0,

0,

01

00

yxf

yxf
                                 02 x  

则   02 x 是 y 的复系数多项式方程组(其中 Rx 0 时，   02 x 是 y 的实系数多项式方程组)。 



整式代数方程统一解法原理 

 

 
68 

  
0

! 0  a
n

xf n

，故  yxf ,00 是 y 的次数为 n的多项式，但  yxf ,01 却有可能是 y 的

零多项式，即当它关于 y 的系数全为零时。 

设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  ,,00 yxf  yxf ,01 在 0yy  时函数值满足   0, 000 yxf 且

  0, 001 yxf ，则称 0y 是方程组   02 x 的一个(复数)解。若  yxf ,01 是 y 的零多项式，则对

 Cy 0 ，  yxf ,01 在 0yy  时函数值   0, 001 yxf ，于是方程   0,00 yxf 的根就是方程

组   02 x 的解。根据余数定理推论，则 0y 是   02 x 的解的充要条件是： 

   yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010  

再设 l 为非负整数，若    yxfyy l ,| 000 且    yxfyy l ,| 010 ，但   1
0

 lyy 不能同时

整除    yxfyxf ,,, 0100 ，则称 0y 是方程组   02 x 的 l 重(复数)解。若  yxf ,01 是 y 的零多项

式，则方程   0,00 yxf 的 l 重根就是方程组   02 x 的 l 重解。统计解的个数，重解按重数

计算。 

由   02 x 所有复数解(含重解)组成的集合可写成 
 
     





















02
0,

0,
|

01

00 xCy
yxf

yxf
y  

定理 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 ),( 00 yx 是方程组(2)的解的充要条件是： 0y 是   02 x 的解。 

证明 若 ),( 00 yx 是(2)的解，则有
 
 







0,

0,

001

000

yxf

yxf
。于是将该 0y 代入方程组   02 x 后，

也有
 
 







0,

0,

001

000

yxf

yxf
，故 0y 是   02 x 的解。 

反过来，若 0y 是   02 x 的解，则
 
 







0,

0,

001

000

yxf

yxf
，故 ),( 00 yx 是(2)的解。】 

推论 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 ),( 00 yx 是(2)的解的充要条件是： 

   yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 。 

证明 0y 是   02 x 的解的充要条件是：    yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 再由定理 1

即得。】 

设  yxd ,0 是  ,,00 yxf  yxf ,01 关于 y 的一个最大公因式，则  yxd ,0 为 y 的偶或奇函

数。  yxf ,00 ，  yxf ,01 ，  yxd ,0 可视为关于 0x ，y 的实系数二元多项式，于是当 Cx 0

时，  yxd ,0 是 y 的复系数多项式；当 Rx 0 时，  yxd ,0 是 y 的实系数多项式。 
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两个 y 的系数不全为零的多项式  ,,00 yxf  yxf ,01 关于 y 的最大公因式总是一个 y

的系数不全为零的多项式，即它是非零多项式，于是用     yxfyxf ,,, 0100 来表示 y 的首

项系数是 1 的那个最大公因式。若      1,,, 0100 yxfyxf ，则称  ,,00 yxf  yxf ,01 关于 y 互

素。 

设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  yxd ,0 在 0yy  时函数值   0, 00 yxd ，则称 0y 是方程

  0,0 yxd 的一个(复)根。显然， 0y 是   0,0 yxd 的根的充要条件是：    yxdyy ,| 00 。

再设 l 为非负整数，若    yxdyy l ,| 00 ，但   1
0

 lyy 不能整除  yxd ,0 ，则称 0y 是方程

  0,0 yxd 的 l 重(复)根。统计根个数，重根按重数计算。 

  0,0 yxd 所有复根(含重根)组成的集合可写成     Cyyxdy  0,| 0 。 

下面定理 2 及其推论根据预章定理 2 及其推论即得。 

定理 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 

1) 0y 是   02 x 的解的充要条件是： 0y 是   0,0 yxd 的根； 

2) 0y 是   02 x 的 l 重解的充要条件是： 0y 是   0,0 yxd 的 l 重根。 

推论 1 设 Cx 0 ，则   02 x 所有复数解(含重解)组成的集合与   0,0 yxd 所有复根(含

重根)组成的集合是两个相等的集合，即 

 
      





















02
0,

0,
|

01

00 xCy
yxf

yxf
y     Cyyxdy  0,| 0  

于是   0,0 yxd 的所有复根就是   02 x 的所有复数解。 

推论 2 设 Cx 0 ，若   02 x 复数解(含重解)的个数为
0xK ，  yxd ,0 关于 y 的次数为 K ，

则 KK x 
0

，故   02 x 有解的充要条件是： 1K  。 

推论 3 设 Cx 0 ，则   02 x 无解的充要条件是：      1,,, 0100 yxfyxf 。 

定理 3 设 Cx 0 ，
     
     







yxdyxgyxf

yxdyxgyxf

,,,

,,,

00101

00000 ，则
 
 







0,

0,

01

00

yxg

yxg
无解，  ,,00 yxg

 yxg ,01 关于 y 互素，即      1,,, 0100 yxgyxg 。 

证明  yxd ,0 是  ,,00 yxf  yxf ,01 关于 y 的最大公因式，根据预 章定理 5 即得。】 

  0,0 yxd 根的性质 

性质 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   0,0 yxd 的根，则 0y 也是   0,0 yxd 的根。 
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证明 若 0y 是   0,0 yxd 的根，则   0, 00 yxd 。于是 1) 当  yxd ,0 为 y 的偶函数时，

    0,, 0000  yxdyxd ；2) 当  yxd ,0 为 y 的奇函数时，     0,, 0000  yxdyxd 。故 0y

也是   0,0 yxd 的根。】 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 0y 是   0,0 yxd 的根的充要条件是： 0y 是   0,0 yxd

的根。 

证明 充分性也由性质 1 即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    yxdyy ,| 00 的充要条件是：    yxdyy ,| 00 。 

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

推论 3 设 Cx 0 ， Cy 0 ， l 为非负整数，则    yxdyy l ,| 00 的充要条件是

   yxdyy l ,| 00 。 

证明 1) 若 00 y ，命题显然成立。2) 若 00 y ，则 0l 时，命题显然成立； 1l 时，

由推论 2，命题也成立；假设当 kl  时，命题成立，即    yxdyy k ,| 00 的充要条件是：

   yxdyy k ,| 00 。那么当 1 kl 时，证必要性。若    yxdyy k ,| 0
1

0
 ，则    yxdyy k ,| 00 ，

由归纳法假设    yxdyy k ,| 00 。由 00 y ，     1, 00  kk yyyy ，     yxdyyyy kk ,| 000  。

于是可设        yxdyyyyyxd kk ,, 01000  ，即      yxdyyyxd
k

,, 01
2
0

2
0  。  yxd ,0 为 y 的

偶或奇函数， kyy 2
0

2  为 y 的偶函数，因此  yxd ,01 为 y 的偶或奇函数，故   0,0 yxd 根

的性质 1 及其推论 1，推论 2 对于   0,01 yxd 也是适用的。由    yxdyy k ,| 0
1

0
 ，

       yxdyyyyyxd kk ,, 01000  可知    yxdyy ,| 010 ，由推论 2 则    yxdyy ,| 010 ，于

是    yxdyy k ,| 0
1

0
 ，必要性成立。充分性同理可证，于是当 1 kl 时，命题也成

立。】 

推论 4 设 Cx 0 ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 0y 是   0,0 yxd 的 l 重根的充要条件

是： 0y 是   0,0 yxd 的 l 重根。 

证明 根据推论 3，则    yxdyy l ,| 00 ，但   1
0

 lyy 不能整除  yxd ,0 的充要条件是：

   yxdyy l ,| 00 ，但   1
0

 lyy 不能整除  yxd ,0 。于是命题成立。】 

设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，若 0y 和 0y 都是   0,0 yxd 的 l 重根，

则称 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对 l 重(复)根，其中 1) Ry 0 时，称 0y ， 0y 是   0,0 yxd

的一对 l 重实根；2) 0y 为纯虚数时，称 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对 l 重纯虚数根。 
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推论 5 设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一

对 l 重根的充要条件是：    yxdyy
l

,| 0
2
0

2  ，但   12
0

2 


l
yy 不能整除  yxd ,0 。 

证明 若 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对 l 重根，则    yxdyy l ,| 00 且    yxdyy l ,| 00 ，

但   1
0

 lyy 和   1
0

 lyy 都不能整除  yxd ,0 。由 00 y ，      1, 00  ll yyyy ，于是

     yxdyyyy ll ,| 000  ，即    yxdyy
l

,| 0
2
0

2  。但   12
0

2 


l
yy 不能整除  yxd ,0 ，否则，假

如    yxdyy
l

,| 0
12

0
2 
 ，则    yxdyy l ,| 0

1
0

 且    yxdyy l ,| 0
1

0
 ，矛盾。 

反过来，若    yxdyy
l

,| 0
2
0

2  ，但   12
0

2 


l
yy 不能整除  yxd ,0 ，则    yxdyy l ,| 00 且

   yxdyy l ,| 00 。但   1
0

 lyy 和   1
0

 lyy 都不能整除  yxd ,0 ，否则假如    yxdyy l ,| 0
1

0


或    yxdyy l ,| 0
1

0
 ，由推论 3，则    yxdyy l ,| 0

1
0

 且    yxdyy l ,| 0
1

0
 。由于 00 y ，

     1, 1
0

1
0   ll yyyy ，则    yxdyy

l
,| 0

12
0

2 
 ，矛盾。故 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对 l

重根。】 

性质 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   0,0 yxd 的根，则 0y 是  0 , 0d x y  的根。 

证明 若 0y 是   0,0 yxd 的根，则   0, 00 yxd 。  yxd ,0 是关于 0x ， y 的实系数二

元多项式，于是    0 0 0 0, , 0 0d x y d x y   ，故 0y 是   0,0 yxd 的根。】 

若 0y 是   0,0 yxd 的根，由性质 1 和 2，则 0y 是   0,0 yxd 的根， 0y 和 0y 都是

  0,0 yxd 的根。 

例 5 设 Ra ， Cy 0 ， 0y 是   0, yad 的根，则 0y ， 0y ， 0y 都是   0, yad 的

根。 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 0y 是   0,0 yxd 的根的充要条件是： 0y 是  0 , 0d x y 

的根。 

证明   00 yy  ，    yxdyxd ,, 00 




 ，充分性也由性质 2 即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    yxdyy ,| 00 的充要条件是：    0 0| ,y y d x y 。 

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

例 6 设 Ra ， Cy 0 ，则    yadyy ,|0 的充要条件是：    0 | ,y y d a y 。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 
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   yadyy l ,|0 的充要条件是：    0 | ,
l

y y d a y  

证明   0, yad 是 y 的实系数代数方程，根据§2 性质推论 3 即得。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l 为非负整数，则 0y 是   0, yad 的 l 重根的充要条件是：

0y 是   0, yad 的 l 重根。 

证明 根据推论 3 即得。】 

例 7 设 Ra ， Cy 0 ，l 为非负整数，若 0y 是   0, yad 的 l 重根，则 0y ， 0y ， 0y

都是   0, yad 的 l 重根。 

  02 x 解的性质 

性质 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   02 x 的解，则 0y 也是   02 x 的解。 

证明 若 0y 是   02 x 的解，则   0, 000 yxf 且   0, 001 yxf 。由    yxfyxf ,,, 0100 关于 y

的奇偶性，不妨设  yxf ,00 是 y 的偶函数，  yxf ,01 是 y 的奇函数，则 

    0,, 000000  yxfyxf  且     0,, 001001  yxfyxf 。 

故 0y 也是   02 x 的解。】 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 0y 是   02 x 的解的充要条件是： 0y 是   02 x 的解。 

证明 充分性也由性质 1 即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 的充要条件是：

   yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 。 

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

推论 3 设 Cx 0 ， Cy 0 ，l 为非负整数，则    yxfyy l ,| 000 且    yxfyy l ,| 010 的

充要条件是：    yxfyy l ,| 000 且    yxfyy l ,| 010 。 

证明 由于  yxd ,0 是  ,,00 yxf  yxf ,01 关于 y 的最大公因式，因此 

   yxfyy l ,| 000 且    yxfyy l ,| 010 的充要条件是：    yxdyy l ,| 00 。 

   yxfyy l ,| 000 且    yxfyy l ,| 010 的充要条件是：    yxdyy l ,| 00 。 

再由   0,0 yxd 根的性质 1 推论 3 即得。】 

推论 4 设 Cx 0 ， Cy 0 ，l 为非负整数，则 0y 是   02 x 的 l 重解的充要条件是： 0y

是   02 x 的 l 重解。 

证明 根据推论 3 即得。】 
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设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，若 0y 和 0y 都是方程组   02 x 的 l 重解，

则称 0y ， 0y 是   02 x 的一对 l 重(复数)解，其中 1) Ry 0 时，称 0y ， 0y 是   02 x 的一对

l 重实数解；2) 0y 为纯虚数时，称 0y ， 0y 是   02 x 的一对 l 重纯虚数解。 

推论 5 设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 0y ， 0y 是   02 x 的一对 l 重

解的充要条件是    yxfyy
l

,| 00
2
0

2  且    yxfyy
l

,| 01
2
0

2  ，但   12
0

2 


l
yy 不能同时整除

   0 0 1 0, , ,f x y f x y 。 

证明  0 ,d x y 是    0 0 1 0, , ,f x y f x y 关于 y 的最大公因式，于是    yxdyy
l

,| 0
2
0

2  ，但

  12
0

2 


l
yy 不能整除  0 ,d x y 的充要条件是：    yxfyy

l
,| 00

2
0

2  且    yxfyy
l

,| 01
2
0

2  ，但

  12
0

2 


l
yy 不能同时整除    0 0 1 0, , ,f x y f x y 。 

根据定理 2，则 0y ， 0y 是   02 x 的一对 l 重解的充要条件是： 0y ， 0y 是   0,0 yxd

的一对 l 重根。再由   0,0 yxd 根的性质 1 推论 5 即得。】 

性质 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   02 x 的解，则 0y 是   02 x 的解。 

证明 若 0y 是   02 x 的解，则   0, 000 yxf 且   0, 001 yxf 。由    yxfyxf ,,, 0100 是关于 0x ，

y 的实系数二元多项式，于是    0 0 0 0 0 0, , 0 0f x y f x y   且    1 0 0 1 0 0, , 0 0f x y f x y   。

故 0y 是   02 x 的解。】 

若 0y 是   02 x 的解，由性质 1 和 2，则 0y 是   02 x 的解， 0y 和 0y 都是   02 x 的解。 

例 8 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a2 的解，则 0y ， 0y ， 0y 都是  a2 的解。 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 0y 是   02 x 的解的充要条件是： 0y 是   02 x 的解。 

证明 充分性也由性质 2 即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 的充要条件是： 

   yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 。 

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则    yafyy l ,| 00 且    yafyy l ,| 10 的

充要条件是：    yafyy
l

,| 00 且    yafyy
l

,| 10 。 

证明 由于  yad , 是  ,,0 yaf  yaf ,1 关于 y 的最大公因式，因此 
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   yafyy l ,| 00 且    yafyy l ,| 10 的充要条件是：    yadyy l ,|0  

   yafyy
l

,| 00 且    yafyy
l

,| 10 的充要条件是：    yadyy
l

,|0  

再由   0,0 yxd 根的性质 2 推论 3 即得。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l 为非负整数，则 0y 是  a2 的 l 重解的充要条件是： 0y 是

 a2 的 l 重解。 

证明 根据推论 3 即得。】 

例 9 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，若 0y 是  a2 的 l 重解，则 0y ， 0y ， 0y 都

是  a2 的 l 重解。 
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§4 原方程根与方程组解及最大公因式方程根的关系 

定理 4 设 0x C ， 0y C ， l 为正整数，若    yxfyy l ,| 000 且    yxfyy l ,| 010 ，

则    iyxfyy l  00 | ，即 0 0 0z x iy  是   0zf 的 l 重以上根。 

证明 令 iyxz  0 ，则由关系式(1)可得 

       yxfiyxfiiyxfzf nn ,, 01
1

000
                      01 x  

由题设则    iyxfyy l  00 | ，    00 yyizz  ，根据    iyxfzf  0 的整除性质，则

   zfzz l |0 ，即 0 0 0z x iy  是   0zf 的 l 重以上根。】 

推论 设 Cx 0 ，l 为正整数，若  yxfyl ,| 00 且  yxfyl ,| 01 ，则  iyxfy l 0| ，即 00 xz 

是   0zf 的 l 重以上根。 

证明 在定理 4 中令 00 y 即得。】 

定理 5 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx 是方程组(2)的解，则 000 iyxz  是   0zf 的

根。 

证明 若  00 , yx 是(2)的解，则   0, 000 yxf 且   0, 001 yxf ，于是 

         0,, 001000000  yxifyxfiiyxfzf n  

故 000 iyxz  是   0zf 的根。】 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx 是(2)的解，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，

002 yixz  ， 001 yixz  都是   0zf 的根。 

证明 若  00 , yx 是(2)的解，则  00 , yx  ， 0 0,x y ， 0 0,x y 都是(2)的解，再由定理

5 即得。】 

例 10 设 Ra ， Cy 0 ，若  0, ya 是(2)的解，则  0, ya  ，  0, ya ，  0, ya  都是(2)

的解； 01 iyaz  ， 02 iyaz  ， 02 yiaz  ， 01 yiaz  都是   0zf 的根，其中 

1) 当 0y 是实部及虚部均为零的复数时， 00 y ， 00 y ，于是 

       0000 ,,,, yayayaya   0,a ， 1221 zzzz  a ； 

2) 当 0y 是实部不为零且虚部为零的复数时， Ry 0 且 00 y (这时 02
0 y )， 00 yy  ，

于是    00 ,, yaya  ，   00 ,, yaya  ； 12 zz  ， 21 zz  ， 21, zz 在 z 平面直线 ax  上互为

共轭复数。 
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3) 当 0y 是实部为零且虚部不为零的复数时， 0y 为纯虚数(这时 02
0 y )， 00 yy  。

于是    00 ,, yaya  ，   00 ,, yaya  ； 22 zz  ， 11 zz  ， 21, zz 在 z 平面实轴上均为实数。 

4) 当 0y 是实部及虚部均不为零的复数时，由于 00 y ， 00 yy  ， 00 yy  ，则

   00000  yyyy ， 2
0

2
0 yy  ， Ry 2

0 。这时 0y ， 0y ， 0y ， 0y 是 4 个不相同的复数，

因此  0, ya ，  0, ya  ，  0, ya ，  0, ya  互不相同，相应的 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，

02 yiaz  ， 01 yiaz  恰好是 z 平面上某正方形的 4 个顶点， a为该正方形的中心。 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   02 x 的解，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，

002 yixz  ， 001 yixz  都是   0zf 的根。 

证明 由推论 1 和定理 1 即得。】 

推论 3 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   0,0 yxd 的根，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，

002 yixz  ， 001 yixz  都是   0zf 的根。 

证明 由推论 2 和定理 2 即得。】 

定理 6 设 Cz 0 ，则 0z 是   0zf 的根的充要条件是：  0,0z 是方程组(2)的解。 

证 明  由 于
   
   







 yxfiiyxF
yxfiiyxF

n

n

,,
,,

1
1

1

00 ， 令 0zx  ， 0y ， 则 n 为 偶 数 时 ， 有

     
   







 00,0,
0,0,

0101
1

00000

zFzfi
zfzFzfi

n

n

； n为奇数时，有
   

     







00101

1
0000

0,0,
00,0,
zfzFzfi

zFzfi
n

n

 

故无论 n是偶数还是奇数，都有   00 zf 
 
 







00,
00,

01

00

zf
zf

。 

因此，若 0z 是   0zf 的根，则  0,0z 是(2)的解；反过来，若  0,0z 是(2)的解，则 0z

是   0zf 的根。】 

推论 1 设 Cx 0 ，则 00 xz  是   0zf 的根的充要条件是：  0,0x 是(2)的解。 

证明 由定理 6 即得。】 

设 Cx 0 ， 00 xz  ，则点 0z 在 z 平面上关于点 0x 的对称点就是它  0z 自身，于是若

00 xz  是   0zf 的根，则 0z 在 z 平面上关于点 0x 对称。 

推论 2 设 Cx 0 ，则 00 xz  是   0zf 的根的充要条件是：0是   02 x 的解。 

证明 由推论 1 和定理 1 即得。】 
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推论 2 表明 设 Cx 0 ，则  iyxfy 0| 的充要条件是：  yxfy ,| 00 且  yxfy ,| 01 。 

设 Cx 0 ， iyxz  0 ，则 

           yxfiyxfiiyxFiyxFiyxfzf nn ,,,, 01
1

0001000
  

其中    yxfiiyxF n ,, 0000  ，    yxfiiyxF n ,, 01
1

01
 ，  0 0 , ,f x y  yxf ,01 均为关于 0x ，y 的

实系数二元多项式，为 y 的奇偶函数。 

若   02 x 有解，由定理 2 推论 2，则  ,,00 yxf  yxf ,01 关于 y 的最大公因式  yxd ,0 关

于 y 的次数 1K ，      1,,, 0100 yxfyxf 。  yxd ,0 是关于 0x ， y 的实系数二元多项式，

为 y 的偶或奇函数，可设 

     
     







yxdyxgyxf
yxdyxgyxf

,,,
,,,

00101

00000  

其中  ,,00 yxg  yxg ,01 均为关于 0x ，y 的实系数二元多项式，为 y 的奇偶函数，  yxg ,00

是 y 的系数不全为零的多项式，即它是非零多项式，但  yxg ,01 却有可能是 y 的零多项

式，由定理 3，则  
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

无解，  ,,00 yxg  yxg ,01 关于 y 互素，即      1,,, 0100 yxgyxg 。

于是 

       yxfiyxfiiyxfzf nn ,, 01
1

000
      ],][,,[ 00100 yxdiyxigyxgi KKn    

令         yxigyxgiiyxgzg Kn ,, 01000   ，则      ],[ 000 yxdiiyxgiyxf K 。 

再令    yxdiiyxF K
d ,, 00  ，则        iyxFiyxgiyxfzf d ,000  ，于是 

     00 , xzxFzgzf d   

该式与 0x 有关，可称它是  zf 在 z 平面上点 0x 的分解式，其中  zg 称为点 0x 的  zg ，

     yxdiiyxFxzxF K
dd ,,, 0000  ，  00 , xzxFd  为  0xz  的偶或奇函数，而且是关于

0x ，  0xz  的实系数二元多项式，且 Cx 0 ，故  00, xzxFd  是  0xz  的复系数 K 次多

项式，也是 z 的复系数 K 次多项式，  zg 为复系数 Kn  次多项式。 

由
     
     







yxdyxgyxf
yxdyxgyxf

,,,
,,,

00101

00000 可得
     
     











],[,,

],[,,

001
1

01
1

00000

yxdiyxgiyxfi

yxdiyxgiyxfi
KKnn

KKnn

 

令    yxgiiyxG Kn ,, 0000
 ，    yxgiiyxG Kn ,, 01

1
01

 ，又    yxfiiyxF n ,, 0000  ，

   yxfiiyxF n ,, 01
1

01
 ，    yxdiiyxF K

d ,, 00  ，于是
     
     







iyxFiyxGiyxF
iyxFiyxGiyxF

d

d

,,
,,,

00101

00000 。 
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由 iyxz  0 ，则
     
     







00001001

00000000

,,,
,,,

xzxFxzxGxzxF
xzxFxzxGxzxF

d

d  

其中  000 , xzxF  是  0xz  的次数为 n的多项式，但  001 , xzxF  却有可能是  0xz  的

零多项式，即当它关于  0xz  的系数全为零时。由于   02 x 有解，又 

     
     







 yxfiiyxFxzxF
yxfiiyxFxzxF

n

n

,,,
,,,

01
1

01001

0000000 ，于是
 
 







0,
0,

001

000

xzxF
xzxF

有解，根据预章定理 2

推论 3，则  ,, 000 xzxF   001 , xzxF  关于  0xz  非互素，即      1,,, 001000  xzxFxzxF 。 

 
 







0,
0,

001

000

xzxG
xzxG

无解。否则，假如
 
 







0,
0,

001

000

xzxG
xzxG

有解，则  Cy 0 ，将

000 iyxz  代入
 
 







0,
0,

001

000

xzxG
xzxG

后，满足
 
 







0,
0,

0001

0000

xzxG
xzxG

，从而 

     
     











0,,,
0,,,

001
1

0010001

0000000000

yxgiiyxGxzxG
yxgiiyxGxzxG

Kn

Kn

 

因此 0y 是
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

的解，矛盾。根据预章定理 5，则      1,,, 001000  xzxGxzxG ，

即  ,, 000 xzxG   001 , xzxG  关于  0xz  互素，  00 , xzxFd  是  ,, 000 xzxF   001 , xzxF 

关于  0xz  的一个最大公因式。 

综上所述，设 Cx 0 ，若   02 x 有解，则  yxd ,0 关于 y 的次数 1K ，  zf 就能在 z 平

面上的点 0x 分解成两个 z 的复系数多项式  zg 与  00 , xzxFd  的乘积，即 

     00 , xzxFzgzf d  。 

其中  zg 为点 0x 的  zg 。由 iyxz  0 ，该式又可写成      ],[ 000 yxdiiyxgiyxf K 。

于是说点 0x 的  zg ，就意味着      00 , xzxFzgzf d  或      ],[ 000 yxdiiyxgiyxf K 。

反之亦然。 

   iyxgzg  0 的整除性质与    iyxfzf  0 的整除性质相同。 

点 0x 的  zg 性质 1 设 Cx 0 ，         yxigyxgiiyxgzg Kn ,, 01000   ，其中

 ,,00 yxg   1 0 ,g x y 均为关于 0x ， y 的实系数二元多项式，为 y 的奇偶函数，并且

 ,,00 yxg  1 0 ,g x y 关于 y 互素，即      1,,, 0100 yxgyxg ，则   00 xg ，于是  0xz  不

能整除  zg ，即 y 不能整除  iyxg 0 。 

证明 由于         yxigyxgiiyxgzg Kn ,, 01000   ，于是 
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1) 当  yxg ,00 为 y 的偶函数，  yxg ,01 为 y 的奇函数时，有 

  00,01 xg ，    0,000 xgixg Kn  

2) 当  yxg ,00 为 y 的奇函数，  yxg ,01 为 y 的偶函数时，有 

  00,00 xg ，    0,01
1

0 xgixg Kn   

由 1)，2)可知，   00 xg 
 
 







00,
00,

01

00

xg
xg  

用反证法：假如   00 xg ，则0是
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

的解。因此，  yxgy ,| 00 且  yxgy ,| 01 ，

于是  0 0 , ,g x y  1 0 ,g x y 关于 y 非互素，矛盾。所以   00 xg ，  0xz  不能整除  zg ，

由    iyxgzg  0 的整除性质，则 y 不能整除  iyxg 0 。】 

点 0x 的  zg 性质 1 表明 在分解式      00 , xzxFzgzf d  中   00 xg 。 

下面继续定理 6 的推论 

推论 3 设 Cx 0 ， l 为非负整数，则 

 iyxfyl 0| 的充要条件是：  yxfyl ,| 00 且  yxfyl ,| 01 。 

证明 当 0l 时，命题显然成立；当 1l 时，由定理 4 推论充分性成立，再证必要

性。若  iyxfyl 0| ，则 00 xz  是   0zf 的 l 重以上根， 1l ，故 00 xz  是   0zf 的

根，由定理 6 推论 2，则0是   02 x 的解，于是有 

      yxdiiyxgiyxf K ,000   

由点 0x 的  zg 性质 1， y 不能整除  iyxg 0 ，于是    1, 0  iyxgyl ，因此  yxdyl ,| 0 。

 yxd ,0 是  ,,00 yxf  yxf ,01 关于 y 的最大公因式，故  yxfyl ,| 00 且  yxfyl ,| 01 。】 

推论 4 设 Cx 0 ，l 为非负整数，则 00 xz  是   0zf 的 l 重根的充要条件是：0是

  02 x 的 l 重解。 

证明  由推论 3，则  iyxfyl 0| ，但 1ly 不能整除  iyxf 0 的充要条件是：

 yxfyl ,| 00 且  yxfyl ,| 01 ，但 1ly 不能同时整除    yxfyxf ,,, 0100 。故命题成立。】 

推论 5 设 Cx 0 ，l 为非负整数，则 00 xz  是   0zf 的 l 重根的充要条件是：0是

  0,0 yxd 的 l 重根。 

证明 由推论 4 和定理 2 即得。】 

推论 6 设 n为正整数，  zg 是复系数 n次多项式， Cx 0 ， l 为非负整数， 
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        yxigyxgiiyxgzg n ,, 01000   

其中    yxgyxg ,,, 0100 均为关于 0x ， y 的实系数二元多项式，为 y 的奇偶函数，并且

 ,,00 yxg  yxg ,01 关于 y 非互素，即      1,,, 0100 yxgyxg ，于是 

1) 00 xz  是   0zg 的根的充要条件是：0是
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

的解； 

2)  iyxgyl 0| 的充要条件是：  yxgyl ,| 00 且  yxgyl ,| 01 。 

证明 1) 由题设和         yxigyxgiiyxgzg n ,, 01000  ，参照点 0x 的   0zg 性

质 1 的证明，同理可知   00 xg 
 
 







00,
00,

01

00

xg
xg

。故命题成立。 

2) 由       yxigyxgiiyxg n ,, 01000  即知充分性成立。证必要性。 

由于      1,,, 0100 yxgyxg ，则
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

有解。不妨设  yxd ,0
* 是  ,,00 yxg

 yxg ,01 关于 y 的一个最大公因式，其次数为 K ，则 1K ，可设 

     
     







yxdyxgyxg
yxdyxgyxg

,,,
,,,

0
*

0
*
101

0
*

0
*
000  

于是            yxdiyxigyxgiiyxgzg KKn ,,, 0
*

0
*
10

*
00   ，令 

        yxigyxgiiyxgzg Kn ,, 0
*
10

*
00

**    

其中  ,,0
*
0 yxg  yxg ,0

*
1 均为关于 0x ， y 的实系数二元多项式，为 y 的奇偶函数，并且

 ,,0
*
0 yxg  yxg ,0

*
1 关于 y 互素，即      1,,, 0

*
10

*
0 yxgyxg 。则 

      yxdiiyxgiyxg K ,0
*

0
*

0   

根据(点 0x 的  zg )性质 1，则  0xz  不能整除  zg* ，即 y 不能整除  iyxg 0
* 。 

若  iyxgyl 0| ，由于
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

有解，而且       yxdiiyxgiyxg K ,0
*

0
*

0  ，

y 不能整除  iyxg 0
* ，于是    1, 0

*  iyxgyl ，故  yxdyl ,| 0
* 。  yxd ,0

* 是  ,,00 yxg

 yxg ,01 关于 y 的最大公因式，于是  yxgyl ,| 00 且  yxgyl ,| 01 。】 

该推论在定理 8 推论 3 的证明中就要用到。 

设 Cx 0 ， Cy 0 ， 000 iyxz  ，若  00 , xzxFd  在 0zz  时函数值    000 , xzxFd

    0,, 0000  yxdiiyxF K
d ，则 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd (在 z 平面上)的一个(复)根。
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显然， 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根的充要条件是：    000 ,| xzxFzz d  。 

再设 l 为非负整数，若    000 ,| xzxFzz d
l  ，但   1

0
 lzz 不能整除  00 , xzxFd  ，

则 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd (在 z 平面上)的 l 重(复)根。 

   iyxFxzxF dd ,, 000  的整除性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，l 为非负整数， iyxz  0 ，

000 iyxz  ，则    000 ,| xzxFzz d
l  的充要条件是：    iyxFyy d

l ,| 00 。 

它与    iyxfzf  0 的整除性质相同，仅有形式差异。 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd

的根的充要条件是：    iyxFyy d ,| 00 ； 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的 l 重根的充要

条件是：    iyxFyy d
l ,| 00 ，但   1

0
 lyy 不能整除  iyxFd ,0 。 

下面继续定理 6 的推论 

推论 7 设 Cx 0 ， l 为非负整数，则 00 xz  是   0zf 的 l 重根的充要条件是：

00 xz  是   0, 00  xzxFd 的 l 重根。 

证明 由题设和    yxdiiyxF K
d ,, 00  ，则  yxdyl ,| 0 ，但 1ly 不能整除  yxd ,0 的充

要条件是：  iyxFy d
l ,| 0 ，但 1ly 不能整除  iyxFd ,0 。即0是   0,0 yxd 的 l 重根的充要

条件是： 00 xz  是   0, 00  xzxFd 的 l 重根。再由推论 5 即得。】 
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§5 方程一对复根与方程组一对复数解 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 001 iyxz  ， 002 iyxz  都是   0zf 的根，特别当

00 y 时， 0x 是   0zf 的 2 重以上根，即    zfxz |2
0 ，则称 001 iyxz  ， 002 iyxz 

是   0zf (在 z 平面上)的一对(复)根。 

定义解析： 

1) 当 00 y 时，若 01 xz  ， 02 xz  都是   0zf 的根，则要求 0x 是   0zf 的 2 重

以上根，才能称 01 xz  ， 02 xz  是   0zf (在 z 平面上)的一对 0x (复)根。 

事实上， 01 xz  ， 02 xz  ，若 0x 是   0zf 的单根，则 1z 和 2z 实际上是   0zf 的

同一个根；只有要求 0x 是   0zf 的 2 重以上根，才能确保 1z ， 2z 是   0zf 的一对根。 

2) 当 00 y 时，若 001 iyxz  ， 002 iyxz  都是   0zf 的根，就可称 001 iyxz  ，

002 iyxz  是   0zf (在 z 平面上)的一对非 0x (复)根。 

由    iyxfzf  0 整除性质， 0x 是   0zf 的 2 重以上根的充要条件是：

 iyxfy 0
2 | 。 

  0zf 一对复根的性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf

的一对复根的充要条件是：    iyxfyy  0
2
0

2 | 。 

证明  若 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根，则    zfzz |1 且

   zfzz |2 。令 iyxz  0 ，则    01 yyizz  ，   02 yyizz  ，由    iyxfzf  0

的整除性质，则    iyxfyy  00 | 且    iyxfyy  00 | ，于是 1) 当 00 y 时，

     1, 00  yyyy ，则     iyxfyyyy  000 | ，即    iyxfyy  0
2
0

2 | ；2) 当 00 y 时，

由定义， 0x 是   0zf 的 2重以上根，故  iyxfy 0
2 | ，必要性也成立。 

反过来，若    iyxfyy  0
2
0

2 | ，则    iyxfyy  00 | 且    iyxfyy  00 | ，根据

   iyxfzf  0 的整除性质，则    zfzz |1 且    zfzz |2 ，于是 001 iyxz  ，

002 iyxz  都是   0zf 的根，特别当 00 y 时，由于  iyxfy 0
2 | ，则 0x 是   0zf 的

2 重以上根，因此 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根。】 

推论  设 Cx 0 ，则 01 xz  ， 02 xz  是   0zf 的一对复根的充要条件是：

 iyxfy 0
2 | 。 
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证明 在性质中令 00 y 即得。】 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx ， 00 , yx  都是方程组(2)的解，特别当 00 y 时，

 yxfy ,| 00
2 且  yxfy ,| 01

2 ，则称  00 , yx ，  00 , yx  是(2)的一对(复数)解。 

定义解析：1) 当 00 y 时，若  00 , yx ， 00 , yx  都是(2)的解，就可称  00 , yx ， 00 , yx 

是(2)的一对(复数)解；2) 当 00 y 时，若  0,0x ，  0,0x 都是(2)的解，则要求满足

 yxfy ,| 00
2 且  yxfy ,| 01

2 ，才能称  0,0x ，  0,0x 是(2)的一对(复数)解。 

定理 7 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根的充

要条件是：  00 , yx ，  00 , yx  是方程组(2)的一对复数解。 

证明 若 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根，则  zf 的次数 2n ，

    0001  iyxfzf ，     0002  iyxfzf ，由关系式(1)有 

     
     











0,,
0,,

00001
1

000

00001
1

000

iyxfyxfiyxfi
iyxfyxfiyxfi

nn

nn

 

1) n为偶数时，  yxf ,0 是 y 的偶函数，  yxf ,1 是 y 的奇函数，于是 

   
   











0,,
0,,

001
1

000

001
1

000

yxfiyxfi
yxfiyxfi

nn

nn

    故      
 







0,
0,

001

000

yxf
yxf

。 

2) n为奇数时，  yxf ,0 是 y 的奇函数，  yxf ,1 是 y 的偶函数，于是 

   
   











0,,
0,,

001
1

000

001
1

000

yxfiyxfi
yxfiyxfi

nn

nn

    故      
 







0,
0,

001

000

yxf
yxf

。 

因此无论 n为偶或奇数，  00 , yx 都是(2)的解，由(2)解的性质，  00 , yx  也是(2)的

解。特别当 00 y 时，由一对复根定义， 0x 是   0zf 的 2 重以上根，即  iyxfy 0
2 | ，

由定理 6 推论 3 则  yxfy ,| 00
2 且  yxfy ,| 01

2 ，故  00 , yx ， 00 , yx  是(2)的一对复数解。 

反过来，若  00 , yx ，  00 , yx  是(2)的一对复数解，由定理 5， 001 iyxz  ，

002 iyxz  都是   0zf 的根。特别当 00 y 时，由一对复数解定义，  yxfy ,| 00
2 且

 yxfy ,| 01
2 ，由定理 6 推论 3，则  iyxfy 0

2 | ，即 0x 是   0zf 的 2 重以上根，于是

001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根。】 

推论 1 设 Cx 0 ，则 01 xz  ， 02 xz  是   0zf 的一对复根的充要条件是： 0,0x ，

 0,0x 是(2)的一对复数解。 
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证明 在定理 7 中令 00 y 即得。】 

例 11 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对实根的充要条件是： 0,a ， 0,a

是(2)的一对实数解。 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对复根的充要

条件是：  0, ya ，  0, ya  是(2)的一对复数解。 

证明 在定理 7 中令 Rax 0 ，即得。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面

直线 ax  上的一对共轭根的充要条件是：  0, ya ，  0, ya  是(2)的一对实数解。 

证明 在推论 2 中令 Ry 0 且 00 y 即得。】 

推论 4 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面实轴

上的一对实根的充要条件是：  0, ya ，  0, ya  是(2)的一对复数解。 

证明 在推论 2 中令 0y 为纯虚数即得。】 

推论 5 设 Ra ， Ry 0 ，则 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的根的充

要条件是：  0, ya 是(2)的实数解。 

证明 充分性由定理 5 即得，再证必要性。若 00 iyaz  是   0zf 在直线 ax  上

的根，则 

1) 当 00 y 时， az 0 是   0zf 的实根，由定理 6 推论 1 则  0,a 是(2)的实数解。 

2) 当 00 y 时， 00 iyaz  ， 00 iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的一对共轭根，

由推论 3，则  0, ya ，  0, ya  是(2)的一对实数解，于是  0, ya 是(2)的实数解。】 

设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根，由   0zf

根的性质，则它们的共轭复数 001 yixz  ， 002 yixz  也是   0zf 的根。特别当 00 y

时， 00 y ，由一对复根定义， 0x 是   0zf 的 2 重以上根，由   0zf 根的性质推论 6，

则 0x 也是   0zf 的 2 重以上根，故 001 yixz  ， 002 yixz  也是   0zf 的一对复根，

其中 

1. 当 Rx 0 时， 00 xx  ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ； 001 yixz  ， 002 yixz 

是   0zf 两对不相同的复根。 

2. 当 Rax 0 ， 00 y 时，三种情形： 

1) 若 Ry 0 且 00 y ( 02
0 y )， 00 yy  ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的
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一对共轭复根。由于 01 yiaz  20 ziya  ， 02 yiaz  10 ziya  ，则 01 yiaz  ，

02 yiaz  与 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的同一对共轭复根或两对相同的共轭复

根。 

2) 若 0y 为纯虚数( 02
0 y )， 00 yy  ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一

对实根。由于 01 yiaz  10 ziya  ， 02 yiaz  20 ziya  ，则 01 yiaz  ，

02 yiaz  与 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的同一对实根或两对相同的实根。 

3) 若 Ry 2
0 ， 2

0
2
0 yy  ，于是 0y ， 0y ， 0y ， 0y 是 4 个互不相同的复数，则

01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是   0zf 两对不相同的复根。 

设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx ，  00 , yx  是(2)的一对复数解，由(2)解的性质，则

 00 , yx  ，  00 , yx 也都是(2)的解。特别当 00 y 时， 00 y ，由一对复数解定义，

 yxfy ,| 00
2 且  yxfy ,| 01

2 ，由定理 6 推论 3，  iyxfy 0
2 | ，即 0x 是   0zf 的 2 重以

上根，由   0zf 根的性质推论 6，则 0x 也是   0zf 的 2 重以上根，即  iyxfy 0
2 | ，

由定理 6 推论 3，则  yxfy ,| 00
2 且  yxfy ,| 01

2 ，故  00 , yx  ， 00 , yx 也是(2)的一对复数

解，其中 1. 当 Rx 0 时， 00 xx  ，则  00 , yx ，  00 , yx  ；  00 , yx  ，  00 , yx 是(2)的两

对不相同的复数解。 

2. 当 Rax 0 ， 00 y 时，三种情形： 

1) 若 Ry 0 且 00 y ( 02
0 y )， 00 yy  ，则  0, ya ，  0, ya  是(2)的一对实数解。

由于    00 ,, yaya  ，   00 ,, yaya  ，则  0, ya  ， 0, ya 与  0, ya ， 0, ya  是(2)的同一

对实数解或两对相同的实数解。 

2) 若 0y 为纯虚数( 02
0 y )， 00 yy  ，则  0, ya ， 0, ya  是(2)的一对复数解。由

于  0, ya   0, ya ，  0, ya  0, ya  ，则  0, ya  ，  0, ya 与  0, ya ，  0, ya  是(2)的同一

对复数解或两对相同的复数解。 

3) 若 Ry 2
0 ， 2

0
2
0 yy  ，于是 0y ， 0y ， 0y ， 0y 是 4 个互不相同的复数，则  0, ya ，

 0, ya  ；  0, ya  ，  0, ya 是(2)的两对不相同的复数解。 

于是由定理 7 可得推论 6 和 7。 

推论 6 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ； 001 yixz  ， 002 yixz 

是   0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 00 , yx ， 00 , yx  ； 00 , yx  ， 00 , yx 是(2)
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两对不相同的复数解。 

例 12 设 Rx 0 ，则 01 xz  ， 02 xz  ； 01 xz  ， 02 xz  是   0zf 两对不相同的复

根的充要条件是：  0,0x ，  0,0x ；  0,0x ，  0,0x 是(2)两对不相同的复数解。 

推论 7 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是：  0, ya ，  0, ya  ；  0, ya  ，  0, ya 是(2)两对

不相同的复数解。 

例 13 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是：    iyafyyyy 




  |2

0
22

0
2 。 

证明 若 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是   0zf 两对不相同

的复根，由一对复根的性质，则    iyafyy  |2
0

2 ，  iyafyy 




  |2

0
2 。由 Ry 2

0 ，

2
0

2
0 yy  ，   1, 2

0
22

0
2 





 





  yyyy ，于是    iyafyyyy 





  |2

0
2
0

2 。 

反过来，若    iyafyyyy 




  |2

0
2
0

2 ，则    iyafyy  |2
0

2 ，  iyafyy 




  |2

0
2 。

由题设及一对复根的性质，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根。】 

为了加深对定理 7 及其推论的理解，我们引入： 

定义 设 jz ， hz 是 z 平面上的任意两点  hj  ，且 1) 当 hj zz  时，记 jhx 为线段 hj zz

的中点；2) 当 hj zz  时，取 hjjh zzx  ，则称 jhx 是 jz 和 hz 的中点。 

显然，若 jhx 是 jz 和 hz 的中点，则 jhx 也是 hz 和 jz 的中点，且 jz 和 hz 在 z 平面上关

于中点 jhx 对称。 

中点性质 设 jz ， hz 是 z 平面上的任意两点  hj  ，则 jhx 是 jz 和 hz 的中点的充要

条件是：
2

hj
jh

zz
x


 。 

证明 由题设则 1) 当 hj zz  时， jhx 为线段 hj zz 的中点的充要条件是：
2

hj
jh

zz
x


 ；

2) 当 hj zz  时，则 hjjh zzx  的充要条件是：
2

hj
jh

zz
x


 。根据中点定义，命题成



第二章    方程复根的求解路径之一 

 

 
87 

立。】 

例 设 Ryxyx hhjj ,,, ， jjj iyxz  和 hhh iyxz  是 z 平面上的任意两点  hj  ，

则 jhx 是 jz 和 hz 的中点的充要条件是： jhx
22

hjhj yy
i

xx 



 。 

推论 1 设 jz ， hz 是 z 平面上的任意两点  hj  ， jhx 为 jz 和 hz 的中点，若

jhjhj iyxz  ，则 jhjhh iyxz  。 

证明 由题意根据中点性质，则
2

hj
jh

zz
x


 。若 jhjhj iyxz  ，则 

hz   jhjhjhjhjhjjh iyxiyxxzx  22 。】 

推论 2 设 jz ， hz 是 z 平面上的任意两点  hj  ，若 jhjhj iyxz  ， jhjhh iyxz  ，

则 jhx 是 jz 和 hz 的中点。 

证明 若 jhjhj iyxz  ， jhjhh iyxz  ，则
2

hj
jh

zz
x


 ，再由中点性质即得。】 

设 1 2, , , nz z z 是实系数 n次代数方程   0zf 的所有复根， jz 和 hz 是其中任意两个

根  nhhj ,,3,2,1  ， jhx 是 jz 和 hz 的中点，令 jhjhj iyxz  ，由推论 1，则

jhjhh iyxz  。 jhjhj iyxz  和 jhjhh iyxz  都是   0zf 的根，特别当 0jhy 时，

hjjh zzx  ，则 jhx 是   0zf 的 2 重以上根，故 jhjhj iyxz  ， jhjhh iyxz  是   0zf

以 jhx 为中点(关于点 jhx 对称)的一对复根。于是   0zf 的这 n个复根(无论是否有重根)

共计可组成
 

2

12 


nn
Cn 对复根。 

设 Cx jh  ， Cy jh  ，若 jhjhj iyxz  ， jhjhh iyxz  是   0zf 的一对复根，则又

称 jhjhj iyxz  ， jhjhh iyxz  是   0zf 以 jhx 为中点(关于点 jhx 对称)的成对根。 

设 Ra ， Ry 2
0 ，若 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是   0zf

两对不相同的复根，则这两对根均为   0zf 以 a为中点(关于点 a对称)的成对根，其

中 2211 ,,, zzzz 依次是 z 平面上某正方形的 4 个顶点，实轴上的点 a为该正方形两条对角

线 21zz 和 21 zz 的交点。 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y ， 0y 都是方程组   02 x 的解，特别当 00 y 时，
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 yxfy ,| 00
2 且  yxfy ,| 01

2 ，则称 0y ， 0y 是   02 x 的一对(复数)解。 

定义解析：1) 当 00 y 时，若 0y ， 0y 都是   02 x 的解，就可称 0y ， 0y 是   02 x 的

一对非零(复数)解。2) 当 00 y 时，若 0，0都是   02 x 的解，则要求满足  yxfy ,| 00
2 且

 yxfy ,| 01
2 ，即 0是   02 x 的 2重以上解，才能称 0， 0是   02 x 的一对零实数解。 

  02 x 一对复数解的性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是   02 x 的一对复数解的充

要条件是：    yxfyy ,| 00
2
0

2  且    yxfyy ,| 01
2
0

2  。 

证明 若 0y ， 0y 是   02 x 的一对复数解，则 

   yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 ，    yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010  

1) 当 00 y 时，      1, 00  yyyy ，于是 

    yxfyyyy ,| 0000  且     yxfyyyy ,| 0100  ， 

即    yxfyy ,| 00
2
0

2  且    yxfyy ,| 01
2
0

2  ； 

2) 当 00 y 时，由定义，则  yxfy ,| 00
2 且  yxfy ,| 01

2 ，必要性也成立。 

反过来，若    yxfyy ,| 00
2
0

2  且    yxfyy ,| 01
2
0

2  ，即 

    yxfyyyy ,| 0000  且     yxfyyyy ,| 0100  ，则有 

   yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 ，    yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010  

于是 0y ， 0y 都是   02 x 的解，特别当 00 y 时，有  yxfy ,| 00
2 且  yxfy ,| 01

2 ，因此 0y ，

0y 是   02 x 的一对复数解。】 

引理 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则  00 , yx ，  00 , yx  是方程组(2)的一对复数解的充要条

件是： 0y ， 0y 是   02 x 的一对复数解。 

证明 由题设和定义根据定理 1 即得。】 

方程组(2)一对复数解的性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则  00 , yx ，  00 , yx  是(2)的一对

复数解的充要条件是：    yxfyy ,| 00
2
0

2  且    yxfyy ,| 01
2
0

2  。 

证明 由引理和   02 x 一对复数解的性质即得。】 

定理 8 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根的充

要条件是： 0y ， 0y 是   02 x 的一对复数解。 
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证明 由引理和定理 7 即得。】 

定理 8 表明 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | 的充要条件是： 

   yxfyy ,| 00
2
0

2  且    yxfyy ,| 01
2
0

2  。 

推论 1 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ； 001 yixz  ， 002 yixz 

是   0zf 的两对不相同的复根的充要条件是： 0y ， 0y 是   02 x 的一对复数解； 0y ，

0y 是   02 x
的一对复数解。 

证明 由题意根据定理 8 即得。】 

它表明 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | ，  iyxfyy 




  0

2
0

2 | 的充要条件

是：    yxfyy ,| 00
2
0

2  且    yxfyy ,| 01
2
0

2  ，  yxfyy ,| 00
2
0

2 




  且  yxfyy ,| 01

2
0

2 




  。 

推论 2 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 0y ， 0y ； 0y ， 0y 是  a2 两对不相同的复

数解。 

证明 由题意根据定理 8 即得。】 

例 14 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 0y ， 0y ； 0y ， 0y 是  a2 两对不相同的复数解的充

要条件是：    yafyyyy ,| 0
2
0

22
0

2 




  且    yafyyyy ,| 1

2
0

22
0

2 




  。 

证明 由于 0x Ra ， Ry 2
0 ， 2

0
2
0 yy  ，   1, 2

0
22

0
2 





 





  yyyy ，根据   02 x 一对

复数解的性质即得。】 

推论 2 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则    iyafyyyy 





  |2

0
22

0
2 的充要条件是： 

   yafyyyy ,| 0
2
0

22
0

2 




  且    yafyyyy ,| 1

2
0

22
0

2 




  。 

点 0x 的  zg 性质 2 设 Cx 0 ，         yxigyxgiiyxgzg Kn ,, 01000   ，其中

 0 0 , ,g x y  yxg ,01 均为关于 0x ， y 的实系数二元多项式，为 y 的奇偶函数，并且

 0 0 , ,g x y  yxg ,01 关于 y 互素，即      1,,, 0100 yxgyxg ，于是 

1)   0zg 没有以 0x 为中点的成对根； 
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2) 设 Cy 0 且 00 y ， 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，则  1zz  和  2zz  不能同时整

除  zg ，即  0yy  和  0yy  不能同时整除  iyxg 0 。 

证明  1) 用反证法：假如   0zg 有以 0x 为中点的成对根，设为 001 iyxz  ，

002 iyxz  (其中 Cy 0 )则 00 y (否则，假如 00 y ，则 0x 是   0zg 的 2重以上根，

  00 xg ， 与 点 0x 的  zg 性 质 1 ，   00 xg 矛 盾 ) ，     0001  iyxgzg ，

    0002  iyxgzg 。于是由      yxgiyxgiiyxg KnKn ,, 01
1

000
  ，有 

     
     











0,,
0,,

00001
1

000

00001
1

000

iyxgyxgiyxgi
iyxgyxgiyxgi

KnKn

KnKn

 

① 当  yxg ,00 是 y 的偶函数，  yxg ,01 是 y 的奇函数时，有 

   
   











0,,
0,,

001
1

000

001
1

000

yxgiyxgi
yxgiyxgi

KnKn

KnKn

    故   
 







0,
0,

001

000

yxg
yxg  

② 当  yxg ,00 是 y 的奇函数，  yxg ,01 是 y 的偶函数时，有 

   
   











0,,
0,,

001
1

000

001
1

000

yxgiyxgi
yxgiyxgi

KnKn

KnKn

  故   
 







0,
0,

001

000

yxg
yxg  

因此，无论是①还是②， 0y 都是
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

的解，由  0 0 , ,g x y  yxg ,01 关于 y 的

奇偶性可知， 0y 也是
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

的解， 00 y ，因此 0y ， 0y 是
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

的一对

复数解(该结论与定理 8 一致，但  zg 是复系数多项式)，于是 

   yxgyy ,| 00
2
0

2  且    yxgyy ,| 01
2
0

2   

 0 0 , ,g x y  yxg ,01 关于 y 非互素，矛盾。故   0zg 没有以 0x 为中点的成对根。 

2) 由 1)，则  1zz  和  2zz  不能同时整除  zg 。 iyxz  0 ， )( 01 yyizz  ，

)( 02 yyizz  ，由    iyxgzg  0 的整除性质，则  0yy  和  0yy  不能同时整除

 iyxg 0 。】 

下面继续定理 8 的推论 

推论 3 设 n为正整数，  zg 为复系数 n次多项式， Cx 0 ， Cy 0 ， 

        yxigyxgiiyxgzg n ,, 01000   

其中  0 0 , ,g x y  yxg ,01 均为关于 0x ， y 的实系数二元多项式，为 y 的奇偶函数，且
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 0 0 , ,g x y  yxg ,01 关于 y 非互素，即      1,,, 0100 yxgyxg ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz 

是   0zg 的一对复根的充要条件是： 0y ， 0y 是
 
 







0,
0,

01

01

yxg
yxg

的一对复数解。 

证明 若 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zg 的一对复根，则 1) 00 y 时， 01 xz  ，

02 xz  是   0zg 的一对复根，则 0x 是   0zg 的 2重以上根，即  iyxgy 0
2 | ，由定理

6 推论 6，则  yxgy ,| 00
2 且  yxgy ,| 01

2 ，故 0， 0是
 
 







0,
0,

01

01

yxg
yxg

的一对实数解，命题

成立。 

2) 00 y 时，参照点 0x 的  zg 性质 2。1)的证明，可证得 0y ， 0y 是
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

的一对复数解。 

反过来，若 0y ， 0y 是
 
 







0,
0,

01

01

yxg
yxg

的一对复数解，则由 

        yxigyxgiiyxgzg n ,, 01000   

可知 001 iyxz  ， 002 iyxz  都是   0zg 的根，特别当 00 y 时，根据一对复数解的

定义，  yxgy ,| 00
2 且  yxgy ,| 01

2 ，由定理 6 推论 6，则  iyxgy 0
2 | ，即 0x 是   0zg

的 2重以上根，因此 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zg 的一对复根。】 

该推论在第四章的相关性质证明中要用到。 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y ， 0y 都是   0,0 yxd 的根，特别当 00 y 时，0是

  0,0 yxd 的 2 重以上根，即  yxdy ,| 0
2 ，则称 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对(复)根。 

定义解析：1) 当 00 y 时，若 0y ， 0y 都是   0,0 yxd 的根，就可称 0y ， 0y 是

  0,0 yxd 的一对非零(复)根。2) 当 00 y 时，若 0，0都是   0,0 yxd 的根，则要求 0

是   0,0 yxd 的 2 重以上根，即  yxdy ,| 0
2 ，才能称 0，0是   0,0 yxd 的一对零实根。 

  0,0 yxd 一对复根的性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对

复根的充要条件是：    yxdyy ,| 0
2
0

2  。 

它的证明方法与   02 x 一对复数解的性质相同。 

引理 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是   02 x 的一对复数解的充要条件： 0y ， 0y

是   0,0 yxd 的一对复根。 
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证明  yxd ,0 是  ,,00 yxf  yxf ,01 关于 y 的最大公因式，因此    yxfyy ,| 00
2
0

2  且

   yxfyy ,| 01
2
0

2  的充要条件是：    yxdyy ,| 0
2
0

2  。于是命题成立。】 

定理 9 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根的充

要条件是： 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对复根。 

证明 由引理和定理 8 即得。】 

它表明 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | 的充要条件是：   yxdyy ,| 0
2
0

2  。 

推论 1 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ； 001 yixz  ， 002 yixz 

是   0zf 的两对不相同的复根的充要条件是： 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对复根； 0y ，

0y 是   0,0 yxd 的一对复根。 

证明 由定理 9 即得。】 

它表明 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | ，  iyxfyy 




  0

2
0

2 | 的充要条件

是：    yxdyy ,| 0
2
0

2  ，  yxdyy ,| 0
2
0

2 




  。 

推论 2 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 0y ， 0y ； 0y ， 0y 是   0, yad 两对不相

同的复根。 

证明 根据定理 9 即得。】 

例 15 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 0y ， 0y ； 0y ， 0y 是   0, yad 的两对不相同的复

根的充要条件是：    yadyyyy ,|2
0

22
0

2 




  。 

证明 由 0x Ra ， Ry 2
0 ， 2

0
2
0 yy  ，   1, 2

0
22

0
2 





 





  yyyy ，根据   0,0 yxd 一

对根的性质即得。】 

推论 2 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 

   iyafyyyy 




  |2

0
22

0
2 的充要条件是：    yadyyyy ,|2

0
22

0
2 





  。 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 001 iyxz  ， 002 iyxz  都是   0, 00  xzxFd 的根，

特别当 00 y 时， 0x 是   0, 00  xzxFd 的 2 重以上根，即    00
2

0 ,| xzxFxz d  ，则称



第二章    方程复根的求解路径之一 

 

 
93 

001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd  (在 z 平面上)的一对(复)根。 

理解该定义可参照   0zf 一对复根定义，这里不再赘述。 

  0, 00  xzxFd 一对复根的性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz 

是   0, 00  xzxFd 的一对复根的充要条件是：    iyxFyy d ,| 0
2
0

2  。 

它的证明方法与   0zf 一对复根的性质相同。 

引理 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对复根的充要条件是：

001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的一对复根。 

证明 由    yxdiiyxF K
d ,, 00  ，则    yxdyy ,| 0

2
0

2  的充要条件是：   iyxFyy d ,| 0
2
0

2  。

于是命题成立。】 

定理 10 设 Cx 0 ， Cy 0 ， 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根的充

要条件是： 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的一对复根。 

证明 由引理和定理 9 即得。】 

它表明 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | 的充要条件是：   iyxFyy d ,| 0
2
0

2  。 

推论 1 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ； 001 yixz  ， 002 yixz  是

  0zf 的两对不相同的复根的充要条件是： 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd

的一对复根； 001 yixz  ， 002 yixz  是   0, 00  xzxFd 的一对复根。 

证明 由定理 10 即得。】 

推论 1 表明 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | ，  iyxfyy 




  0

2
0

2 | 的充要

条件是：    iyxFyy d ,| 0
2
0

2  ，  iyxFyy d ,| 0
2
0

2 




  。 

推论 2 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ，

02 yiaz  是   0,  azaFa 两对不相同的复根。 

证明 根据定理 10 即得。】 

例 16 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0,  azaFa 两对不相同的复根的充要条件是：    iyaFyyyy d ,|2
0

22
0

2 




  。 
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证明 方法与例 13 相同。】 

推论 2 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 

   iyafyyyy 




  |2

0
22

0
2 的充要条件是：    iyaFyyyy d ,|2

0
22

0
2 





  。 
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§6 最大公因式方程(二)根的性质及相关定理 

 00 , xzxFd  是  ,, 000 xzxF   001 , xzxF  关于  0xz  的最大公因式，它为  0xz  的

偶或奇函数，又是关于 0x ， 0xz  的实系数二元多项式，当 Cx 0 时，  00 , xzxFd  是

 0xz  的复系数多项式，也是 z 的复系数多项式；当 Rax 0 时，  azaFd , 是  az 

的实系数多项式，也是 z 的实系数多项式。 

定理 11 设 Cx 0 ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 1) 0y 是   0,0 yxd 的根的充要条

件是： 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd 在 z 平面上的根；2) 0y 是   0,0 yxd 的 l 重根的

充要条件是： 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd 在 z 平面上的 l 重根。 

证明  由题设和    yxdiiyxF K
d ,, 00  ，则 1)    yxdyy ,| 00 的充要条件是：

   iyxFyy d ,| 00 。故命题成立。2)    yxdyy l ,| 00 ，但   1
0

 lyy 不能整除  yxd ,0 的

充要条件是：    iyxFyy d
l ,| 00 ，但   1

0
 lyy 不能整除  iyxFd ,0 。故命题成立。】 

  0, 00  xzxFd 根的性质 

性质 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 001 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根，则 002 iyxz  也

是   0, 00  xzxFd 的根。 

证明 若 001 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根，则     0,, 00010  iyxFxzxF dd 。于是

当  00 , xzxFd  为  0xz  的偶函数时，       0,,, 0000020  iyxFiyxFxzxF ddd ；当

 00 , xzxFd  为  0xz  的奇函数时，       0,,, 0000020  iyxFiyxFxzxF ddd 。 

因此， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根。】 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根的充要条件是：

002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根。 

证明 由于  002 yixz  ，  001 yixz  ，充分性也由性质 1 即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ， 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，则 

   001 ,| xzxFzz d  的充要条件是：    002 ,| xzxFzz d  。 

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

推论 3 设 Cx 0 ， Cy 0 ， l 为非负整数， 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，则 

   001 ,| xzxFzz d
l  的充要条件是：    002 ,| xzxFzz d

l  。 

证明 证必要性。若    001 ,| xzxFzz d
l  ，令 iyxz  0 ，则    01 yyizz  ，由
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   iyxFxzxF dd ,, 000  的整除性质，则    iyxFyy d
l ,| 00 。由    yxdiiyxF K

d ,, 00  可得

   yxdyy l ,| 00 。由   0,0 yxd 根的性质 1 推论 3，则    yxdyy l ,| 00 。再由    yxdiiyxF K
d ,, 00 

可得    iyxFyy d
l ,| 00 。又    02 yyizz  ，由    iyxFxzxF dd ,, 000  的整除性质，则

   002 ,| xzxFzz d
l  。充分性同理可证。】 

推论 4 设 Cx 0 ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 001 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的 l 重

根的充要条件是： 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的 l 重根。 

证明 根据推论 3 即得。】 

设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，若 001 iyxz  和 002 iyxz  都是

  0, 00  xzxFd 的 l 重根，则称 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd  (在 z 平面

上)的一对 l 重(复)根，其中 1) 当 Rax 0 ， Ry 0 时， 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

  0,  azaFd 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根；2) 当 Rax 0 ， 0y 为纯虚数

时，称 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0,  azaFd 在 z 平面实轴上的一对 l 重实根。 

推论 5 设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ，l 为非负整数，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是

  0, 00  xzxFd 的一对 l 重根的充要条件是：   iyxFyy d

l
,| 0

2
0

2  ，但   12
0

2 


l
yy 不能整

除  iyxFd ,0 。 

证明 由    yxdiiyxF K
d ,, 00  ，则    yxdyy

l
,| 0

2
0

2  ，但   12
0

2 


l
yy 不能整除  yxd ,0

的充要条件是：    iyxFyy d

l
,| 0

2
0

2  ，但   12
0

2 


l
yy 不能整除  iyxFd ,0 。 

根据定理 11，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的一对 l 重根的充要

条件是： 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对 l 重根。再由   0,0 yxd 根的性质 1 推论 5 即得。】 

性质 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ， 002 iyxz  ，若 001 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根，

则 002 yixz  是   0, 00  xzxFd 的根。 

证明 若 001 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根，则   0, 010  xzxFd 。于是 

      0,,, 0100000  xzxFiyxFyxdi dd
K  

0y 是   0,0 yxd 的根，由   0,0 yxd 根的性质2则 0y 是   0,0 yxd 的根，即   0, 00 yxd 。

又 002 yixz  ，       0,,, 0000020  yxdiyixFxzxF K
dd ，故 002 yixz  是   0, 00  xzxFd

的根。】 

例 17 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  是   0,  azaFd 的根，根据性质 1 和 2，则
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02 iyaz  ， 02 yiaz  ， 01 yiaz  也都是   0,  azaFd 的根。 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ， 002 iyxz  ，则 001 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根的充

要条件是： 002 yixz  是   0, 00  xzxFd 的根。 

证明     10000 ziyxyix  ，      0000 ,, xzxFxzxF dd 




  ，充分性由性质 2 即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ， 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，则 

   001 ,| xzxFzz d  的充要条件是：    002 ,| xzxFzz d  。 

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

   azaFzz d
l  ,|1 的充要条件是：    azaFzz d

l
 ,|2 。 

证明 若    azaFzz d
l  ,|1 ，令 z a iy  ，则    1 0z z i y y   ，由    , ,d dF a z a F a iy 

的整除性质则    iyaFyy d
l ,|0 。由    yadiiyaF K

d ,,  可得    yadyy l ,|0 。由   0,0 yxd 根

的性质 2 推论 3 则    yadyy
l

,|0 。再由    yadiiyaF K
d ,,  可得    iyaFyy d

l
,|0 。

02 yiaz  ，   02 yyizz  ，由    , ,d dF a z a F a iy  的整除性质，则    azaFzz d

l
 ,|2 。

充分性同理可证。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l 为非负整数， 02 iyaz  ，则 01 iyaz  是   0,  azaFd

的 l 重根的充要条件是： 02 yiaz  是   0,  azaFd 的 l 重根。 

证明 根据推论 3 即得。】 

例 18 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  是   0,  azaFd 的 l 重根，则 02 iyaz  ，

02 yiaz  ， 01 yiaz  也都是   0,  azaFd 的 l 重根。 

定理 12 设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ，l 为非负整数，则 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一

对 l 重根的充要条件是： 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 在 z 平面上的一对

l 重根。 

证明 由定理 11 即得。】 

当 Ra 时，  yad , 是 y 的实系数多项式。 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 0y ， 0y 是   0, yad 的一对

l 重根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0,  azaFd 在 z 平面上的一对 l 重根。 
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证明 在定理 12 中令 Rax 0 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 0y ， 0y 是   0, yad 的一对

l 重实根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0,  azaFd 在 z 平面直线 ax  上

的一对 l 重共轭根。 

证明 在推论 1 中令 Ry 0 即得。】 

推论 3 设 Ra ， 0y 为纯虚数，l 为非负整数，则 0y ， 0y 是   0, yad 的一对 l 重

纯虚数根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0,  azaFd 在 z 平面实轴上的一对

l 重实根。 

证明 在推论 1 中令 0y 为纯虚数即得。】 

推论 4 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，则 0y ， 0y ； 0y ， 0y 是   0, yad 两

对不相同的 l 重根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0,  azaFd 两对不相同的 l 重根。 

证明 由题意根据推论 1 即得。】 

推论 4 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，则    yadyyyy

ll
,|2

0
22

0
2 





  ，但

  1
2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能整除  yad , 的充要条件是：   iyaFyyyy d

ll
,|2

0
22

0
2 





  ，但

  1
2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能整除  iyaFd , 。 

定理 13 设 Cx 0 ，      00 , xzxFzgzf d  ， Cy 0 且 00 y ， 21, ll 均为非负整数，

若 001 iyxz  和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时，

   zgzz |1 ，但  2zz  不能整除  zg ；2) 21 ll  时，    zgzz |2 ，但  1zz  不能整除

 zg ；3) 21 ll  时，  1zz  和  2zz  都不能整除  zg 。 

证明  由题设则    zfzz l |1
1 ，但   1

1
1 lzz 不能整除  zf ；    zfzz l |2

2 ，但

  1
2

2 lzz 不能整除  zf ；由点 0x 的  zg 性质 2，则  1zz  和  2zz  不能同时整除  zg ，

于是 

1) 21 ll  时，   zgzz |1 ，但  2zz  不能整除  zg 。否则，假如  1zz  不能整除  zg ，

则      1,1
1  zgzz l ，    001 ,|1 xzxFzz d

l  ，由   0, 00  xzxFd 根的性质 1 推论 3，则
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   002 ,|1 xzxFzz d
l  ，又 121  ll ，故    00

1
2 ,|2 xzxFzz d

l   ，    zfzz l |1
2

2 ，矛

盾。 

2 ) 21 ll  时，与 1)同理可证。 

3) 21 ll  时，  1zz  和  2zz  都不能整除  zg 。否则① 假如    zgzz |1 ，但

 2zz  不能整除  zg ，则      1,2
2  zgzz l ，   002 ,|2 xzxFzz d

l  ，由   0, 00  xzxFd

根的性质 1 推论 3，则    001 ,|2 xzxFzz d
l  ，于是    001 ,|1 xzxFzz d

l  。再由

   zgzz |1 ，则    zfzz l |1
1

1 ，矛盾。② 假如    zgzz |2 ，但  1zz  不能整除  zg ，

则与①同理可得    zfzz l |1
2

2 ，矛盾。】 

推论 设 Cx 0 ，K 为正整数，       yxdiiyxgiyxf K ,000  ， Cy 0 且 00 y ， 21, ll

均为非负整数，若 001 iyxz  和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll 

时，   iyxgyy  00 | ，但  0yy  不能整除  iyxg 0 ；2) 21 ll  时，   iyxgyy  00 | ，

但  0yy  不能整除  iyxg 0 ；3) 21 ll  时，  0yy  和  0yy  都不能整除  iyxg 0 。 

证明 令 iyxz  0 ，    yxdiiyxF K
d ,, 00  ，则      00 , xzxFzgzf d  。   01 yyizz  ，

   02 yyizz  ，由    iyxgzg  0 的整除性质，则    zgzz |1 的充要条件是：

   iyxgyy  00 | ；   zgzz |2 的充要条件是：   iyxgyy  00 | 。再由定理 13 即得。】 

定理 14 设 Cx 0 ，  02 x 有解， Cy 0 且 00 y ， 21, ll 均为非负整数，若 001 iyxz 

和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 001 iyxz  ， 002 iyxz 

是   0, 00  xzxFd 的一对 2l 重根， 001 iyxz  是   0zg 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时，

001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的一对 1l 重根， 002 iyxz  是   0zg 的

12 ll  重根：3) 21 ll  时，记 lll  21 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的

一对 l 重根， 001 iyxz  和 002 iyxz  都不是   0zg 的根。 

证明   02 x 有解，则      00 , xzxFzgzf d  。再根据定理 13，那么 

1) 21 ll  时，    zgzz |1 ，但  2zz  不能整除  zg ，则 2z 不是   0zg 的根，因

此 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的 2l 重根，由   0, 00  xzxFd 根的性质 1 推论 4，则

001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的一对 2l 重根。 001 iyxz  分别是   0zf

的 1l 重根，   0, 00  xzxFd 的 2l 重根，于是 001 iyxz  是   0zg 的 21 ll  重根。 

2) 21 ll  时，与 1)同理可证。 
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3) 21 ll  时， 1zz  和  2zz  都不能整除  zg ，则 1z 和 2z 都不是   0zg 的根。又

lll  21 ，所以 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的一对 l 重根。】 

推论 1 设 Cx 0 ，  02 x 有解， Cy 0 且 00 y ， lll ,, 21 均为非负整数，若 001 iyxz 

和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是

  0, 00  xzxFd 的一对 l 重根的充要条件是：  21,min lll  。 

证明 由定理 14，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的一对 l 重根

21 ll  时， 2ll  ； 21 ll  时， 1ll  ； 21 ll  时， 21 lll    21,min lll  。】 

推论 2 设 Ra ，  a2 有解， Ry 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 01 iyaz  ，

02 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是： 01 iyaz  ，

02 iyaz  是   0,  azaFd 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根。 

证明 由题设，不妨设 01 iyaz  和 02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则

01 iyaz  ， 02 iyaz  互为共轭复数，由   0zf 根的性质推论 4，则 21 ll  ，于是 

若 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根，则

lll  21 ，由定理 14，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0,  azaFd 在 z 平面直线 ax  上

的一对 l 重共轭根。 

反过来，若 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0,  azaFd 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重

共轭根，由推论 1，则   2121,min lllll  ，所以 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z

平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根。】 

推论 3 设 Cx 0 ，  02 x 有解， Cy 0 且 00 y ， 21, ll 均为非负整数，若 001 iyxz 

和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的

一对 2l 重根， 001 iyxz  是   0zg 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时， 0y ， 0y 是   0,0 yxd

的一对 1l 重根， 002 iyxz  是   0zg 的 12 ll  重根；3) 21 ll  时，记 lll  21 ，则 0y ，

0y 是   0,0 yxd 的一对 l 重根， 001 iyxz  和 002 iyxz  都不是   0zg 的根。 

证明 由定理 14 和定理 12 即得。】 

推论 4 设 Cx 0 ，  02 x 有解， Cy 0 且 00 y ， lll ,, 21 均为非负整数，若 001 iyxz 

和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对 l 重根

的充要条件是：  21,min lll  。 

证明 由推论 1 和定理 12 即得。】 
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推论 5 设 Ra ，  a2 有解， Ry 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 01 iyaz  ，

02 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是： 0y ， 0y 是

  0, yad 的一对 l 重实根。 

证明 由推论 2 和定理 12 推论 2 即得。】 
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§7 方程组的解与结式方程的根 

将    yxfyxf ,,, 10 关于 y 的结式，记为    xQyffres ,, 10 ，则 

  xQ
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这是一个 12 n 阶行列式，展开后是 x的实系数多项式，次数为 2n ，可设 

  22

22

1
1

10 nn
nn AxAxAxAxQ  

   

其中 0 0A  ， 20 1, , ,
n

A A A 均为实数。将  xQ 看作函数，通过行列式计算  xQ 对 12 n 个

不同数的函数值，解线性方程组可求得 20 1, , ,
n

A A A 的具体数值。 

特别当 1n 时，      xfxfxQ  。 

定理  5  如果  00 , yx 是方程组(2)的一个复数解，那么 0x 就是   0xQ 的一个根；反

过来，如果 0x 是   0xQ 的一个复根，那么
     

  0
!1!
0

1
0 






n

xf

n

xf nn

，或者存在一个复数

0y ，使  00 , yx 是方程组(2)的一个解。 

 xQ 代表结式，故称   0xQ 为结式方程。由于
  

0
! 0

0  a
n

xf n

，定理可改写成 

定理 15 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx 是方程组(2)的解，则 0x 是   0xQ 的根；反

之，若 0x 是   0xQ 的根，则至少存在一个复数 0y ，使  00 , yx 是方程组(2)的解。 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   02 x 的解，则 0x 是   0xQ 的根；反之，若 0x

是   0xQ 的根，则至少存在一个复数 0y ，使 0y 是   02 x 的解。 
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证明 由定理 15 和定理 1 即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ，则   02 x 有解的充要条件是：   00 xQ 。 

证明 由推论 1 即得。】 

设 Cx 0 ，若   00 xQ ，根据推论 2 则   02 x 有解，  zf 就能在 z 平面上的点 0x 分

解成两个 z 的复系数多项式  zg 与  00 , xzxFd  的乘积，即      00 , xzxFzgzf d  。 

推论 3 方程   0zf 的任意一个根均为方程   0xQ 的根。 

证明 假设 0z 是   0zf 的任意一个根，由定理 6，则  0,0z 是方程组(2)的解，再由

定理 15，则 0z 是   0xQ 的根。】 

定理 16 设 nzzz ,,, 21  是 n次方程   0zf 的所有复根， jhjhj iyxz  ， jhjhh iyxz 

( nhhj ,,3,2,1  )是   0zf 的
 

2

1nn
对复根，则  0,jz  nj ,,2,1  是方程组(2)的

n个复数解； jhjh yx , ， jhjh yx ,  nhhj ,,3,2,1  是(2)的
 

2

1nn
对复数解； jzx 

 nj ,,2,1  ， jhxx    nhhj ,,3,2,1  都是   0xQ 的根，于是  jzx  是  xQ 的

一次因式，  jhxx  是  xQ 的二次因式，而且 

     
2

2,11
0

























 



n

hhj
jh

n

j
j xxzxAxQ   (其中 RA 0 且 00 A ) 

方程组(2)有 2n 个解，   0xQ 有 2n 个根，(2)的一个解对应   0xQ 的一个根。 

证明 根据定理 6 和定理 7 以及定理 15 即得，必须说明的是 

1. 在   0zf 没有重根，其
 

2

1nn
对复根的中点没有重合，并且根与每对复根的

中点也不重合的情况下， jzx   nj ,,2,1  都是   0xQ 的单根(即  jzx  是  xQ 的 1

重因式)； jhxx   nhhj ,,3,2,1  都是   0xQ 的 2 重根(即  jhxx  是  xQ 的 2 重因

式)。这些根的个数(包括重数)总和等于  2 22 1nn C n n n n     ，恰好等于   0xQ 的

次数，因而这 2n 个根就是   0xQ 的所有复根。于是有 

     
2

2,11
0

























 



n

hhj
jh

n

j
j xxzxAxQ    (其中 RA 0 且 00 A ) 

方程组(2)有 2n 个各不相同的复数解，   0xQ 有 2n 个根，可以说(2)的一个解对应
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  0xQ 的一个根。 

2. 在   0zf 有重根或中点有重合或根与中点有重合的情况下，它依然有 n个复根

(含重根)，有
 

2

12 


nn
Cn 对复根，中点也依然是

 
2

1nn
个(只是有重合而已)，方程组

(2)复数解的个数也还是 2n 个(其中会有相同的解)，   0xQ 也依然有 2n 个根。这时只

需换一种更普通的表述方式，说  jzx  是  xQ 的一次因式  nj ,,2,1  ， jhxx  是  xQ

的二次因式  nhhj ,,3,2,1  。这些因式的次数之和为 2 22 nn C n  ，恰好等于  xQ

的次数，因而它们就是  xQ 的全部因式。于是有 

     
2

2,11
0

























 



n

hhj
jh

n

j
j xxzxAxQ   (其中 RA 0 且 00 A )】 

本篇第六章由行列式运算得到的方程间多项式关系式      xMxfxQ 2 ，可以验

证定理 16。式中  f z 的次数 2n ，   0zf 所有成对复根的  
2

1nn 个中点就是   0xM

的所有复根。假设   0zf 的某一对复根的中点为 jhx ，则  jhxx  既是  xM 的一次因式，

又是  xQ 的二次因式。由定理 16 可知，结式方程   0xQ 是以   0zf 的所有复根以及

所有成对复根的中点为根的方程。 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 ，l 为非负整数，若  00 , yx 是方程组(2)所有复数解(含相同

解)组成的集合的 l 重元素，则称  00 , yx 是(2)的 l 重(复数)解。 

 00 , yx 是(2)的 l 重解的充要条件是：  00 , yx 是(2)所有复数解(含相同解)组成的集

合的 l 重元素。  00 , yx 是(2)的 0重解的充要条件是：  00 , yx 不是(2)的解。 

对 n次方程   0zf ，由定理 16，方程组(2)有 2n 个解，   0xQ 有 2n 个根，(2)的

一个解对应   0xQ 的一个根。若 0x 是   0xQ 的 L 重根，则(2)恰好有 L 个解与此相对

应，这 L 个解可写成 

 jyx ,0 ， Lj ,,2,1  。 

这 L 个解就是(2)所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中 0xx  的全部解。 

由(2)所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 可写成 

      
     











 

 2,
0,
0,

|,,
1

0 CyCx
yxf
yxf

yxyx  

其中 0xx  的全部解(含相同解)组成的集合可写成 



第二章    方程复根的求解路径之一 

 

 
105 

   
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx  

因此，说  jyx ,0 ( Lj ,,2,1  )是(2)所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中

0xx  的全部解，就意味着 

   Ljyx j ,,2,1|,0     
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx 。 

写成推论则有 

推论 1 设 Cx 0 ，则 0x 是   0xQ 的 L 重根的充要条件是： Cy j  ， Lj ,,2,1  ，

使得  jyx ,0  Lj ,,2,1  是方程组(2)所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中

0xx  的全部解(含相同解)，即 

   Ljyx j ,,2,1|,0     
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx  

推论 1 可简述成：设 Cx 0 ，则 0x 是   0xQ 的 L 重根的充要条件是：(2)所有复

数解(含相同解)组成的集合   yx, 中 0xx  的全部解的个数为 L 。 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy j  且 0jy ，l 为非负整数， 00 xz  是 n次方程   0zf 的 l 重

根， jj iyxz  01 ， jj iyxz  02  sj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上以 0x 为中点的所有各

不相同的成对非 0x 根，其中 jj iyxz  01 ， jj iyxz  02 分别是   0zf 的 1jl 重和 2jl 重

根， 0x 是   0xQ 的 L 重根，则   0zf 在 z 平面上以 0x 为中点的成对根共有

 
2

1
12

1
j

s

j
j ll

ll 





对，而且 

  



















s

j
jj

s

j
jj lllll

ll
lL

1
21

2

1
21 2

2

1
2  

其中 nl  时， 0s ， 2nL  ； 0l 时， 2
1

12 j

s

j
j llL 



 。 

证明 1) 不妨设 00 xz  是   0zf 的一个根，由定理 16，则相应的  0xx  是  xQ 的

一次因式。 00 xz  是   0zf 的 l 重根，于是相应的  0xx  是  xQ 的 l 次因式。 

2) 不妨设 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根 (其中 Cy 0 )，则

001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 在 z 平面上以 0x 为中点的成对根，由定理 16，则相
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应的  0xx  是  xQ 的 2 次因式。 

00 xz  是   0zf 的 l 重根， l 个 00 xz  本身可组合成   0zf 在 z 平面上以 0x 为中

点的成对 0x 根 00 xz  ， 00 xz  有
 

2

1ll
对。 

jj iyxz  01 ， jj iyxz  02  sj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上以 0x 为中点的所有各

不相同的成对非 0x 根，其中 jj iyxz  01 ， jj iyxz  02  分别是   0zf 的 1jl 重和 2jl 重

根，可组合成   0zf 在 z 平面上的以 0x 为中点的成对非 0x 根 jj iyxz  01 ，

jj iyxz  02 有 21 jj ll 对  sj ,,2,1  ，于是   0zf 在 z 平面上的以 0x 为中点的成对非 0x

根共有


s

j
jj ll

1
21 对。 

因此，   0zf 在 z 平面上以 0x 为中点的成对根共有
 

2
1

12

1
j

s

j
j ll

ll 





对，于是相应

的  0xx  是  xQ 的
 














 


s

j
jj ll

ll

1
212

1
2 次因式。 

综合 1) 2)，则  0xx  是  xQ 的
 















 



s

j
jj ll

ll
l

1
212

1
2 重因式，又 0x 是   0xQ 的 L

重根，于是
  




















s

j
jj

s

j
jj lllll

ll
lL

1
21

2

1
21 2

2

1
2 ，故命题成立。】 

推论 3 设 Cz 0 ，若 0zz  是   0zf 的 l 重根，则  0,0z 是方程组(2)的 2l 重解。 

证明 根据定理 16，若 0zz  是   0zf 的 l 重根，则它对应(2)的 l 个解  0,0z ；这 l

个 0zz  本身可组合成   0zf 的
 

2

1ll
对复根 0zz  ， 0zz  ，它们对应(2)的

 
2

1ll
对

复数解  0,0z ，  0,0z 。于是  0,0z 是(2)所有复数解(含相同解)组成的集合的 2l 重元素，

因此  0,0z 是(2)的 2l 重解。】 

推论 4 设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ，若 001 iyxz  和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l

重和 2l 重根，则它们对应着方程组(2)的  221 ll  个解，其中  0,1z 和  0,2z 分别是(2)的 2
1l

重和 2
2l 重解，而  00 , yx 和  00 , yx  都是(2)的 21ll 重解。 
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证明 根据推论 3，则  0,1z 和  0,2z 分别是(2)的 2
1l 重和 2

2l 重解。 

由于 001 iyxz  和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，它们可组合成

  0zf 的 21ll 对复根 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，由定理 16，则(2)有 21ll 对复数解  00 , yx ，

 00 , yx  与之相对应，于是  00 , yx 和  00 , yx  都是(2)所有复数解(含相同解)组成的集合

的 21ll 重元素，因此  00 , yx 和  00 , yx  都是(2)的 21ll 重解。 

(2) 以上这些解的个数合计为  22121
2
2

2
1 2 llllll  。】 

推论 5 设 Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ，若 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 在 z 平

面直线 0xx  上的一对 l 重共轭根，则它们对应着方程组(2)的 24l 个解，其中  0,1z ，

 0,2z ，  00 , yx ，  00 , yx  都是(2)的 2l 重解。 

证明 在推论 4 中令 Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ， lll  21 即得。】 

推论 6 n次方程   0zf 复根的实部均为   0xQ 的实根，   0xQ 至少有一个实根。 

证明 由于   0zf 的 n个复根或为实根，或为成对共轭复根，由定理 16，其实根

或共轭复根的实部均为   0xQ 的实根，于是可以说   0zf 复根的实部均为   0xQ 的

实根，又 1n ，因此   0xQ 至少有一个实根。】 

要求   0zf 复根的实部，由推论 6 可先求   0xQ 的实根。作以    xQxQ ', 为基的

施图姆序列的标准型和扩展型，标准型和扩展型在点 x  Rx 的变号数分别记为
Q
xV 和

Q
xU 。 

设 HVV QQ   ，由推论 6，则 1H ，于是可在   , 内找到   0xQ 实根的

H 个隔离区间： 11, ， 22 , ，， HH  , ，其中 HH   2211 ，

且   0jQ  ，   0jQ  ， 1 QQ

jj
VV  ， Hj ,,2,1  。于是   0xQ 的 H 个各不相同

的实根就可表示为
 

),,,,( 22 110

,

nnj AAAAx
jj

 


( 或简写成
   Qx

jj

j

 ,
 ) ，

Hj ,,2,1  ，其中 jx 是   0xQ 的 QQ
j jj

UUL   重实根。 

  0xQ 的实根总数为：   


 
H

j
j

H

j

QQQQ LUUUU
jj

11
 。 

 xQ 的实根因式可表示为：
 









 

 




 

H

j

UU

nn

Q

j

Q

jjj
AAAAx

1
110

,
),,,,( 22
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若 ,  均为有限实数，且   0x ，   0Q ，  0 0Q x  ，   0Q ， 1 QQ VV  ，

则   0xQ 在区间   , 内的根
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


(即

   Qx
 ,

0 )，根 0x 的

重数 QQ UUL   。 

为了方便与二元多项式方程组(2)进行对比，我们也可以将方程组 

 
 







0,
0,

01

00

yxf
yxf                                 02 x  

视为关于 0x ，y 的二元多项式方程组。设 Cx 0 ， Cy 0 ，若    yxfyxf ,,, 0100 在 0yy 

时函数值满足   0, 000 yxf 且   0, 001 yxf ，则称  00 , yx 是方程组   02 x 的一个(复数)解。 

 00 , yx 是   02 x 的解的充要条件是：    yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 。 

再设 l 为非负整数，若    yxfyy l ,| 000 且    yxfyy l ,| 010 ，但   1
0

 lyy 不能同时

整除    yxfyxf ,,, 0100 ，则称  00 , yx 是方程组   02 x 的 l 重(复数)解。统计解的个数，重解

按重数计算。设   02 x 复数解(含重解)的个数为
0xK ，则 nKx 

0
。由   02 x 所有复数解(含

重解)组成的集合可写成 

   
     











 

 02
0,
0,

|,
01

00
0

xCy
yxf
yxf

yx  

 00 , yx 是   02 x 的 l 重解的充要条件是：  00 , yx 是   02 x 所有复数解组成的解集的 l 重元

素。 

定理 17 设 Cx 0 ，   00 xQ ，则   02 x 所有复数解(含重解)组成的集合是方程组(2)

所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中 0xx  的全部解(含相同解)组成的集合的子

集，即 

   
     











 

 02
0,
0,

|,
01

00
0

xCy
yxf
yxf

yx     
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx  

其中      1, ' zfzf 时，有 

   
     











 

 02
0,
0,

|,
01

00
0

xCy
yxf
yxf

yx     
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx  

证明 由 Cx 0 ，   00 xQ ，则   02 x 有解。记 
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 02
0,
0,

|,
01

00
0

xCy
yxf
yxf

yxA ，    
     











 

 2,
0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yxB  

则 A是由   02 x 所有复数解组成的集合，B 是由(2)所有复数解组成的集合   yx, 中 0xx 

的全部解组成的集合， A和 B 是两个允许有重元的有限集合。 

对   Ayx j 
0

,0 ，   Alyx j 
0

,0 ，则 1l ， 
0

,0 jyx 是   02 x 的任意一个解，且  
0

,0 jyx

是   02 x 的 l 重解，即    yxfyy l
j ,| 000

 且    yxfyy l
j ,| 010

 ，但   1
0

 l
jyy 不能同时整除

   yxfyxf ,,, 0100 。那么 

1) 0
0
jy 时，    Alx 0,0 ，  yxfyl ,| 00 且  yxfyl ,| 01 ，但 1ly 不能同时整除

 0 0 , ,f x y  1 0 ,f x y ，由定理 6 推论 3，则  iyxfyl 0| ，但 1ly 不能整除  iyxf 0 ，即

00 xz  是   0zf 的 l 重根。由定理 16 推论 3 则  0,0x 是方程组(2)的 2l 重解，故  0,0x 是

(2)所有复数解组成的集合的 2l 重元素，从而也是 B 的 2l 重元素，由 1l ， ll 2 ，则  0,0x

是 B 的 l 重以上(含 重)元素，即    Blx 0,0 。 

2) 0
0
jy 时，   yxdyy l

j ,| 00
 但   1

0

 l
jyy 不能整除  yxd ,0 。由   0,0 yxd 根的

性质１推论３则    yxdyy l
j ,| 00

 ，但   1
0

 l
jyy 不能整除  yxd ,0 ，故

0j
y ，

0j
y 是

  0,0 yxd 的一对 l 重根。不妨设
001 jiyxz  和

002 jiyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l

重根，由定理 14 推论 4 则  21,min lll  。由定理 16 推论 4，则  
0

,0 jyx ，  
0

,0 jyx  都是

方程组(2)的 21ll 重解，故  
0

,0 jyx 是(2)所有复数解组成的集合的 21ll 重元素，从而也是 B

的 21ll 重元素。由  21,min lll  且 1l ， ，则  
0

,0 jyx 是 B 的 l 重以上(含 重)元

素，即    Blyx j 
0

,0 。 

总之，由   Ayx j 
0

,0 ，    Alyx j 
0

,0     Blyx j 
0

,0 ，故 BA  ，即 

   
     











 

 02
0,
0,

|,
01

00
0

xCy
yxf
yxf

yx     
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx  

其中      1, ' zfzf 时，   0zf 的根均为 1 重根(即单根)。我们说，   02 x 的解均为 1 重

解，即 A的元素都是１重元素。否则，假设存在    Alyx j 
0

,0 ， 1l ，那么重复上面论

证可知： 0
0
jy 时， 00 xz  是   0zf 的 l 重根，其中 1l ，矛盾； 0

0
jy 时，由于

l

llll  2
21 l
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 21,min lll  且 1l ，则 11 l ， 12 l ，
001 jiyxz  和

002 jiyxz  分别是   0zf 的 1l 重

和 2l 重根，矛盾。 

因此，对   Ayx j 
0

,0 ，   Alyx j 
0

,0 ，则 1l ，重复论证可知： 0
0
jy 时， 12  ll ，

于是  0,0x 是 B 的 l 重元素，即    Blx 0,0 ； 0
0
jy 时，  21,min lll  且 1l ， 11 l ， 12 l ，

则 12
21  llll ，于是  

0
,0 jyx 是 B 的 l 重元素，即    Blyx j 

0
,0 。总之，由 

  Ayx j 
0

,0 ，    Alyx j 
0

,0      Blyx j 
0

,0 。 

反过来，对   Byx j 
1

,0 ，那么  
1

,0 jyx 是方程组(2)的解，由定理 1，则
1j

y 是   02 x

的解，由新定义即  
1

,0 jyx 是   02 x 的解，于是   Ayx j 
1

,0 ，即由   Byx j 
1

,0 

  Ayx j 
1

,0 。 

根据预章定理 1，则 BA  ，即 

   
     











 

 02
0,
0,

|,
01

00
0

xCy
yxf
yxf

yx     
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx 。】 

定理 18 设 Cx 0 ，   00 xQ ，   02 x 复数解(含重解)的个数为
0xK ，方程组(2)所有

复数解(含相同解)组成的解集合   yx, 中 0xx  的全部解(含相同解)的个数为 L ，则

LKx 
0

，其中      1, ' zfzf 时， LKx 
0

。 

证明 不妨设 A是由   02 x 所有复数解组成的集合，B 是由(2)所有复数解组成的集合

  yx, 中 0xx  的全部解组成的集合。由题设，则 A的元素个数为
0xK ， B 的元素个数

为 L 。由定理 17，则 BA  ，因此 LKx 
0

，其中      1, ' zfzf 时， BA  ，于是 LKx 
0

。】 

显然，二元和一元方程组   02 x 复数解的个数相等，定理 18 中   02 x 的复数解，无论

用一元或二元法表示，命题均成立。 

例 19 设 Ra ，若 az  是 n次方程   0zf 的 n重实根，则  0,a 是方程组(2)的 2n 重

实数解，而  
   n
n

y
n

af
yaf

!
,0  ，   0,1 yaf ，于是  0,a 是  a2 的 n重实数解(即0是  a2

的 n重实数解)，  a2 复数解的个数 nK a  ，方程组(2)所有复数解组成的集合   yx, 中

ax  的全部解的个数 2nL  ，显然有 LK a  。 

定理 19 设 Cx 0 ， L 为正整数，若 0x 是   0xQ 的 L 重根，   02 x 复数解(含重解)
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的个数为
0xK ，则 LKx 

0
，其中      1, ' zfzf 时， LKx 

0
。 

证明 由定理 16 推论 1 和定理 18 即得。】 

定理 20 设 Cx 0 ， L 为正整数，若 0xx  是   0xQ 的 L 重根，  yxd ,0 关于 y 的

次数为 K ，则 LK  ，其中      1, ' zfzf 时， LK  。 

证明 由定理 2 推论 2 和定理 19 即得。】 
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第三章 
施图姆序列之一 

§1 恒定元为实数 a 的方程组 

设多项式   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ，其中 1n  ， 00 a ， Ra j  ，

0,1,2, ,j n  。令 Ra ， iyaz  ，则由第二章可知 

  zf          yafiyafiiyaFiyaFiyaf nn ,,,, 1
1

010
     yaifyafin ,, 10   

其中
 

     
 

  
 

 
  
 

  
 

  
 















































5
5

3
3

1
1

1

4
4

2
2

0

!5!3!1
,

!4!2!
,

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

y
n

af
y

n

af
y

n

af
yaf

y
n

af
y

n

af
y

n

af
yaf

 

 yaf ,0 和  yaf ,1 是 y的实系数多项式，为 y的奇偶函数。于是由关系式 

  zf  iyaf      yaifyafin ,, 10                     a1  

可得 y的实系数一元多项式方程组 

 
 







0,
0,

1

0

yaf
yaf                                  a2  

其中 a 为恒定元，y是变元。
  

0
! 0  a

n

af n

，故    yafyaf ,,, 10 是两个 y的系数不全为

零的多项式。 

定理 1 设 Ra ， Cy 0 ，则  0, ya 是方程组(2)的解的充要条件是： 0y 是  a2 的解。 

证明 在第二章定理１中令 Rax 0 即得。】 

简记    yfyaf 00 ,  ，    yfyaf 11 ,  ，称为点 a 的    yfyf 10 , ，则方程组  a2 可简写

为 

 
 







0
0

1

0

yf
yf                                  a2  

实系数多项式    yfyf 10 , 为奇偶函数。
  

0
! 0  a

n

af n

，故  yf0 是次数为 n 的多项式，

但  yf1 却有可能是零多项式，即当它的系数全为零时。关系式  a1 可写成 
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  zf  iyaf      yifyfin
10                        a1  

设 Ra ， Cy 0 ，若点 a 的    yfyf 10 , 在 0yy  时函数值满足   000 yf 且   001 yf ，

则 0y 是方程组  a2 的一个(复数)解。若点 a 的   01 yf ，则点 a 的  yf0 ( 0 )的根就是

 a2 的解。显然， 0y 是  a2 的解的充要条件是：    yfyy 00 | 且    yfyy 10 | 。 

再设 l 为非负整数，若    yfyy l
00 | 且    yfyy l

10 | ，但   1
0

 lyy 不能同时整除

   yfyf 10 , ，则 0y 是方程组  a2 的 l 重(复数)解。若点 a 的   01 yf ，则点 a 的  yf0 ( 0 )

的 l 重根就是  a2 的 l 重解。由  a2 所有复数解(含重解)组成的集合是允许有重元的有

限集合，可写成 

 
     











 

 aCy
yf
yf

y 2
0
0

|
1

0  

显然， 0y 是简写前  a2 的解的充要条件是： 0y 是简写后  a2 的解。将  a2 简写不

影响定理 1 命题的成立，以下各定理也是如此。 

当点 a 的  yf1  0时，将  a2 所有复数解(含重解)组成的集合记作    10 ff  ，

且称它是方程   00 yf 所有复根组成的集合与方程   01 yf 所有复根组成的集合的交

集。若   1f ，则    10 ff   。交集    10 ff  的本质特征：设 Cy 0 ，

10 ,, lll 均为非负整数，则      100 ffly      000 fly  ，    110 fly  ，其中

 10 ,min lll  。 

当点 a 的   01 yf 时，若仍然把   01 yf 看作方程，则任意复数都是它的根，而且

根的重数都是无限次的。在预章由零多项式方程   01 yf 所有复根组成的集合  1f

称为整式方程的根全集。根全集  1f 是一个允许有重元的无限集合，任意复数都是

它的元素，而且元素的重数也都是无限次的。若套用子集定义，则有    10 ff  。

为了统一，这时仍将  a2 所有复数解(含重解)组成的集合记作    10 ff  ，且称它

是方程   00 yf 所有复根组成的集合与零多项式方程   01 yf 所有复根组成的集合的

交集。这时，  a2 就转化为   00 yf ，故    10 ff  的本质特征是    10 ff 

 0f 。 

总之，无论点 a 的  yf1 是否是非零多项式，都有 
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 aCy
yf
yf

y 2
0
0

|
1

0    10 ff  。 

0y 是  a2 的 l 重解的充要条件是：      100 ffly  。 

定理 2 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a2 的解，则 a 是   0xQ 的根；反过来，若 a 是

  0xQ 的根，则至少存在一个复数 0y ，使 0y 是  a2 的解。 

证明 由定理１和第二章定理 15 即得。】 

推论 设 Ra ，则  a2 有解的充要条件是：   0aQ 。 

证明 由定理 2 即得。】 

引理 设 Ra ，   0aQ ，  a2 复数解(含重解)的个数为 aK ，方程组(2)所有复数

解(含相同解)组成的集合   yx, 中 ax  的全部解(含相同解)的个数为 L，则 LKa  ，其

中      1, ' zfzf 时， LKa  。 

证明 由第二章定理 18 即得。】 

定理 3 设 Ra ， L为正整数，若 ax  是   0xQ 的 L重根，  a2 复数解(含重解)

的个数为 aK ，则 LKa  ，其中      1, ' zfzf 时， LKa  。 

证明 由引理和第二章定理 16 推论 1 即得。】 

 a2 解的性质 

性质 1 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a2 的解，则 0y 也是  a2 的解。 

证明 点 a 的    yfyf 10 , 为奇偶函数，因此命题成立。】 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y 是  a2 的解的充要条件是： 0y 是  a2 的解。 

证明 由性质 1 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ，则    yfyy 00 | 且    yfyy 10 | 的充要条件是： 

   yfyy 00 | 且    yfyy 10 |  

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则    yfyy l
00 | 且    yfyy l

10 | 的充

要条件是：    yfyy l
00 | 且    yfyy l

10 | 。 

证明  在第二章   02 x 解的性质 1 推论 3 中令 Rax 0 ，简记    yfyaf 00 ,  ，

   yfyaf 11 ,  即得。】 
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推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l 为非负整数，则 0y 是  a2 的 l 重解的充要条件是： 0y

是  a2 的 l 重解。 

证明 根据推论 3 即得。】 

推论 5 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 0y ， 0y 是  a2 的一对 l 重解

的充要条件是：    yfyy
l

0
2
0

2 | 且    yfyy
l

1
2
0

2 | ，但   12
0

2 


l
yy 不能同时整除

   yfyf 10 , 。 

证明  在第二章   02 x 解的性质 1 推论 5 中令 Rax 0 ，简记    yfyaf 00 ,  ，

   yfyaf 11 ,  即得。】 

性质 2 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a2 的解，则 0y 也是  a2 的解。 

证明 若 0y 是  a2 的解，则   000 yf 且   001 yf 。点 a 的    yfyf 10 , 为实系数多项

式，于是     000000  yfyf 且     000101  yfyf 。故 0y 也是  a2 的解。】 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y 是  a2 的解的充要条件是： 0y 是  a2 的解。 

证明 由性质 2 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ，则    yfyy 00 | 且    yfyy 10 | 的充要条件是： 

   yfyy 00 | 且    yfyy 10 |  

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则    yfyy l
00 | 且    yfyy l

10 | 的充

要条件是：    yfyy
l

00 | 且    yfyy
l

10 | 。 

证明 在第二章   02 x 解的性质 2推论 3 中简记    yfyaf 00 ,  ，    yfyaf 11 ,  即得。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 0y 是  a2 的 l 重解的充要条件是： 0y

是  a2 的 l 重解。 

证明 根据推论 3 即得。】 

例 1 设 Ra ， Cy 0 ，l 为非负整数，则 1) 若 0y 是  a2 的解，则 0y ， 0y ， 0y

都是  a2 的解；2) 若 0y 是  a2 的 l 重解，则 0y ， 0y ， 0y 都是  a2 的 l 重解。 

定理 4 设 Ra ， Cy 0 ， l 为正整数，若    yfyy l
00 | 且    yfyy l

10 | ，则

   iyafyy l  |0 ，即 00 iyaz  是   0zf 的 l 重以上根。 
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证明 在第二章定理 4 中令 Rax 0 ，简记    yfyaf 00 ,  ，    yfyaf 11 ,  即得。】 

推论 设 Ra ， l 为正整数，若  yfyl
0| 且  yfyl

1| ，则  iyafyl | ，即 az 0 是

  0zf 的 l 重以上(含 重)实根。 

证明 在定理 4 中令 00 y 即得。】 

定理 5 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a2 的解，则 00 iyaz  是   0zf 的根。 

证明 由定理 1 和第二章定理 5 即得。】 

推论 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a2 的解，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ， 02 yiaz  ，

01 yiaz  都是   0zf 的根。 

证明 由  a2 解的性质和定理 5 即得。】 

定理 6 设 Ra ，则 az 0 是   0zf 的根的充要条件是： 0是  a2 的解。 

证明 由定理 1 和第二章定理 6 推论 1 即得。】 

定理 6 表明 设 Ra ，则  iyafy | 的充要条件是：  yfy 0| 且  yfy 1| 。 

例 2 设 Ra ，若 az 0 是   0zf 的根，由定理 6 和定理 2 推论，则   0aQ 。 

设 Ra ， iyaz  ，简记    iyFiyaF 00 ,  ，    iyFiyaF 11 ,  ，则    yfiiyF n
00  ，

   yfiiyF n
1

1
1

 ，            yfiyfiiyFiyFiyafzf nn
1

1
010

 。 

作点 a 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

        yfyfyfyf m,,,, 210                          a3  

 a3 内均为实系数多项式，其中        yfyfyqyf jjjj 21   ，即       yfyfremyf jjj 12 ,   ，

 1,,2,1,0  mj  ，且   01  yfm ， 后多项式  yfm 是    yfyf jj 1,  的 大公因式。 a3

内的函数交替为奇偶函数，  yfm 为偶或奇函数。由于 
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其中 00a
  

0
! 0  a

n

af n

，从而将  a3 写成 

    4
02

2
01000

nnn yayayayf  

    5
12

3
11

1
101

nnn yayayayf  

  

    4
2

2
10

K
m

K
m

K
mm yayayayf  

后的 K 次多项式  yfm 是    yfyf 10 , 的 大公因式。 

点 a 的    yfyf 10 , 是两个不全为零的多项式，它们的 大公因式是非零多项式，于

是用     yfyf 10 , 来表示首项系数是1的那个 大公因式。 

若      1, 10 yfyf ，则称点 a 的    yfyf 10 , 互素。 

设 Ra ，   0aQ ，由定理 2 推论则  a2 有解，根据预章定理 2 推论 2，则  a3 内  yfm

的次数 1K ，      1, 10 yfyf 。可设
     
     







yfygyf
yfygyf

m

m

11

00  (即
     
     







yafyagyaf
yafyagyaf

m

m

,,,
,,,

11

00 )。

其中实系数多项式    ygyg 10 , 为奇偶函数，  yg0 是非零多项式，但  yg1 却有可能是

零多项式，根据预章定理 5，则
 
 







0
0

1

0

yg
yg

无解，      1, 10 ygyg ，于是 

             yifyfiyaifyafiiyafzf nn
1010 ,,        yfyigygi m

n
10  。 

令         yigygiiyagzg Kn
10   ，则      ][ yfiiyagiyaf m

K ，其中 K 为  yfm 的

次数，令    yfiiyF m
K

m  ，则        iyFiyagiyafzf m ，于是 

     azFzgzf m  。 

该式与 a 有关，它是  zf 在 z 平面实轴上点 a 的分解式，其中  zg 为点 a 的  zg ，

   azFm   iyFm  yfi m
K ，  azFm  为  az  的偶或奇函数，    azFm  azaFm , ，

 azaFm , 是关于 a ， az  的实系数二元多项式，且 Ra ，于是  azFm  是  az  的

实系数 K 次多项式，也是 z 的实系数 K 次多项式，因此  zg 是实系数 Kn  次多项式。 

由
     
     







yfygyf
yfygyf

m

m

11

00  可得 
     
     











][
][

1
1

1
1

00

yfiygiyfi
yfiygiyfi

m
KKnn

m
KKnn

 

令    ygiiyG Kn
00

 ，    ygiiyG Kn
1

1
1

 ，又    yfiiyF n
00  ，    yfiiyF n

1
1

1
 ，    yfiiyF m

K
m  ，

于是
     
     







iyFiyGiyF
iyFiyGiyF

m

m

11

00 ，由 iyaz  ，则有
     
     







azFazGazF
azFazGazF

m

m

11

00  
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其中  azF 0 是  az  的次数为 n 的多项式，但  azF 1 却有可能是  az  的零多项式，

即当它关于  az  的系数全为零时。由于  a2 有解，
     
     







 yfiiyFazF
yfiiyFazF

n

n

1
1

11

000 ，于是

 
 







0
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1

0

azF
azF

有解，故  ,0 azF   azF 1 关于  az  非互素，即      1, 10  azFazF 。 

 
 







0
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1
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azG
azG

无解。否则，假如
 
 







0
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1

0

azG
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有解，则  Cy 0 ，将 00 iyaz  代

入
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1

0

azG
azG

后，满足
 
 







0
0

01

00

azG
azG

，从而有
     
     











0
0

01
1

0101

000000

ygiiyGazG
ygiiyGazG

Kn

Kn

 

于是 0y 是
 
 







0
0

1

0

yg
yg

的解，矛盾。因此，      1, 10  azGazG ，即  ,0 azG   azG 1 关

于  az  互素，  azFm  是  ,0 azF   azF 1 关于  az  的一个 大公因式。 

综上所述，设 Ra ，若   0aQ ，则  a3 内  yfm 的次数 1K ，  zf 就能在 z 平面

实轴上的点 a 分解成两个 z 的实系数多项式  zg 与  azFm  的乘积，即 

     azFzgzf m   

其中  zg 为点 a 的  zg ，由 iyaz  ，该式又可写成      ][ yfiiyagiyaf m
K 。于是

说点 a 的  zg ，就意味着      azFzgzf m  或      ][ yfiiyagiyaf m
K 。反之亦然。 

点 a 的  zg 性质 1 设 Ra ，         yigygiiyagzg Kn
10   ，其中实系数多项式 

   ygyg 10 , 为奇偶函数，并且      1, 10 ygyg ，则   0ag ，于是  az  不能整除  zg ，

即 y不能整除  iyag  。 

证明 1 用反证法：假如   0ag ，则 az  是   0zg 的根，由定理 6，则 0是
 
 







0
0

1

0

yg
yg

的解，于是  ygy 0| 且  ygy 1| ，从而    ygyg 10 , 非互素，矛盾。所以，   0ag ，于是  az 

不能整除  zg ，由    iyagzg  的整除性质，则 y不能整除  iyag  。】 

证明2 在第二章点 0x 的  zg 性质1中令 Rax 0 ，简记    ygyag 00 ,  ，    ygyag 11 , 

即得。】 

下面是定理 6 的推论 

推论 1 设 Ra ，l 为非负整数，则  iyafyl | 的充要条件是：  yfyl
0| 且  yfyl

1| 。 

证明 第二章定理 6 推论 3 中令 ax 0 R ，简记    yfyaf 00 ,  ，    yfyaf 11 ,  即
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得。】 

推论 2 设 Ra ， l 为非负整数，则 az 0 是   0zf 的 l 重根的充要条件是： 0是

 a2 的 l 重解。 

证明 根据推论 1 即得。】 

  0zf 一对复根的性质 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的

一对复根的充要条件是：    iyafyy  |2
0

2 。 

证明 在第二章   0zf 一对复根的性质中令 ax 0 R 即得。】 

定义 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y ， 0y 都是方程组  a2 的解，特别当 00 y 时，0是

 a2 的 2 重以上解，即  yfy 0
2 | 且  yfy 1

2 | ，则称 0y ， 0y 是  a2 的一对(复数)解。 

 a2 一对复数解的性质 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是  a2 的一对复数解的充要

条件是：    yfyy 0
2
0

2 | 且    yfyy 1
2
0

2 | 。 

证明  在第二章   02 x 一对复数解的性质中令 Rax 0 ，简记    yfyaf 00 ,  ，

   yfyaf 11 ,  即得。】 

引理 设 Ra ， Cy 0 ，则  0, ya ，  0, ya  是方程组(2)的一对复数解的充要条件

是： 0y ， 0y 是  a2 的一对复数解。 

证明 在第二章定理 8 引理中令 Rax 0 即得。】 

定理 7 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对复根的充要

条件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对复数解。 

证明 由引理和第二章定理 7 推论 2 即得。】 

定理 7 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则    iyafyy  |2
0

2 的充要条件是： 

   yfyy 0
2
0

2 | 且    yfyy 1
2
0

2 | 。 

例 3 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对复根，由定理

7 和定理 2 推论，则   0aQ 。 

推论 1 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对 a 实根的充要条件是：0，0是

 a2 的一对 0实数解。 

证明 在定理 7 中令 00 y 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对非 a
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复根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对非 0复数解。 

证明 在定理 7 中令 00 y 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面

直线 ax  上的一对共轭根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对非 0实数解。 

证明 在推论 2 中令 Ry 0 即得。】 

推论 4 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面实

轴上的一对非 a 实根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对纯虚数解。 

证明 在推论 2 中令 0y 为纯虚数即得。】 

推论 5 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 0y ， 0y ； 0y ， 0y 是  a2 的两对不相同的

复数解。 

证明 根据推论 2 即得。】 

例 4 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 0y ， 0y ； 0y ， 0y 是  a2 的两对不相同的复数解的充

要条件是：    yfyyyy 0
2
0

22
0

2 |




  且    yfyyyy 1

2
0

22
0

2 |




  。 

证明 在第二章例 14 中简记    yfyaf 00 ,  ，    yfyaf 11 ,  即得。】 

推论 5 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则    iyafyyyy 





  |2

0
22

0
2 的充要条件是： 

   yfyyyy 0
2
0

22
0

2 |




  且    yfyyyy 1

2
0

22
0

2 |




  。 

推论 6 设 Ra ， Ry 0 ，则 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的根的充

要条件是： 0y 是  a2 的实数解。 

证明 由定理 1 和第二章定理 7 推论 5 即得。】 

推论 6 表明 设 Ra ， Ry 0 ，则    iyafyy  |0 的充要条件是： 

   yfyy 00 | 且    yfyy 10 |  

点 a 的  zg 性质 2 设 Ra ，         yigygiiyagzg Kn
10   ，其中实系数多项

式    ygyg 10 , 为奇偶函数，并且      1, 10 ygyg ，于是 1)   0zg 没有以 a 为中点的成

对根；2) 设 Cy 0 且 0
0
jy ， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则  1zz  和  2zz  不能同时
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整除  zg ，即  0yy  和  0yy  不能同时整除  iyag  。 

证明 1 1) 用反证法：假如   0zg 有以 a 为中点的成对根，设为 01 iyaz  ，

02 iyaz  ( Cy 0 )，根据定理 7，则 0y ， 0y 是
 
 







0
0

1

0

yg
yg

的一对复数解。由一对复数

解的性质，则    ygyy 0
2
0

2 | 且    ygyy 1
2
0

2 | ，于是  ,0 yg  yg1 非互素，矛盾。所以

  0zg 没有以 a 为中点的成对根。2) 由 1)和    iyagzg  的整除性质即得。】 

证明 2 在第二章点 0x 的  zg 性质 2 中令 Rax 0 ，简记    ygyag 00 ,  ，

   ygyag 11 ,  即得。】 
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§2 最大公因式方程(一) 

设施图姆序列  a3 内  yfm 的次数为 K ，且记 

  0yfm                                    a4  

则称它为  a3 后的 K 次方程  a4 。显然， 0y 是  a4 的根的充要条件是：   yfyy m|0 。

0y 是  a4 的 l 重根的充要条件是：    yfyy m
l |0 ，但   1

0
 lyy 不能整除  yfm 。 

 a4 所有复根 (含重根 )组成的集合可写成       a
m Cyyfy 40|  ，或记作

 mf ，于是         m
a

m fCyyfy  40| 。 0y 是  a4 的 l 重根的充要条件是：

   mfly 0 。 

 yfm 是    yfyf 10 , 的 大公因式，下面定理 1 及推论根据预 章定理 2 及推论即

得。 

定理 1 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 

1) 0y 是  a2 的解的充要条件是： 0y 是  a4 的根。 

2) 0y 是  a2 的 l 重解的充要条件是： 0y 是  a4 的 l 重根。 

推论 1 设 Ra ，则  a2 所有复数解(含重解)组成的集合与  a4 所有复根(含重根)

组成的集合是两个相等的集合，即    10 ff   mf ，故  a4 的所有复根就是

 a2 的所有复数解。 

推论 2 设 Ra ， a2 复数解(含重解)的个数为 aK ， a4 的次数为 K ，则 KKa  ，

故  a2 有解的充要条件是： 1K 。 

推论 3 设 Ra ，则  a2 无解的充要条件是：      1, 10 yfyf 。 

推论 4 设 Ra ，在  a3 内，1) 当  yf1  0时，设 Cy 0 ， 10 ,, lll 均为非负整数，

则 

   mfly 0     000 fly  ，    110 fly  ，其中  10 ,min lll  。 

2) 当   01 yf 时，则    yfyfm 0 ， 0m 。 

定理 2 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a4 的根，则 a 是   0xQ 的根；反过来，若 a 是

  0xQ 的根，则至少存在一个复数 0y ，使 0y 是  a4 的根。 
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证明 由定理 1 和§1 定理 2 即得。】 

推论 1 设 Ra ，则  a4 次数(即  a3 内  yfm 的次数) 1K 的充要条件是：   0aQ 。 

证明 由定理 2 即得。】 

定义 设  zf 的次数 1n ， Ra ，  a3 内  yfm 的次数为 K ，于是 1) 当 0K 时，

     1, 10 yfyf ，点 a 的    yfyf 10 , 互素，则称 a 是   0zf 的一个互素点；2) 当 nK 1

时，      1, 10 yfyf ，点 a 的    yfyf 10 , 非互素，则称 a 是   0zf 的一个非互素点。 

由该定义，推论 1 可写成推论 2 和 3。 

推论 2 设 Ra ，则 a 是   0zf 的非互素点的充要条件是：   0aQ 。 

推论 3 设 Ra ，则 a 是   0zf 的互素点的充要条件是：   0aQ 。 

在 z 平面实轴上任意取一点 a ，若 a 是   0xQ 的根，则 a 是   0zf 的非互素点，

否则 a 就是   0zf 的互素点。 

例 1 设
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


，则  , 均为有限实数，且 

  0x ，   0Q ，   0Q ，   00 xQ ， 1 QQ VV  。 

由推论 2 和 3，则 0x 是   0zf 的非互素点， 和  都是   0zf 的互素点。 

定理 3 设 Ra ，L为正整数， ax  是   0xQ 的 L重根， a4 的次数为 K ，则 LK  ，

其中      1, ' zfzf 时， LK  。 

证明  a4 的次数为 K ，由定理 1 推论 2，则  a2 复数解(含重解)的个数也为 K ，

再由§1 定理 3 即得。】 

推论 设 Ra ，L为正整数， ax  是   0xQ 的 L重根， a4 的次数为 K ，若 LK  ，

则   0zf 有重根。 

证明 用反证法。假设   0zf 没有重根，则      1, ' zfzf 。由定理 3，则 LK  ，

矛盾。所以   0zf 有重根。】 

 a4 根的性质 

性质 1 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a4 的根，则 0y 也是  a4 的根。 

证明  yfm 为偶或奇函数，因此命题成立。】 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y 是  a4 的根的充要条件是： 0y 是  a4 的根。 

证明 由性质 1 即得。】 
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推论 2 设 Ra ， Cy 0 ，则    yfyy m|0 的充要条件是：    yfyy m|0 。 

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l为非负整数，则 

   yfyy m
l |0 的充要条件是：    yfyy m

l |0 。 

证明 在第二章   0,0 yxd 根的性质 1 推论 3 中令 Rax 0 ，简记    yafyad m ,, 

 yfm 即得。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l为非负整数，则 0y 是  a4 的 l重根的充要条件是： 0y

是  a4 的 l重根。 

证明 根据推论 3 即得。】 

推论 5 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ， l为非负整数， 0y ， 0y 是  a4 的一对 l重根的

充要条件是：    yfyy m

l
|2

0
2  ，但   12

0
2 


l
yy 不能整除  yfm 。 

证明 在第二章   0,0 yxd 根的性质 1 推论 5 中令 Rax 0 ，简记    yafyad m ,, 

 yfm ，并将   0, yad 改为  a4 即得。】 

例 2 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，l为非负整数，根据定理 1，则 0y ， 0y 是  a2 的

一对 l重解的充要条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一对 l重根。 

 a4 是实系数代数方程，根据第二章§2 性质及其推论，它的根具有性质 2 及其推

论。 

性质 2 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a4 的根，则 0y 也是  a4 的根。 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y 是  a4 的根的充要条件是： 0y 是  a4 的根。 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ，则    yfyy m|0 的充要条件是：    yfyy m|0 。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l为非负整数，则 

   yfyy m
l |0 的充要条件是：    yfyy m

l
|0 。 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l为非负整数，则 0y 是  a4 的 l重根的充要条件是： 0y 是

 a4 的 l重根。 

例 3 设 Ra ， Cy 0 ，l为非负整数，则 1) 若 0y 是  a4 的根，则 0y ， 0y ， 0y

都是  a4 的根；2) 若 0y 是  a4 的 l重根，则 0y ， 0y ， 0y 都是  a4 的 l重根。 

定理 4 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a4 的根，则 00 iyaz  是   0zf 的根。 
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证明 由定理 1 和§1 定理 5 即得。】 

推论 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a4 的根，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ， 02 yiaz  ，

01 yiaz  都是   0zf 的根。 

证明 由  a4 根的性质和定理 4 即得。】 

定理 5 设 Ra ， l为非负整数，则 

1) az 0 是   0zf 的根的充要条件是： 0是  a4 的根； 

2) az 0 是   0zf 的 l重根的充要条件是： 0是  a4 的 l重根。 

证明 由定理 1 和§1 定理 6 及其推论 2 即得。】 

定理 5 表明 设 Ra ，l为非负整数，则 1)  iyafy | 的充要条件是：  yfy m| ；

2)  iyafyl | ，但 1ly 不能整除  iyaf  的充要条件是：  yfy m
l | ，但 1ly 不能整除

 yfm 。 

定义 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y ， 0y 都是方程  a4 的根，特别当 00 y 时，0是  a4

的 2 重以上实根，即  yfy m|2 ，则称 0y ， 0y 是  a4 的一对(复)根。 

 a4 一对复根的性质 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是  a4 的一对复根的充要条件

是：    yfyy m|2
0

2  。 

证明 在第二章   0,0 yxd 一对复根性质中令 Rax 0 ，简记      yfyafyad mm  ,, ，

并将   0, yad 改为  a4 即得。】 

引理 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是  a2 的一对复数解的充要条件是： 0y ， 0y

是  a4 的一对复根。 

证明  yfm 是    yfyf 10 , 的 大公因式，因此    yfyy 0
2
0

2 | 且    yfyy 1
2
0

2 | 的充

要条件是：    yfyy m|2
0

2  。于是命题成立。】 

定理 6 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对复根的充要

条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一对复根。 

证明 由引理和§1 定理 7 即得。】 

定理 6 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则    iyafyy  |2
0

2 的充要条件是：   yfyy m|2
0

2  。 

推论 1 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对 a 实根的充要条件是：0，0是

 a4 的一对 0实根。 
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证明 在定理 6 中令 00 y 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对非 a

复根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一对非 0复根。 

证明 在定理 6 中令 00 y 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面

直线 ax  上的一对共轭根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一对非 0实根。 

证明 在推论 2 中令 Ry 0 即得。】 

推论 4 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面实轴

上的一对非 a 实根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一对纯虚数根。 

证明 在推论 2 中令 0y 为纯虚数即得。】 

推论 5 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 0y ， 0y ； 0y ， 0y 是  a4 两对不相同的复

根。 

证明 根据推论 2 即得。】 

推论 5 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 

   iyafyyyy 




  |2

0
22

0
2 的充要条件是：    yfyyyy m|2

0
22

0
2 





  。 

推论 6 设 Ra ， Ry 0 ，则 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的根的充

要条件是： 0y 是  a4 的实根。 

证明 由定理 1 和§1 定理 7 推论 6 即得。】 

推论 6 表明 设 Ra ， Ry 0 ，则    iyafyy  |0 的充要条件是：   yfyy m|0 。 

定理 7 设 Ra ，若 a 是   0zf 的互素点，则   0zf 在 z 平面直线 ax  上没有根。 

证明 若 a 是   0zf 的互素点，由定理 2 推论 3，则   0aQ 。用反证法。假如

  0zf 在直线 ax  上有根 00 iyaz  (其中 Ry 0 )，由定理 6 推论 6，则 0y 是  a4 的

实根，根据定理 2，则   0aQ ，矛盾。所以，   0zf 在直线 ax  上没有根。】 

定理 8 设 Ra ，K 为正整数，      ][ yfiiyagiyaf m
K ， Cy 0 且 00 y ， 21, ll

为非负整数，若 01 iyaz  和 02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时，

   iyagyy  |0 ，但  0yy  不能整除  iyag  ；2) 21 ll  时，    iyagyy  |0 ，但
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 0yy  不能整除  iyag  ；3) 21 ll  时，  0yy  和  0yy  都不能整除  iyag  。 

证明 在第二章定理 13 推论中令 Rax 0 ，并将  yad , 记为  yfm 即得。】 

下面定理 9 及其推论 1 和 2，由 Ra ，   0aQ ，根据§1 定理 2 推论，则  a2 有

解，于是分别在第二章定理 14 推论 3 和 4 中令 Rax 0 ，包括推论 5 在内将   0, yad

改为  a4 即得。】 

定理 9 设 Ra ，   0aQ ， Cy 0 且 00 y ， 21, ll 为非负整数，若 01 iyaz  和

02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 0y ， 0y 是  a4 的一对 2l 重

根， 01 iyaz  是   0zg 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时， 0y ， 0y 是  a4 的一对 1l 重根，

02 iyaz  是   0zg 的 12 ll  重根；3) 21 ll  时，记 lll  21 ，则 0y ， 0y 是  a4 的一

对 l重根， 01 iyaz  和 02 iyaz  都不是   0zg 的根。 

推论１ 设 Ra ，   0aQ ， Cy 0 且 00 y ， lll ,, 21 为非负整数， 01 iyaz  和

02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 0y ， 0y 是  a4 的一对 l 重根的充要条件

是：  21,min lll  。 

推论 2 设 Ra ，   0aQ ， Ry 0 且 00 y ，l为非负整数，则 01 iyaz  ， 02 iyaz 

是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一

对 l重实根。 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 ，l为非负整数，则 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax 

上的 l重根的充要条件是： 0y 是  a4 的 l重实根。 

证明 假如 00 y ，由定理 5，命题成立。假如 00 y ，则 1) 0l 时，由定理 6 推

论 6，命题成立。2) 1l 时，则   0aQ 。若 00 iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的 l重

根，则 00 iyaz  ， 00 iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的一对 l 重共轭根，由推论 2

则 0y ， 0y 是  a4 的一对 l重实根。因此， 0y 是  a4 的 l重实根。反过来，若 0y 是  a4 的

l重实根，则 0y ， 0y 是  a4 的一对 l重实根，由推论 2，则 00 iyaz  ， 00 iyaz  是

  0zf 在直线 ax  上的一对 l 重共轭根。所以， 00 iyaz  是   0zf 在直线 ax  上

的 l重根。】  
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§3 最大公因式方程(二) 

 azFm  是  ,0 azF   azF 1 关于  az  的 大公因式，它为  az  的偶或奇函数。

   azaFazF mm  , ，  azaFm , 是关于 a ，  az  的实系数二元多项式，且 Ra ，

于是  azFm  是  az  的实系数多项式，也是 z 的实系数多项式。 

设 Ra ， Cy 0 ， 00 iyaz  ，若  azFm  在 0zz  时函数值      00 iyFazF mm

  00 yfi m
K ，则 00 iyaz  是   0 azFm (在 z 平面上)的一个(复)根。显然， 00 iyaz 

是   0 azFm 的根的充要条件是：    azFzz m  |0 。 

再设 l 为非负整数，若    azFzz m
l  |0 ，但   1

0
 lzz 不能整除  azFm  ，则

00 iyaz  是   0 azFm 的(在 z 平面上)的 l 重(复)根。 

   iyFazF mm  的整除性质  设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， iyaz  ，

00 iyaz  ，则    azFzz m
l  |0 充要条件是：    iyFyy m

l |0 。 

显然， 00 iyaz  是   0 azFm 的根的充要条件是：   iyFyy m|0 ； 00 iyaz  是

  0 azFm 的 l 重根的充要条件是：    iyFyy m
l |0 ，但   1

0
 lyy 不能整除  iyFm 。 

  0 azFm 根的性质 

性质 1 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  是   0 azFm 的根，则 02 iyaz  也是

  0azFm 的根。 

证明  azFm  为  az  的偶或奇函数，于是命题成立。】 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  是   0azFm 的根的充要条件是： 02 iyaz 

是   0 azFm 的根。 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

   azFzz m  |1 的充要条件是：    azFzz m  |2 。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

   azFzz m
l  |1 的充要条件是：    azFzz m

l  |2 。 

证明 在第二章   0, 00  xzxFd 根的性质 1 推论 3 中令 Rax 0 ，并简记  azaFd ,

   azFazaF mm  , 即得。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 01 iyaz  是   0 azFm 的 l 重根的

充要条件是： 02 iyaz  是   0 azFm 的 l 重根。 
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推论 5 设 Ra  ， Cy 0 且 00 y ，l 为非负整数，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

  0 azFm 的一对 l 重根的充要条件是：    iyFyy m

l
|2

0
2  ，但   12

0
2 


l
yy 不能整除

 iyFm 。 

证明  在第二章   0, 00  xzxFd 根的性质 1 推论 5 中令 Rax 0 ，并简记

  iyaFd ,    iyFiyaF mm , ，将   0,  azaFd 改为   0 azFm 即得。】 

性质 2 设 Ra ， Cy 0 ， 02 iyaz  ，若 01 iyaz  是   0 azFm 的根，则

02 yiaz  也是   0 azFm 的根。 

证明 若 01 iyaz  是   0 azFm 的根，则   01  azFm 。于是 

      0100  azFiyFyfi mmm
K  

0y 是  a4 的根，由  a4 根的性质 2，则 0y 是  a4 的根，即   00 yfm 。又 02 yiaz  ，

于是       0002  yfiyiFazF m
K

mm 。故 02 yiaz  也是   0 azFm 的根。】 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ， 02 iyaz  ，则 01 iyaz  是   0 azFm 的根的充要条

件是： 02 yiaz  是   0 azFm 的根。 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

   azFzz m  |1 的充要条件是：    azFzz m  |2 。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

   azFzz m
l  |1 的充要条件是：    azFzz m

l
 |2 。 

证明 在第二章   0, 00  xzxFd 根的性质 2 推论 3 中，简记      azaFazaF md ,,

 azFm  即得。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l 为非负整数， 02 iyaz  ，则 01 iyaz  是   0 azFm

的 l 重根的充要条件是： 02 yiaz  是   0 azFm 的 l 重根。 

例 1 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 1) 若 01 iyaz  是   0 azFm 的根，

则 02 iyaz  ， 02 yiaz  ， 01 yiaz  都是   0 azFm 的根； 2) 若 01 iyaz  是

  0azFm 的 l 重根，则 02 iyaz  ， 02 yiaz  ， 01 yiaz  都是   0 azFm 的 l 重根。 

定理 1 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 

1) 0y 是  a4 的根的充要条件是： 00 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面上的根； 



整式代数方程统一解法原理 

 

 
130 

2) 0y 是  a4 的 l 重根的充要条件是： 00 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面上的 l 重根。 

证明１由题设和    yfiiyF m
K

m  ，则 

1)    yfyy m|0 的充要条件是：    0 | my y F iy 。故命题成立。 

2)    yfyy m
l |0 ，但   1

0
 lyy 不能整除  yfm 的充要条件是：    0 |

l

my y F y ，

但   1
0

 lyy 不能整除  mF iy 。故命题成立。】 

证明 2 在第二章定理 11 中令 Rax 0 ，将   0, yad 改为  a4 ，将   0,  azaFd

改为   0 azFm 即得。】 

例 2 设 Ra ， Cy j  ，则 jy  1,2, ,j k  是  a4 的 k 个复根的充要条件是：

jj iyaz   1,2, ,j k  是   0 azFm 在 z 平面上的 k 个根。 

证明 根据定理 1 即得】 

例 2 中可以含等根。由 z a iy  ， 1 1z a iy  ， 2 2z a iy  ，则  1 2 1 2z z i y y   ，

于是 1 2y y  1 2z z 。 

推论 1 设 Ra ， Cy j  ， nK 1 ，则 jy  Kj ,,2,1  是  a4 的所有复根(含重

根)的充要条件是： jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面上的所有根(含重根)。 

证明  若 jy  Kj ,,2,1  是  a4 的所有复根，则  yfm 的次数为 K ，    azFm

 mF iy   K
mi f y ，于是  azFm  关于 z 的次数也为 K 。由定理 1，则 jj iyaz 

 Kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面上的 K 个根，恰好等于  azFm  关于 z 的次数，

故 jj iyaz  ( Kj ,,2,1  )是   0 azFm 在 z 平面上的所有根。 

反过来，若 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面上的所有根，则

 azFm  关于 z 的次数为 K ，      yfiiyFazF m
K

mm  ，于是  yfm 的次数也为 K 。

由定理 1，则 jy  Kj ,,2,1  是  a4 的 K 个根，恰好等于  yfm 的次数，故 jy

 Kj ,,2,1  是  a4 的所有复根。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j  ，则 jy  Kj ,,2,1  是  a4 的所有各不相同的复根的充要

条件是： jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面上的所有各不相同的根。 

证明 若 jy  Kj ,,2,1  是  a4 的所有各不相同的根，由定理 1，则 jj iyaz 
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( Kj ,,2,1  )是   0 azFm 的 K 个各不相同的根。用反证法：假如   0 azFm 各不

相同的根除了这 K 个根外还有一个根 00 iyaz  ，其中 Cy 0 ， jzz 0  Kj ,,2,1  ，

由定理 1，则 0y 是  a4 的根，且 jyy 0  Kj ,,2,1  ，矛盾。因此， jj iyaz 

 Kj ,,2,1  是   0 azFm 的所有各不相同的根。 

反过来，若 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0 azFm 的所有各不相同的根，由定理 1，

则 jy  Kj ,,2,1  是  a4 的 K 个各不相同的根。用反证法：假如  a4 各不相同的根除

了这 K 个根外还有一个根 0y ，其中 Cy 0 ， jyy 0 ( Kj ,,2,1  )，由定理 1，则

00 iyaz  是   0 azFm 的根，且 jzz 0  Kj ,,2,1  ，矛盾。所以， jy  Kj ,,2,1 

是  a4 的所有各不相同的根。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 ， l 为非负整数，则 1) 0y 是  a4 的实根的充要条件是：

00 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的根；2) 0y 是  a4 的 l 重实根的充要条

件是： 00 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的 l 重根。 

证明 在定理 1 中令 Ry 0 即得。】 

推论 4 设 Ra ， Ry j  ，则 jy  ',,2,1 Kj  是  a4 的所有实根(含重根)的充要条

件是： jj iyaz   ',,2,1 Kj  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的所有根(含重根)。 

证明 若 jy  ',,2,1 Kj  是  a4 的所有实根，由推论 3，则 jj iyaz   ',,2,1 Kj 

是   0 azFm 在直线 ax  上的 'K 个根。用反证法：假如   0 azFm 在直线 ax  上除

了这 'K 个根外还有一个根 00 iyaz  ，其中 Ry 0 ， jzz 0  ',,2,1 Kj  (否则会与推

论 3 的 2)发生矛盾)，由推论 3，则 0y 是  a4 的实根，且 jyy 0  ',,2,1 Kj  ，矛盾。

因此， jj iyaz   ',,2,1 Kj  是   0 azFm 在直线 ax  上的所有根。 

反过来，若 jj iyaz   ',,2,1 Kj  是   0 azFm 在直线 ax  上的所有根，由推

论 3，则 jy  ',,2,1 Kj  是  a4 的 'K 个实根。用反证法：假如  a4 除了这 'K 个实根外

还有一个实根 0y ，其中 Ry 0 ， jyy 0  ',,2,1 Kj  (否则会与推论 3 的 2)发生矛盾)，

由推论 3，则 00 iyaz  是   0 azFm 在直线 ax  上的根，且 jzz 0  ',,2,1 Kj  ，

矛盾。所以， jy  ',,2,1 Kj  是  a4 的所有实根。】 
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推论 5 设 Ra ， Ry j  且 0jy ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 (  1,,2,1 kj  )是

  0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)的充要条件是： jy ， jy

(  1,,2,1 kj  )是  a4 的所有非 0实根(含重根)。 

证明 若 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2
  1,,2,1 kj  是   0 azFm 在直线 ax  上的所

有共轭根，不妨设 az  是   0azFm 的 l 重根，则
  


l

azazaz  ,,, ， jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2
  1,,2,1 kj  是   0 azFm 在直线 ax  上的所有根，由推论 4，则



l

0,,0,0 ，

jy ， jy (  1,,2,1 kj  )是  a4 的所有实根，其中 jy ， jy   1,,2,1 kj  是  a4 的所有

非 0实根。 

反过来，若 jy ， jy   1,,2,1 kj  是  a4 的所有非 0实根，不妨设 0是  a4 的 l 重

根，则


l

0,,0,0 ， jy ， jy   1,,2,1 kj  是  a4 的所有实根，由推论 4 ，则

  


l

azazaz  ,,, ， jj iyaz 1 ， jj iyaz 2
  1,,2,1 kj  是   0 azFm 在直线 ax 

上的所有根，其中 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2
  1,,2,1 kj  是   0 azFm 在直线 ax  上

的所有共轭根。】 

推论 6 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是

  0azFm 在 z 平面上的所有非 a 根(含重根)的充要条件是： jy ， jy  kj ,,2,1  是

 a4 的所有非 0复根(含重根)。 

证明 必要性不妨设 az  是   0 azFm 的 l重根，充分性不妨设 0是  a4 的 l 重根，

根据推论 1 即得。】 

定理 2 设 Ra ， Cy 0 ，若 00 iyaz  是   0 azFm 的根，则 a 是   0xQ 的根；

反过来，若 a 是   0xQ 的根，则至少存在一个复数 0y ，使 00 iyaz  是   0 azFm 的

根。 

证明 由定理 1 和§2 定理 2 即得。】 

推论 设 Ra ，则   0 azFm 关于 z 的次数 1K 的充要条件是：   0aQ 。 

证明 由定理 2 即得。】 
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定理 3 设  zf 的次数 1n ， Ra ，若   0aQ ，则 a 是   0zf 的非互素点， a3 内

 yfm 的次数 K 满足 nK 1 ，  zf 就能在 z 平面实轴上的点 a 分解成两个 z 的实系数

多项式  zg 与  azFm  的乘积，即      azFzgzf m  ，其中      yfiiyFazF m
K

mm  ，

 azFm  关于 z 的次数为 K ，  zg 的次数为 Kn  。 

证明 由§2 定理 2 推论 2 和§1 相关论述即知命题成立。】 

定理 4 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，l 为非负整数，则 0y ， 0y 是  a4 的一对 l 重根

的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0 azFm 的一对 l 重根。 

证明 1 根据定理 1 即得。】 

证明 2 在第二章定理 12 中令 Rax 0 ，将   0, yad 改为  a4 ，将   0,  azaFd 改

为   0 azFm 即得。】 

推论 1 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，l 为非负整数，则 0y ， 0y 是  a4 的一对 l 重实

根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重

共轭根。 

证明 在定理 4 中令 Ry 0 即得。】 

推论 2 设 Ra ， 0y 为纯虚数， l 为非负整数，则 0y ， 0y 是  a4 的一对 l 重纯虚

数根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面实轴上的一对 l 重

实根。 

证明 在定理 4 中令 0y 为纯虚数即得。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，则 0y ， 0y ； 0y ， 0y 是  a4 两对不相

同的 l 重根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0 azFm 两对不相同的 l 重根。 

证明 根据定理 4 即得。】 

推论 3 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，则 

   yfyyyy m

ll
|2

0
22

0
2 





  ，但   1

2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能整除  yfm 的充要条件是：

   iyFyyyy m

ll
|2

0
22

0
2 





  ，但   1

2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能整除  iyFm 。 
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定理 5 设 Ra ， Cy 0 ，若 00 iyaz  是   0 azFm 的根，则 00 iyaz  是   0zf

的根。 

证明 由定理 1 和§2 定理 4 即得。】 

推论 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  是   0 azFm 的根，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，

02 yiaz  ， 01 yiaz  都是   0zf 的根。 

证明 由   0 azFm 根的性质和定理 5 即得。】 

定理 6 设 Ra ， l 为非负整数，则 

1) az 0 是   0zf 的根的充要条件是： az 0 是   0 azFm 的根； 

2) az 0 是   0zf 的 l 重根的充要条件是： az 0 是   0 azFm 的 l 重根。 

证明 由定理 1 和§2 定理 5 即得。】 

定义 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  ， 02 iyaz  都是   0 azFm 的根，特别当

00 y 时，a 是   0 azFm 的 2重以上根，则称 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0 azFm

(在 z 平面上)的一对(复)根。 

  0 azFm 一对复根性质  设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

  0 azFm 的一对复根的充要条件是：    iyFyy m|2
0

2  。 

证明 在第二章   0, 00  xzxFd 一对复根性质中令 Rax 0 ，简记    iyaFiyaF md ,, 

 iyFm ，并将   0,  azaFd 改为   0 azFm 即得。】 

定理 7 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是  a4 的一对复根的充要条件是： 01 iyaz  ，

02 iyaz  是   0 azFm 的一对复根。 

证明 由    yfiiyF m
K

m  可知，   yfyy m|2
0

2  的充要条件是：   iyFyy m|2
0

2  。于

是命题成立。】 

推论 1 设 Ra ，则 0 ， 0 是  a4 的一对 0 实根的充要条件是： az 1 ， az 2 是

  0 azFm 的一对 a 实根。 

证明 在定理 7 中令 00 y 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，则 0y ， 0y 是  a4 的一对非 0复根的充要条件

是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面上的一对非 a 根。 

证明 在定理 7 中令 00 y 即得。】 

例 3 由推论 2 可知：1) 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，则 0y ， 0y 是  a4 的一对非 0
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实根的充要条件是： 01 iyaz  ， 2 0z a iy  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的一对

共轭根：2) 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 0y ， 0y 是  a4 的一对纯虚数根的充要条件是：

01 iyaz  ， 2 0z a iy  是   0 azFm 在 z 平面实轴上的一对非 a 实根；3) 设 Ra ，

Ry 2
0 ，则 0y ， 0y ； 0y ， 0y 是  a4 两对不相同的复根的充要条件是： 01 iyaz  ，

2 0z a iy  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm 两对不相同的复根。 

定理 8 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对复根的充要

条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0 azFm 的一对复根。 

证明 由定理 7 和§2 定理 6 即得。】 

定理 8 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则    iyafyy  |2
0

2 的充要条件是：   iyFyy m|2
0

2  。 

推论 1 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对 a 实根的充要条件是： az 1 ，

az 2 是   0 azFm 的一对 a 实根。 

证明 在定理 8 中令 00 y 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，则 1 0z a iy  ， 2 0z a iy  是   0zf 在 z 平面上

的一对非 a 根的充要条件是： 1 0z a iy  ， 2 0z a iy  是   0 azFm 在 z 平面上的一对

非 a 根。 

证明 在定理 8 中令 00 y 即得。】 

例 4 由推论 2 可知：1) 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，则 1 0z a iy  ， 2 0z a iy  是

  0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对共轭根的充要条件是： 1 0z a iy  ， 2 0z a iy  是

  0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的一对共轭根。2) 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则

1 0z a iy  ， 2 0z a iy  是   0zf 在 z 平面实轴上的一对非 a 实根的充要条件是：

1 0z a iy  ， 2 0z a iy  是   0azFm 在 z 平面实轴上的一对非 a 实根。 

推论 3 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ，

02 yiaz  是   0 azFm 两对不相同的复根。 

证明 根据推论 2 即得。】 

推论 3 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 

   iyafyyyy 




  |2

0
22

0
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定理 9 设 Ra ，      azFzgzf m  ， Cy 0 且 00 y ， 21, ll 为非负整数，若

01 iyaz  和 02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时，    zgzz |1 ，

但  2zz  不能整除  zg ；2) 21 ll  时，   zgzz |2 ，但  1zz  不能整除  zg ；3) 21 ll 

时，  1zz  和  2zz  都不能整除  zg 。 

证明 在第二章定理 13 中令 Rax 0 ，将  azaFd , 记为  azFm  即得。】 

下面定理 10 及其推论 1 和 2，由 Ra ，   0aQ ，根据§1 定理 2 推论，则  a2 有

解，于是分别在第二章定理 14 及推论 1 中令 Rax 0 ，然后包括推论 2 在内将

  0,  azaFd 改为   0 azFm 即得。 

定理 10 设 Ra ，   0aQ ， Cy 0 且 00 y ， 21, ll 为非负整数，若 01 iyaz  和

02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

  0 azFm 的一对 2l 重根， 01 iyaz  是   0zg 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时， 01 iyaz  ，

02 iyaz  是   0 azFm 的一对 1l 重根， 02 iyaz  是   0zg 的 12 ll  重根；3) 21 ll  时，

记 lll  21 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0 azFm 的一对 l 重根， 01 iyaz  和

02 iyaz  都不是   0zg 的根。 

推论 1 设 Ra ，   0aQ ， Cy 0 且 00 y ， lll ,, 21 为非负整数， 01 iyaz  和

02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0 azFm 的

一对 l 重根的充要条件是：  21,min lll  。 

推论 2 设 Ra ，   0aQ ， Ry 0 且 00 y ，l 为非负整数，则 01 iyaz  ， 02 iyaz 

是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是： 01 iyaz  ，

02 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根。 

定理 11 设 Ra ， Ry 0 ， l 为非负整数，则 1) 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直

线 ax  上的根的充要条件是： 00 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的根。2) 

00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的 l 重根的充要条件是： 00 iyaz  是

  0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的 l 重根。 

证明 1) 由定理 1 推论 3 和§2 定理 6 推论 6 即得；2) 由定理 1 推论 3 和§2 定理 9

推论 3 即得。】 

设 A 是   0zf 或   0 azFm 在 z 平面上的根集，它是允许有重元的有限集合，

若 00 iyaz  是 A 的元素，记作  00 iyaz A ；若 00 iyaz  是 A 的 l 重元素，记作
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  lziya 00 A ；若 00 iyaz  是 A 的 l 重以上(含 l 重)元素，记作   lziya 00 A 。 

推论 1 设 Ra ，将由   0zf 和由   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的所有根(含重

根)组成的集合分别记为 A 和 B ，则 BA  ，于是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的所

有根(含重根)就是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有根(含重根)。 

证明 由题设，则 A 和 B 是两个允许有重元的有限集合，不妨 Ry 0 ，于是 

 00 iyaz A ，   lziya 00 A ，则 00 iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根，且是

l 重根，根定理 11，则 00 iyaz  是   0 azFm 在直线 ax  上的 l 重根，故

  lziya 00 B 。 

反过来，  00 iyaz B ，则 00 iyaz  是   0 azFm 在直线 ax  上的根，根

据定理 11，则 00 iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根，  00 iyaz A 。 

根据预章定理 1，则 BA  ，于是命题成立。】 

推论 2 设 Ra ， Ry j  且 0jy ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 (  1,,2,1 kj  )是

  0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)的充要条件是： jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2 (  1,,2,1 kj  )是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)。 

证明 必要性不妨设 az  是   0 azFm 的 l 重根，充分性不妨设 az  是   0zf 的

l 重根，根据推论 1 即得。】 

定理 12 设 Ra ， Ry j  ， nK  '1 ，则 jj iyaz   ',,2,1 Kj  是 n 次方程   0zf

在 z 平面直线 ax  上的所有根(含重根)的充要条件是： jy  ',,2,1 Kj  是方程  a4 的

所有实根(含重根)。 

证明 由定理 11 推论 1 和定理 1 推论 4 即得。】 

若   0zf 在 z 平面直线 ax  上有 'K 个根，由定理 12，则  a4 有 'K 个实根，这 'K

个实根就是   0zf 在直线 ax  上的 'K 个根的虚部。 

定理 13 设 Ra ， Ry j  且 0jy ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 (  1,,2,1 kj  )是   0zf

在 z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)的充要条件是： jy ， jy (  1,,2,1 kj  )是

 a4 的所有非 0实根(含重根)。 

证明 由定理 11 推论 2 和定理 1 推论 5 即得。】 

设  a4 实根(含重根)的个数为 'K ，非 0实根(含重根)对数为  1k ，0是  a4 的 l 重根，
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由定理 12 和 13，则   0zf 在直线 ax  上的根(含重根)的个数为 'K ，共轭根(含重根)

的对数为  1k ， az  是   0zf 的 l重根，且  12' klK  。 
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§4 在 z 平面上关于点 a 严格对称的根全集 

定义 1 设 Ra ，   0aQ ， Cy j  ， nK 1 ， jj iyaz   Kj ,,2,1  是 n次方程

  0zf 在 z 平面上的 K 个根，记  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  。 

假设对  ajj Biyaz 
11

，当 0
1
jy 时，均能找到 ajj Biyaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，若

11 jj iyaz  和
12 jj iyaz  分别是

  0zf 的 1l 重和 2l 重根，记  21,min lll  ，则
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  都是 aB 的 l 重

元素，那么就称
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a

严格对称要求的一对 l 重元素；当 0
1
jy 时， aj Baz 

1
， az j 

1
是   0zf 的实根，

若 az j 
1

是   0zf 的 1l 重根，则 az j 
1

是 aB 的 1l 重元素，就称 az j 
1

是 aB 的符合

  0zf 的根在 z 平面上关于点 a严格对称要求的一个 1l 重元素。 

满足上述条件就称 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的一个根集，且称其

所有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的 K 个根。 

例设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的二个根集，

假如
11 jj iyaz  是 aB 的任意一个元素，若

11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，就能推导出

11 jj iyaz  是 #
aB 的 l 重元素，即由 

 ajj Biyaz 
11

，   ajj Blziya 
11

   #
11 ajj Blziya  。 

则 aB 是 #
aB 的子集，即 #

aa BB  。当且仅当 #
aa BB  且 aa BB # 时， #

aa BB  。当且仅当

#
aa BB  且 #

aa BB  时， aB 是 #
aB 的真子集。 

元素与集合的关系性质设 Ra ， Cy j 1
， l 为非负整数， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z

平面上关于点 a严格对称的二个根集，1) 若   ajj Blziya 
11

， 0l ，则 ajj Biyaz 
11

；

2) 若   ajj Blziya 
11

， 1l ，则 ajj Biyaz 
11

；3) 若 ajj Biyaz 
11

，   ajj Blziya 
11

，

则 1l ；4) 若 ajj Biyaz 
11

， #
aa BB  ，则 #

11 ajj Biyaz  。 

在 z 平面上关于点 a严格对称的根集合 aB 的性质 

性质 1 设 Ra ， Cy j 1
且 0

1
jy ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的
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根集，则 ajj Biyaz 
11

的充要条件是： ajj Biyaz 
12

。 

证明必要性显然成立，证充分性。若 ajj Biyaz 
12

，即
22 jj iyaz 

1j
iya  aB ，

于是 0
12
 jj yy ，由定义 1，则 ajjj Biyaiyaz 

211
。】 

性质 2 设 Ra ， Cy j 1
且 0

1
jy ， l 为非负整数， aB 是   0zf 在 z 平面上关于

点 a严格对称的根集，若
11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，则

12 jj iyaz  也是 aB 的 l 重元

素，并且
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的一对 l 重元素。 

证明 1l 时，由定义 1，命题成立； 0l 时，若
11 jj iyaz  是 aB 的 0重元素，则

ajj Biyaz 
11

，由性质 1，则 ajj Biyaz 
12

，则
12 jj iyaz  也是 aB 的 0 重元素，

命题也成立。】 

性质 3 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的二个

根集， ajj Biyaz 
11

且 #
11 ajj Biyaz  ，则

11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素的充要条件

是：
11 jj iyaz  是 #

aB 的 l 重元素。 

证明证必要性。若
11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，由题设 1) 0

1
jy 时， aj Baz 

1
且

#
1 aj Baz  ， az j 

1
是 aB 的 l 重元素，由定义 1 则 az j 

1
是   0zf 的 l 重根，再由定义

1 则 az j 
1

是 #
aB 的 l 重元素，命题成立。2) 0

1
jy 时，由性质 2，则

12 jj iyaz  也是 aB

的 l 重元素。假设
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，由定义 1

则  21,min lll  。不妨设
11 jj iyaz  是 #

aB 的 0l 重元素，由性质 2，则
12 jj iyaz  也是 #

aB

的 0l 重元素，再由定义 1 则   llll  210 ,min ，故
11 jj iyaz  是 #

aB 的 l 重元素，命题也

成立。充分性同理可证。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的二个

根集， ajj Biyaz 
11

且 #
aa BB  ，若

11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，则
11 jj iyaz  也

是 #
aB 的 l 重元素，即由   ajj Blziya 

11
   #

11 ajj Blziya  。 

证明由于 ajj Biyaz 
11

且 #
aa BB  ，则 #

11 ajj Biyaz  ，再由性质 3 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的二个



第三章    施图姆序列之一 

 

 

141 

根集，若 #
aB 的任何一个元素都属于 aB ，即由 #

11 ajj Biyaz   ajj Biyaz 
11

，

则 aa BB # 。 

证明由 #
11 ajj Biyaz   ajj Biyaz 

11
，由性质 3，若

11 jj iyaz  是 #
aB 的 l

重元素，则
11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，即由 #

11 ajj Biyaz  ，   #
11 ajj Blziya  

  ajj Blziya 
11

，故 aa BB # 。】 

推论 3 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的二个根集，

#
aa BB  且 #

aa BB  ，则 #
aB 至少有一个元素不属于 aB 。 

证明由题设则 aa BB # ，再由推论 2 即得。】 

性质 4 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的二个

根集，若 #
aB 至少有一个元素不属于 aB ，设它为

11 jj iyaz  ，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ； 

若 0
1
jy ，则还有 

#
12 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

12
，     0

12
 jj iyafzf 。 

证明由性质 1 即得。】 

定义 2 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是 n 次方程

  0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根集，并且不存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ，

#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根集，则称 aB 是   0zf 在 z 平面上关

于点 a严格对称的根全集，且称其所有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面

上关于点 a严格对称的全部根。 

性质 5 设 Ra ，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根全集的充要条

件是： aB 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的全部根组成的集合。 

证明由定义 2 即得。】 

性质 6 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对

称的根全集，于是 1) 0
1
jy 时，若

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，

则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

；2) 0
1
jy 时，若 az j 

1
是   0zf 的一个实根，
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则 aj Baz 
1

。 

证明用反证法。1) 0
1
jy 时，假设 ajj Biyaz 

11
且 ajj Biyaz 

12
不成立，那

么 ajj Biyaz 
11

或 ajj Biyaz 
12

，由性质 1 则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

。 

由于
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，不妨设
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，记  21,min lll  ，则 1l 。令 #
aB 包含

aB 的一切元素，
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  都是 #
aB 的 l 重元素，于是找到根集合 #

aB ，

使 #
aa BB  且 #

aa BB  ， #
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根集合。但这与

aB 是根全集矛盾。因此， ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

。 

2) 0
1
jy 时，假设 aj Baz 

1
，由于 az j 

1
是   0zf 的实根，不妨设 az j 1

是   0zf

的 1l 重根，则 11 l 。令 #
aB 包含 aB 的一切元素， az j 

1
是 #

aB 的 1l 重元素，于是找到根

集合 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ， #

aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根集

合。但这与 aB 是根全集矛盾。因此， aj Baz 
1

。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 1 ， 11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对

称的根集，于是 1) 0
1
jy 时，若 11 jj iyaz  ， 12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，

ajj Biyaz 
11 且 ajj Biyaz 

12 ，则 aB 还不是根全集；2) 0
1
jy 时，若 az j 

1 是

  0zf 的一个实根， aj Baz 
1 ，则 aB 还不是根全集。 

证明 由性质 6 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对

称的根全集，于是 1) 0
1
jy 时，若 ajj Biyaz 

11
且 ajj Biyaz 

12
，则

11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  不是   0zf 的一对复根(即
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  至少有一个不是

  0zf 的根)；2) 0
1
jy 时，若 aj Baz 

1
，则 az j 

1
不是   0zf 的根。 

证明 由性质 6 即得。】 

性质 7 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的二个根集，其

中 aB 为根全集，则 aa BB # 。 

证明 用反证法：假如 aa BB # ，由性质 3 推论 2，则 #
aB 至少有一个元素不属于 aB ，

设它为
11 jj iyaz  ，其中 Cy j 1

，由性质 4，则有 
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#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf  

若 0
1
jy ，则还有 

#
12 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

12
，     0

12
 jj iyafzf  

那么 1) 0
1
jy 时， 11 jj iyaz  ， 12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根， ajj Biyaz 

11 且

ajj Biyaz 
12 ，由性质6推论1，则 aB 还不是根全集，矛盾。2) 0

1
jy 时，     0

1
 afzf j ，

az j 
1 是   0zf 的一个实根， aj Baz 

1 ，由性质 6 推论 1，则 aB 还不是根全集，矛

盾。所以 aa BB # 。】 

推论 设 Ra ，若 aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的二个根全集，

则 #
aa BB  。 

证明 由性质 7，则 aa BB # 且 #
aa BB  ，故 #

aa BB  。】 

定理 1 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是由   0 azFm

在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合，则 aB 是 n次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a

严格对称的根全集。 

证明 由题意根据§3 定理 2 和定理 3，则   0aQ ，      azFzgzf m  ，故 aB 的所

有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上的 K 个根。 

假设 ajj Biyaz 
11

，则
11 jj iyaz  是   0 azFm 的根，那么 

1) 0
1
jy 时，由   0 azFm 根的性质 1，则

12 jj iyaz  是   0 azFm 的根，于是

ajj Biyaz 
12

，从而
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根。不妨设

11 jj iyaz  和
12 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，记

 21,min lll  ，则 1l 。由§3 定理 10 推论 1，则
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是   0 azFm

在 z 平面上的一对 l 重根，于是
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  都是 aB 的 l 重元素，因而

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a严格对称要求的

一对 l 重元素。 

2) 0
1
jy 时， aj Baz 

1
， az j 

1
既是   0 azFm 的也是   0zf 的实根，不妨设

az j 
1

是   0zf 的 1l 重根，则 11 l ，由§3 定理 6，则 az j 
1

是   0 azFm 的 1l 重根，
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于是 az j 
1

是 aB 的 1l 重元素，因而 az j 
1

是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a

严格对称要求的一个 1l 重元素。 

因此， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根集合。再证 aB 是根全集，用

反证法：假设 aB 还不是根全集，那么一定存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ， #

aB 也是

  0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根集，由性质 3 推论 3，则 #
aB 中至少有一个元

素不属于 aB ，设它为
11 jj iyaz  ，其中 Cy j 1

，由性质 4，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf  

若 0
1
jy ，则还有 

#
12 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

12
，     0

12
 jj iyafzf  

那么 1) 0
1
jy 时，

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，由§3 定理 8 则

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0 azFm 的一对复根， ajj Biyaz 

11
且 ajj Biyaz 

12
，

矛盾。2) 0
1
jy 时， aj Baz 

1
，     0

1
 afzf j ， az j 

1
是   0zf 的根，由§3 定理 6，

则 az j 
1

是   0 azFm 的根， aj Baz 
1

，矛盾。所以 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点

a严格对称的根全集。】 

推论 1 设 Ra ，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根全集的充要条

件是：   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合。 

证明 充分性由定理 1 即得；再证必要性。若 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严

格对称的根全集，则   0aQ ，   0 azFm 关于 z 的次数 1K ，不妨设 #
aB 是由

  0 azFm 在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合，由定理 1，则 #
aB 是   0zf 在 z

平面上关于点 a严格对称的根全集，由性质7推论，则 #
aa BB  ，因此 aB 是由   0 azFm

在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合。】 

推论 2 设 Ra ，则 aB 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的全部根组成的

集合的充要条件是：   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有根(含重根)组成

的集合。 

证明 由推论 1 和性质 5 即得。】 
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推论 3 设 Ra ， Cy j 1
， lll ,, 21 均为非负整数， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a

严格对称的根全集，于是 1) 0
1
jy 时，若

11 jj iyaz  和
12 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l

重和 2l 重根，则
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的一对 l 重元素的充要条件是：

 21,min lll  。其中 Ry j 1
时，则

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax 

上的一对 l 重共轭根的充要条件是：
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的一对 l 重元素。

2) 0
1
jy 时，则 az j 

1
是   0zf 的 1l 重根的充要条件是： az j 

1
是 aB 的 1l 重元素。 

证明 由题意根据推论 1，则   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有根(含

重根)组成的集合，于是 1) 0
1
jy 时，

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0 azFm 的一对 l

重根的充要条件是：
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的一对 l 重元素。再由题意根据§3

定理 10 推论 1 即得。其中 Ry j 1
时，

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0 azFm 在 z 平

面直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是：
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的一对

l 重元素。再由§3 定理 10 推论 2 即得。2) 0
1
jy 时， az j 

1
是   0 azFm 的 1l 重根的

充要条件是： az j 
1

是 aB 的 1l 重元素。再由§3 定理 6 即得。】 

引理 设 Ra ， Cy j  ，则 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于点 a严

格对称的全部根的充要条件是： jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面上的所

有根(含重根)。 

证明 令  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  ，由定理 1 推论 2 即得。】 

定理 2 设 Ra ， Cy j  ， nK 1 ，则 jj iyaz   Kj ,,2,1  是 n次方程   0zf

在 z 平面上关于点 a严格对称的全部根的充要条件是： jy  Kj ,,2,1  是方程  a4 的所

有复根(含重根)。 

证明 由引理和§3 定理 1 推论 1 即得。】 

推论设 Ra ，   0aQ ，则   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根的个数等于

 a4 的次数。 

证明 由定理 2 即得。】  
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§5 在 z 平面上关于点 a 严格对称的非 a 根全集 

定义 1 设整数 n 2 ， Ra ，   0aQ ， Cy j  且 0jy ， 





2
1

n
k ，而 jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2  kj ,,2,1  是 n次方程   0zf 在 z 平面上的 k 对非 a根，记 

 kjyCyiyaziyazB jjjjjj ,,2,1,0|, 21@  且  

假设 @1 00
Biyaz jj  且 @2 00

Biyaz jj  ，即
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 @B

的任意一对元素，若
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，记

 21,min lll  ，则
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  都是 @B 的 l 重元素，那么就称
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 @B 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a严格对称要求的一对 l 重元

素。 

满足上述条件就称 @B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的一个非 a根集，且

称其所有元素 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格

对称的 k 对非 a根。 

例 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， @B 和 #

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称

的二个非 a 根集，假如
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 @B 的任意一对元素，若

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  是 @B 的一对 l 重元素，就能推导出

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz 

是 #
@B 的一对 l 重元素，即由 @1 00

Biyaz jj  且 @2 00
Biyaz jj  ，   @100

Blziya jj  ，

  @200
Blziya jj     #

@100
Blziya jj  ，   #

@200
Blziya jj  ，则 @B 是 #

@B 的子集，即

#
@@ BB  。当且仅当 #

@@ BB  且 @
#
@ BB  时， #

@@ BB  。当且仅当 #
@@ BB  且 #

@@ BB 

时， @B 是 #
@B 的真子集。 

元素与集合的关系性质 设 Ra ， Cy j 0
且 0

0
jy ，l 为非负整数， @B 和 #

@B 是   0zf

在 z 平面上关于点 a严格对称的二个非 a根集，1)若   @100
Blziya jj  ，   @200

Blziya jj  ，

且 0l ，则 @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  。2)若   @100
Blziya jj  ，   @200

Blziya jj  ，

且 1l ，则 @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  。3)若 @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  ，
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  @100
Blziya jj  ，   @200

Blziya jj  ，则 1l 。4)若 @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  ，

且 #
@@ BB  ，则 #

@1 00
Biyaz jj  ， #

@2 00
Biyaz jj  。 

在 z 平面上关于点 a严格对称的非 a根集合 @B 的性质 

性质 1 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， @B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的

非 a根集，则 @1 00
Biyaz jj  的充要条件是： @2 00

Biyaz jj  。 

证明 由定义 1 即得。】 

性质 2 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ，l 为非负整数， @B 是   0zf 在 z 平面上关于

点 a严格对称的非 a根集，则
001 jj iyaz  是 @B 的 l 重元素的充要条件是：

00 2 jj iyaz 

是 @B 的 l 重元素。 

证明 1l 时，由定义 1，命题成立； 0l 时，由性质 1，命题也成立。】 

性质 3 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， @B 和 #

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格

对称的二个非 a 根集， @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  且 #
@1 00

Biyaz jj  ，

#
@2 00

Biyaz jj  ，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 @B 的一对 l 重元素的充要条件是：

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  是 #

@B 的一对 l 重元素。 

证明 不妨假设
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根。证必要

性。若
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 @B 的一对 l 重元素，由定义 1 则  21,min lll  ，再由

定义 1 则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 #
@B 的一对 l 重元素。充分性同理可证。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， @B 和 #

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对

称的二个非 a根集， @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  ，且 #
@@ BB  ，若

001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 @B 的一对 l 重元素，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  也是 #
@B 的一对 l 重元

素，即由 

  @100
Blziya jj  ，   @200

Blziya jj     #
@100

Blziya jj  ，   #
@200

Blziya jj  。 

证明 由于 @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  ，且 #
@@ BB  ，则 #

@1 00
Biyaz jj  ，

#
@2 00

Biyaz jj  ，再由性质 3 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， @B 和 #

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对
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称的二个非 a 根集，若 #
@B 的任何一对元素都属于 @B ，即由  #

@1 00
Biyaz jj  且

#
@2 00

Biyaz jj   @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  ，则 @
#
@ BB  。 

证明 由 #
@1 00

Biyaz jj  且 #
@2 00

Biyaz jj   @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  ，

由性质 3，若
001 jj iyaz  ，

002 jj iyaz  是 #
@B 的一对 l 重元素，则

001 jj iyaz  ，
002 jj iyaz 

是 @B 的一对 l重元素，即由 #
@1 00

Biyaz jj  且 #
@2 00

Biyaz jj  ，   #
@100

Blziya jj  ，

  #
@200

Blziya jj     @100
Blziya jj  ，   @200

Blziya jj  ，故 @
#
@ BB  。】 

推论 3 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， @B 和 #

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格

对称的二个非 a根集，若 #
@@ BB  且 #

@@ BB  ，则 #
@B 至少有一对元素不属于 @B 。 

证明 由题设则 @
#
@ BB  ，再由推论 2 即得。】 

性质 4 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， @B 和 #

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格

对称的二个非 a 根集，若 #
@B 至少有一对元素不属于 @B ，设为

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  ，

则显然有 #
@1 00

Biyaz jj  ， #
@2 00

Biyaz jj  且 @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  ，

    0
001  jj iyafzf ，     0

00 2  jj iyafzf 。 

定义 2 设整数 n 2 ， Ra ， 





2
1

n
k ，集合 

 kjyCyiyaziyazB jjjjjj ,,2,1,0|, 21@  且  

是 n 次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a 严格对称的非 a 根集，并且不存在 #
@B ，使

#
@@ BB  且 #

@@ BB  ， #
@B 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的非 a根集，则称

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的非 a根全集，且称其所有元素 jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2  kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的全部非 a根。 

性质 5 设 Ra ，则 @B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的非 a根全集的充

要条件是： @B 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的全部非 a根组成的集合。 

证明 由定义 2 即得。】 

性质 6 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， @B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的
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非 a根全集，若
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，则 

@1 00
Biyaz jj  且 @2 00

Biyaz jj  。 

证明 证明方法与§4 性质 6.1)相同予以省略。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 
0 且 0

0
jy ， @B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的非

a 根集，若 001 jj iyaz  ， 00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根， @1 00
Biyaz jj  且

@2 00
Biyaz jj  ，则 @B 还不是非 a根全集。 

证明 由性质 6 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， @B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的

非 a根全集，若 @1 00
Biyaz jj  且 @2 00

Biyaz jj  ，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  不

是   0zf 的一对复根(即
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  至少有一个不是   0zf 的根)。 

证明 由性质 6 即得。】 

性质 7设 Ra ， @B 和 #
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的二个非 a根集，

其中 @B 为非 a根全集，则 @
#
@ BB  。 

证明 用反证法：假如 @
#
@ BB  ，由性质 3 推论 2，则 #

@B 至少有一对元素不属于 @B ，

设为
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  ，其中 Cy j 
0

且 0
0
jy ，由性质 4，则有 

#
@1 00

Biyaz jj  ， #
@2 00

Biyaz jj  且 @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  ， 

    0
001  jj iyafzf ，     0

00 2  jj iyafzf  

于是
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根。由性质 6 推论 1 则 @B 还不是

非 a根全集，矛盾。所以， @
#
@ BB  。】 

推论 设 Ra ，若 @B 和 #
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的二个非 a根

全集，则 #
@@ BB  。 

证明 由性质 7 即得。】 

定理 1 设整数 n 2 ， Ra ， 





2
1

n
k ，集合 
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 kjyCyiyaziyazB jjjjjj ,,2,1,0|, 21@  且  

是由   0 azFm 在 z 平面上所有非 a根(含重根)组成的集合，则 @B 是 n次方程   0zf

在 z 平面上关于点 a严格对称的非 a根全集。 

证明 由题意根据§3 定理 2 和定理 3，则   0aQ ，      azFzgzf m  ，故集合 @B

的所有元素 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上的 k 对非 a根。 

假设  @1 00
Biyaz jj  且 @2 00

Biyaz jj  ，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是

  0zf 的一对非 a复根。不妨设
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l

重根，则 11 l ， 12 l ，记  21,min lll  ，则 1l 。由§3 定理 10 推论 1，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0 azFm 的一对 l 重非 a 根，因此
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  都是

@B 的 l 重元素，于是
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 @B 的符合   0zf 的根在 z 平面上

关于点 a严格对称要求的一对 l 重元素。 

因此， @B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的非 a根集合。再证 @B 是非 a根

全集，用反证法：假设 @B 还不是非 a根全集，那么一定存在 #
@B ，使 #

@@ BB  且 #
@@ BB  ，

#
@B 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的非 a根集，由性质 3 推论 3，则 #

@B 至

少有一对元素不属于 @B ，设为
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  ，其中 Cy j 
0

且 0
0
jy ，

由性质 4，则有 

#
@1 00

Biyaz jj  ， #
@2 00

Biyaz jj  且 @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  ，

    0
001  jj iyafzf ，     0

00 2  jj iyafzf  

故
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对非 a复根。由§3 定理 8 推论 2 则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0 azFm 的一对非 a复根，于是 @1 00
Biyaz jj  ， @2 00

Biyaz jj  ，

矛盾。所以 @B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的非 a根全集。】 

以下推论为叙述简便，说 @B 是由   0 azFm 在 z 平面上所有非 a根组成的集合时，

默认   0 azFm 在 z 平面上非 a根的对数 1k 。 

推论 1 设 Ra ，则 @B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的非 a根全集的充
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要条件是：   0aQ ， @B 是由   0 azFm 在 z 平面上所有非 a根(含重根)组成的集合。 

证明 由定理 1 和性质 7 推论即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 @B 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的全部非 a根组

成的集合的充要条件是：   0aQ ， @B 是由   0 azFm 在 z 平面上所有非 a根(含重根)

组成的集合。 

证明 由推论 1 和性质 5 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy j 
0

， lll ,, 21 均为非负整数， @B 是   0zf 在 z 平面上关于点

a 严格对称的非 a 根全集，于是 0
0
jy 时，若

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  分别是

  0zf 的 1l 重和 2l 重根，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 @B 的一对 l 重元素的充要条

件是：  21,min lll  。其中 Ry j 
0

时，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 在 z 平面

直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是：
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  是 @B 的一对

l 重元素。 

证明 由题意根据推论 1，则   0aQ ， @B 是由   0 azFm 在 z 平面上所有非 a根

组成的根集，于是 0
0
jy 时，

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  是   0 azFm 的一对 l 重根

的充要条件是：
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 @B 的一对 l 重元素。再由题意根据§3 定

理 10 推论 1 即得。其中 Ry j 
0

时，
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0 azFm 在 z 平

面直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是：
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 @B 的一

对 l 重元素。再由§3 定理 10 推论 2 即得。】 

引理 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是   0zf 在

z 平面上关于点 a 严格对称的全部非 a 根的充要条件是： jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

 kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面上的所有非 a根(含重根)。 

证明 令  kjyCyiyaziyazB jjjjjj ,,2,1,0|, 21@  且 ，由定理1推论 2即得。】 

定理2 设整数 n 2 ， Ra ， Cy j  且 0jy ， 




2

1
n

k ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

 kj ,,2,1  是 n次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的全部非 a 根的充要条

件是： jy ， jy  kj ,,2,1  是方程  a4 的所有非 0复根(含重根)。 



 

 

 

其

a

重

分

全

平

是

由

集

其



于

整式代数方程统

证明 由引

设 Ra ，

         mf

其次数 lK 

mkmm aaa ,,, 10 

重根，由§4 和

分别为 K 和 k2

根全集 aB

设 Ra ，

全集 aB 和非 a

证明 根据

平面上的所有

是   0 azFm

由所有 a根和所

由于是两个

集合的元素个

 a3 内 fm

 m yf 

其次数 lK 2

1 2, , , k   均为

于是 m azF 

统一解法原理

引理和§3 定理

  0aQ ，则

   m
l

m yayy 0

k2 1 ，其中

k 均为实数。于

和§5 定理 2，则

k ， az  是 f

与非 a根全集

K 为正整数，

根全集 @B 的

B

据§4 和§5 定理

有根(含重根)和

0 的 l 重根。由

所有非 a根组

个允许有重元

数之和，即 K

 y 还可写成标

[ 2
0

kl
m yya 

k2 1 ，其中 l

为实数，当 k

   [0
l

m aza 

理 1 推论 6 即得

则  a3 内  yfm

k
m

k yay 22
1

2  

l 和 k 均为非负

于是  a4 复根和

则   0zf 在 z

  0z 的 l 重根

集 @B 的关系性

， l 为非负整数

元素个数分别

 ,,, aaaB
l

a  

理 1 推论 1，则

和所有非 a根(

由   0 azFm

组成，其中所有

 ,aaBa 

元有限集合的并

klK 2 。】

标准式 

22
1

ky  

和 k 均为非负

0 时， 0 k

  [ 1
2k zaz 

152 

得。】 

的次数 1K

 k1 12  

负整数但不能

和非 0复根的个

z 平面上关于点

根，且 lK 

性质 

数，   0zf 在

别为 K 和 k2 ，

 @B ， lK 

则   0aQ ，B

(含重根)组成

0 在 z 平面上

有 a根组成的集

 @,, Baa
l

 。

并运算，因此

 

 1 2
1

1
k

k y 


负整数但不能同

10  。又 zFm 

 22kaz   

，可将  yfm

km ya 2
1

1 

能同时为零，a

个数分别为 K

点 a严格对称

k2 。 

在 z 平面上关于

az  是  zf

kl 2 。 

aB 和 @B 分别是

成的集合；根据

的所有根(含

集合是  
l

aa ,,

 

此并集 aB 的元素

  ]1 k
k   

同时为零， 0ma

   iiyFa m 

 21k az  

写成规范形式

 mk
k a1

   

00 ma ， mka

K 和 k2 ，0是 
的根和非 a根

于点 a严格对

0 的 l 重根，

是由    azFm

据§3 定理 6，则

重根)组成的

 a, ，于是 

素个数就等于

00  ， 0k ，

 yfi m
K fi kl 2

]k  

式 

 

 

0 ，且

 a4 的 l

根的个数

对称的根

则 

0 在 z

则 az 

集合是

于这两个

且 0 ,ma

 yfm ，
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若 k 为正整数，可进一步细化，令 

    k
k

k
kkk yyyyp  11)( 2

1
122

1
22  

  ，则 

   2
0 ypyayf l

mm   

该  2yp 称为点 a的  2yp ，将   02 yp 视为关于 y 的 k2 次方程。由于 0k ， 0 不是

  02 yp 的根。设 Cy j  且 0jy ，若 jy ， jy  kj ,,2,1  是   02 yp 的所有复根，

则它们是  a4 所有非 0复根。 

再令     222 ypiiyP k ， iyaz  ，则    2azP     222 ypiiyP k ，于是 

         kk
kk azazazazP   
 2

1
22

1
22  ，则 

      2
0 azPazaazF l

mm   

  2azP  是  2az  的实系数 k 次多项式，也是 z 的实系数 k2 次多项式。 

设 Ra ， Cy 0 ， 00 iyaz  ，   2azP  在 0zz  的函数值    2
0 azP   2

0iyP

  02
0

2 ypi k ，则 00 iyaz  是    02  azP (在 z 平面上 )的一个 (复 )根。显然，

00 iyaz  是    02  azP 的根的充要条件是：     2
0 | azPzz  。 

再设 l 为非负整数，若     2
0 | azPzz l  ，但   1

0
 lzz 不能整除   2azP  ，则

00 iyaz  是    02  azP (在 z 平面上)的 l 重(复)根。 

     22 iyPazP  的整除性质  设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， iyaz  ，

00 iyaz  ，则     2
0 | azPzz l  充要条件是：     2

0 | iyPyy l 。 

它与    iyafzf  具有相同的整除性质，仅有形式差异。故 00 iyaz  是

   02  azP 的根的充要条件是：    2
0 | iyPyy  ； 00 iyaz  是    02  azP 的 l 重根

的充要条件是：     2
0 | iyPyy l ，但   1

0
 lyy 不能整除   2iyP 。 

由于 0k ， az 0 不是    02  azP 的根，于是    02  azP 在 z 平面上的 k2 个

根均不等于 a，       2
0 azPazaazF l

mm  ，所以    02  azP 在 z 平面上的 k2 个

根就是   0 azFm 在 z 平面上所有非 a根。于是有 

定理 3 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是
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   02 azP 在 z 平面上的所有根(含重根)的充要条件是： jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

 kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面上所有非 a根(含重根)。 

推论 1 设 Ra ，则 @B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的非 a根全集的充

要条件是：   0aQ ， @B 是由    02 azP 在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合。 

证明 由定理 3 和定理 1 推论 1 即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 @B 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的全部非 a根组

成的集合的充要条件是：   0aQ ， @B 是由    02 azP 在 z 平面上的所有根(含重根)

组成的集合。 

证明 由定理 3 和定理 1 推论 2 即得。】 

例 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，则 

1) jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的

全部非 a根的充要条件是： jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是    02  azP 在 z 平

面上的所有根(含重根)； 

2) jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是    02  azP 在 z 平面上的所有根(含重

根)的充要条件是： jy ， jy  kj ,,2,1  是  a4 所有非 0复根。 

证明 1)由定理 3 推论 2 即得；2)由 1)根据定理 2 即得。】 

定理 4 设 Ra ， Ry j  且 0jy ，若 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 (  1,,2,1 kj  )是

   02  azP 在 z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)，则它们既是   0 azFm 也

是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)。 

证明 由       2
0 azPazaazF l

mm  ，根据§3 定理 11 推论 2 即得。】 
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§6 在 z 平面上关于点 a 单层对称的根全集 

定义 1 设 Ra ，   0aQ ， Cy j  ， nK 1 ， jj iyaz   Kj ,,2,1  是 n次方程

  0zf 在 z 平面上的 K 个各不相同的根，记  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  。 

假设对  ajj Biyaz 
11

，当 0
1
jy 时，均能找到 ajj Biyaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，

11 jj iyaz  和
12 jj iyaz  都是 aB 的

单元素，那么就称
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a

单层对称要求的一对单元素；当 0
1
jy 时， aj Baz 

1
， az j 

1
是   0zf 的实根，

az j 
1

是 aB 的单元素，就称 az j 
1

是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a单层

对称要求的一个单元素。 

满足上述条件就称 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的一个根集，且称其

所有其元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于点 a对称的 K 个各不相

同的根。 

显然，若 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根集，则 aB 的任意一个元

素都是单元素，即 aB 是不允许有重元的 Cantor 集合。 

在 z 平面上关于点 a单层对称的根集合 aB 的性质 

性质 1 设 Ra ， Cy j 1
且 0

1
jy ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的

根集，则 ajj Biyaz 
11

的充要条件是： ajj Biyaz 
12

。 

证明 由定义 1 即得。】 

性质 2 设 Ra ， Cy j 1
， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根集，则

ajj Biyaz 
11

的充要条件是：
11 jj iyaz  是 aB 的单元素，即   ajj Bziya  1

11
。 

证明 由定义 1 即得。】 

性质 3 设 Ra ， Cyj 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的二个

根集， ajj Biyaz 
11

且 #
11 ajj Biyaz  ，则

11 jj iyaz  既是 aB 的单元素，也是 #
aB

的单元素，即   ajj Bziya  1
11

，   #1
11 ajj Bziya  。 

证明 由性质 2 即得。】 
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推论 1 设 Ra ， Cyj 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的二个

根集，若 ajj Biyaz 
11

且 #
aa BB  ，则

11 jj iyaz  既是 aB 的单元素，也是 #
aB 的单

元素，即   ajj Bziya  1
11

，   #1
11 ajj Bziya  。 

证明 aB 和 #
aB 都是 Cantor 集合，若 ajj Biyaz 

11
且 #

aa BB  ，则 #
11 ajj Biyaz  ，

再由性质 3 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cyj 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的二个

根集， #
aB 的任何一个元素都属于 aB ，即由 #

11 ajj Biyaz   ajj Biyaz 
11

，则

aa BB # 。 

证明 由 Cantor 集合子集定义即得。】 

推论 3 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的二个根集，

#
aa BB  且 #

aa BB  ，则 #
aB 至少有一个元素不属于 aB 。 

证明 由题设则 aa BB # ，再由推论 2 即得。】 

性质 4 设 Ra ， Cyj 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的二个

根集，若 #
aB 至少有一个元素不属于 aB ，设它为

11 jj iyaz  ，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ； 

若 0
1
jy ，则还有 

#
12 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

12
，     0

12
 jj iyafzf 。 

证明 由性质 1 即得。】 

定义 2 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是 n次方程   0zf

在 z 平面上关于点 a单层对称的根集，并且不存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ， #

aB 也

是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根集，则称 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a

单层对称的根全集，且称其所有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于

点 a对称的全部各不相同的根。 

性质 5 设 Ra ， Cy j 1
，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根全集
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的充要条件是： aB 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的根组成的集

合。 

证明 由定义 2 即得。】 

性质 6 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对

称的根全集，于是 1) 0
1
jy 时，若

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，

则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

；2) 0
1
jy 时，若 az j 

1
是   0zf 的一个实根，

则 aj Baz 
1

。 

证明 用反证法。1) 0
1
jy 时，假设 ajj Biyaz 

11
且 ajj Biyaz 

12
不成立，那

么 ajj Biyaz 
11

或 ajj Biyaz 
12

，由性质 1，则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

。 

由于
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，令 #
aB 包含 aB 的一切元素，

11 jj iyaz  和
12 jj iyaz  都是 #

aB 的单元素，于是找到根集合 #
aB ，使 #

aa BB  且

#
aa BB  ， #

aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根集合。但这与 aB 是根全集

矛盾。因此， ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

。 

2) 0
1
jy 时，假设 aj Baz 

1
，由于 az j 

1
是   0zf 的实根，令 #

aB 包含 aB 的一

切元素， az j 
1

是 #
aB 的单元素，于是找到根集合 #

aB ，使 #
aa BB  且 #

aa BB  ， #
aB 也是

  0zf 在 z 平面上关于 a 点单层对称的根集合。但这与 aB 是根全集矛盾。因此，

aj Baz 
1

。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 1 ， 11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对

称的根集， 1) 0
1
jy 时，若 11 jj iyaz  ， 12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，

ajj Biyaz 
11 且 ajj Biyaz 

12 ，则 aB 还不是根全集；2) 0
1
jy 时，若 az j 

1 是

  0zf 的一个实根， aj Baz 
1 ，则 aB 还不是根全集。 

证明 由性质 6 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对

称的根全集，1) 0
1
jy 时，若 ajj Biyaz 

11
且 ajj Biyaz 

12
，则

11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  不是   0zf 的一对复根；2) 0
1
jy 时，若 aj Baz 

1
，则 az j 

1
不是

  0zf 的根。 
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证明 由性质 6 即得。】 

下面性质 7 及推论的证明方法与§4 性质 7 及推论相同予以省略。 

性质 7 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的二个根集，其

中 aB 为根全集，则 aa BB # 。 

推论 设 Ra ，若 aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的二个根全集，

则 #
aa BB  。 

定理 1 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是由   0 azFm

在 z 平面上的所有各不相同的根组成的根集，则 aB 是 n次方程   0zf 在 z 平面上关于

点 a单层对称的根全集。 

证明 由题意根据§3 定理 2 和定理 3，则   0aQ ，      azFzgzf m  ，故 aB 的

所有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上的 K 个各不相同的根。 

假设 ajj Biyaz 
11

，则
11 jj iyaz  是   0 azFm 的根，那么 

1) 0
1
jy 时，由   0 azFm 根的性质 1，则

12 jj iyaz  也是   0 azFm 的根，

并且
21 jj zz  ，故 ajj Biyaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 的一对复

根，
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  都是 aB 的单元素，因此
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB

的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a单层对称要求的一对单元素。 

2) 0
1
jy 时， aj Baz 

1
， az j 

1
既是   0 azFm 的也是   0zf 的实根， az j 

1

是 aB 的单元素，因此 az j 
1

是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a单层对称要

求的一个单元素。 

因此， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根集合。再证 aB 是根全集，

用反证法：假设 aB 还不是根全集，那么一定存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ， #

aB 也是

  0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根集，由性质 3 推论 3，则 #
aB 中至少有一个元

素不属于 aB ，设它为
11 jj iyaz  ，其中 Cy j 1

，由性质 4，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf  

若 0
1
jy ，则还有 
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#
12 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

12
，     0

12
 jj iyafzf  

那么 1) 0
1
jy 时，

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，由§3 定理 8，则

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0azFm 的一对复根，并且

21 jj zz  ，于是 ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

，矛盾。2) 0
1
jy 时， aj Baz 

1
，     0

1
 afzf j ， az j 

1
是   0zf

的根，由§3 定理 6，则 az j 
1

是   0 azFm 的根，于是 aj Baz 
1

，矛盾。所以， aB

是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根全集。】 

推论 1 设 Ra ，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根全集的充要条

件是：   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有各不相同的根组成的集合。 

证明 由定理 1 和性质 7 推论即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 aB 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的根

组成的集合的充要条件是：   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有各不相同

的根组成的集合。 

证明 由推论 1 和性质 5 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对

称的根全集，于是 1) 0
1
jy 时，

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 的一对非 a复根

的充要条件是：
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的一对单元素。2) 0
1
jy 时， az j 

1
是

  0zf 的根的充要条件是： az j 
1

是 aB 的单元素。 

证明 由题意根据推论 1，则   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有各不

相同的根组成的集合。于是 1) 0
1
jy 时，

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0 azFm 的

一对非 a复根的充要条件是：
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的一对单元素。再由§3

定理 8 推论 2 即得。2) 0
1
jy 时， az j 

1
是   0 azFm 的根的充要条件是： az j 

1
是

aB 的单元素。再由§3 定理 6 即得。】 

引理 设 Ra ， Cy j  ，则 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于点 a

对称的全部各不相同的根的充要条件是： jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z

平面上的所有各不相同的根。 
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证明 令  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  ，由定理 1 推论 2 即得。】 

定理 2 设 Ra ， Cy j  ， nK 1 ，则 jj iyaz   Kj ,,2,1  是 n次方程   0zf

在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的根的充要条件是： jy  Kj ,,2,1  是方程

 a4 的所有各不相同的复根。 

证明 由引理和§3 定理 1 推论 2 即得。】 

设 Ra ， Cy j  且 0jy ， nK 1 ， l 为非负整数，n次方程   0zf 在 z 平面上

关于点 a 对称的各不相同的根个数为 K ，若 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是

   02 azP 在 z 平面上的所有各不相同的根， az  是   0zf 的 l 重根，由§3 定理 6，

则 az  是   0 azFm 的 l 重根，       2
0 azPazaazF l

mm  ，于是 

1. 1l 时， az  ， jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面

上的所有各不相同的根，从而它们也是   0zf 在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相

同的根， sK 21 。 

2. 0l 时， jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是   0azFm 在 z 平面上的所有各

不相同的根，从而它们也是   0zf 在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的根，

sK 2 。 

推论 设 Ra ， Cy j  且 0jy ， l 为非负整数， az  是   0zf 的 l 重根，于是

1) 1l 时， az  ， jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于点 a

对称的全部各不相同的根的充要条件是： 0 ， jy ， jy  sj ,,2,1  是  a4 的所有各不

相同的复根。2) 0l 时， jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上

关于点 a对称的全部各不相同的根的充要条件是： jy ， jy  sj ,,2,1  是  a4 的所有

各不相同的复根。 

证明 由题意根据定理 2 即得。】 

当      1, ' zfzf 时，   0zf 的根均为单根， Ra ，若 aB 是   0zf 在 z 平面上

关于点 a 严格对称的根集，根据定义，则 aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a 单

层对称的根集，这时， ajj Biyaz 
11

的充要条件是：
11 jj iyaz  是 aB 的单元素，

即   ajj Bziya  1
11

。 
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定义 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 aB 分别是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的

根集合和严格对称的根集合，假如由  ajj Biyaz 
11

，   ajj Bziya  1
11



  ajj Bziya  1
11

，则称 aB 是 aB 的子集，或者说 aB 包含 aB ，记作 aa BB  或 aa BB  。

当 aB 不是 aB 的子集时，通常记作 aa BB  。反过来，假如由  ajj Biyaz 
11

，

  ajj Bziya  1
11

   ajj Bziya  1
11

，则称 aB 是 aB 的子集，或者说 aB 包含 aB ，记作

aa BB  或 aa BB  。当 aB 不是 aB 的子集时，通常记作 aa BB  。当且仅当 aa BB  且

aa BB  时，称 aB 与 aB 相等，记作 aa BB  ；当且仅当 aa BB  且 aa BB  时，称 aB 是 aB

的真子集。 

性质 设 Ra ， Cy j 1
，   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根集合 aB 和严格

对称的根集合 aB 的元素个数分别为 K 和 K ，1) 若 aa BB  ，则 KK  ；若 aa BB  ，则

KK  ；若 aa BB  且 aa BB  ，则 KK  ；若 aa BB  ， KK  ，则 aa BB  。2) 若

ajj Biyaz 
11

， aa BB  ，则 ajj Biyaz 
11

。 

设 Ra ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对

称的根全集，利用 aB 可以生成   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根全集 aB ，方

法如下：假设 ajj Biyaz 
11

，那么 

1. 0
1
jy 时，由性质 1，则 ajj Biyaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是

  0zf 的一对复根，令 ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

。若
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，记  21,min lll  ，则 1l ，

令
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  都是 aB 的 l 重元素，于是
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的

符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a严格对称要求的一对 l 重元素。 

2. 0
1
jy 时， aj Baz 

1
，则 az j 

1
是   0zf 的实根，令 aj Baz 

1
。若 az j 

1

是   0zf 的 1l 重根，则 11 l ，令 az j 
1

是 aB 的 1l 重元素，于是 az j 
1

是 aB 的符合

  0zf 的根在 z 平面上关于点 a严格对称要求的一个 1l 重元素。 

在对 aB 的每一个元素都进行了上述操作之后，由此生成的 aB 符合 z 平面上严格对

称根集合的定义，因此 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根集，下面进一步

证明它是根全集。 
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定理 3 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是 n 次方程

  0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根全集，利用 aB 用上述方法所生成的 aB 的元

素个数为 K ， Cy j 1
，则 1) ajj Biyaz 

11
的充要条件是： ajj Biyaz 

11
；2) aB

是   0zf 在 z 平面上关于 a点严格对称的根全集；3) aa BB  ， KK  。 

证明 由题设，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根集，而且 

1) 必要性显然，证充分性。若 ajj Biyaz 
11

，于是① 0
1
jy 时，由§4 性质 1，

则 ajj Biyaz 
12

，从而
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，由性质 6，

则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

，故 ajj Biyaz 
11

；② 0
1
jy 时， aj Baz 

1
，

az j 
1

是   0zf 的一个实根，由性质 6，则 aj Baz 
1

。故充分性成立。 

2) 用反证法：假设 aB 还不是根全集，那么一定存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ， #

aB

也是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根集，由§4 性质 3 推论 3，则 #
aB 至少有一

个元素不属于 aB ，设它为
11 jj iyaz  ，其中 Cy j 1

，由§4 性质 4，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ； 

若 0
1
jy ，则还有 

#
12 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

12
，     0

12
 jj iyafzf 。 

那么① 0
1
jy 时， 11 jj iyaz  ， 12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根， ajj Biyaz 

11

且 ajj Biyaz 
12 ，由 1) 则 ajj Biyaz 

11 且 ajj Biyaz 
12 ，由性质 6推论 1则 aB

还不是根全集，矛盾。② 0
1
jy 时，     0

1
 afzf j ， az j 1 是   0zf 的一个实根，

aj Baz 
1 ，由 1) 则 aj Baz 

1 ，由性质 6 推论 1 则 aB 还不是根全集，矛盾。所以 aB

是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根全集。 

3) 假设 ajj Biyaz 
11

，那么① 0
1
jy 时，由性质 1 则 ajj Biyaz 

12
，于

是
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  都是 aB

的单元素，即   ajj Bziya  1
11

，   ajj Bziya  1
21

。不妨设
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，记  21,min lll  ，则 1l ，由 aB 生成

法，则
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  都是 aB 的 l 重元素，因此
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  都
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是 aB 的 1 重以上元素，即   ajj Bziya  1
11

，   ajj Bziya  1
21

。于是由 

  ajj Bziya  1
11

    ajj Bziya  1
11

。 

② 0
1
jy 时， aj Baz 

1
，则 az j 

1
是   0zf 的实根， az j 

1
是 aB 的单元素，

即   aj Bza  1
1

。不妨设 az j 
1

是   0zf 的 1l 重根，则 11 l ，由 aB 生成法，则 az j 
1

是 aB 的 1l 重元素，因此 az j 
1

是 aB 的 1 重以上元素，即   aj Bza  1
1

。于是由 

  aj Bza  1
1

   aj Bza  1
1

。 

总之，由  ajj Biyaz 
11

，   ajj Bziya  1
11

   ajj Bziya  1
11

。于是

aa BB  。又 aB 和 aB 的元素个数分别为K 和 K ，所以 KK  。】 

若 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根全集，则其任意一个元素都是 1

重的，即 aB 的元素一定各不相同。 aB 是利用 aB 用上述方法所生成，其任意一个元素

都是 1 重以上的，即 aB 的元素不一定各不相同。由定理 3，有 

ajj Biyaz 
11

   ajj Biyaz 
11

 

事实上，由 aB 的所有各不相同的元素组成的集合就是 aB 。在 aB 中任意取一个元素，

为减少任意取的次数，可以只在 aB 中选取，即用  ajj Biyaz 
11

来代表 

ajj Biyaz 
11

，或者说 ajj Biyaz 
11

  ajj Biyaz 
11

。 
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§7 在 z 平面上关于点 a 普通对称的根全集 

定义 1 设 Ra ，   0aQ ， Cy j  ， nK 1 ， jj iyaz   Kj ,,2,1  是 n次方程

  0zf 在 z 平面上的 K 个根，记  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  。 

假设对  ajj Biyaz 
11

，当 0
1
jy 时，均能找到 ajj Biyaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，若

11 jj iyaz  和
12 jj iyaz  分别是

  0zf 的 1l 重和 2l 重根，则
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  分别是 aB 的 1l 重和 2l 重元素，那

么就称
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a普通对称

要求的一对元素；当 0
1
jy 时， aj Baz 

1
， az j 

1
是   0zf 的实根，若 az j 

1
是

  0zf 的 1l 重根，则 az j 
1

是 aB 的 1l 重元素，就称 az j 
1

是 aB 的符合   0zf 的根在 z

平面上关于点 a普通对称要求的一个元素。 

满足上述条件就称 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的一个根集，且称其

所有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于点 a (普通)对称的 K 个根。 

例 1 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的二个

根集，假如
11 jj iyaz  是 aB 的任意一个元素，若

11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，就能

推导出
11 jj iyaz  是 #

aB 的 l重元素，即由 

 ajj Biyaz 
11

，   ajj Blziya 
11

    #
11 ajj Blziya  。 

则 aB 是 #
aB 的子集，即 #

aa BB  。当且仅当 #
aa BB  且 aa BB # 时， #

aa BB  。当且仅当

#
aa BB  且 #

aa BB  时， aB 是 #
aB 的真子集。 

元素与集合的关系性质 设 Ra ， Cy j 1
，l为非负整数， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z

平面上关于点 a 普通对称的二个根集，于是 1) 若   ajj Blziya 
11

， 0l ，则

ajj Biyaz 
11

；2) 若   ajj Blziya 
11

， 1l ，则 ajj Biyaz 
11

；3) 若 ajj Biyaz 
11

，

  ajj Blziya 
11

，则 1l ；4) 若 ajj Biyaz 
11

， #
aa BB  ，则 #

11 ajj Biyaz  。 

在 z 平面上关于点 a普通对称的根集合 aB 的性质 
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性质 1 设 Ra ， Cy j 1
且 0

1
jy ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的

根集，则 ajj Biyaz 
11

的充要条件是： ajj Biyaz 
12

。 

证明 由定义 1 即得。】 

性质 2 设 Ra ， Cyj 1
， ajj Biyaz 

11
， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通

对称的根集，则
11 jj iyaz  是   0zf 的 l重根的充要条件是：

11 jj iyaz  是 aB 的 l重

元素。 

证明 由定义 1 即得。】 

性质 3 设 Ra ， Cyj 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的二个

根集， ajj Biyaz 
11

且 #
11 ajj Biyaz  ，则

11 jj iyaz  是 aB 的 l重元素的充要条件

是：
11 jj iyaz  是 #

aB 的 l重元素。 

证明 由性质 2 即得。】 

推论 1 设 Ra ， Cyj 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的二个

根集， ajj Biyaz 
11

且 #
aa BB  ，若

11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，则
11 jj iyaz  也

是 #
aB 的 l重元素，即由   ajj Blziya 

11
    #

11 ajj Blziya  。 

证明 由于 ajj Biyaz 
11

且 #
aa BB  ，则 #

11 ajj Biyaz  ，再由性质 3 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cyj 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的二个

根集，若 #
aB 的任何一个元素都属于 aB ，即由 #

11 ajj Biyaz   ajj Biyaz 
11

，

则 aa BB # 。 

证明 由 #
11 ajj Biyaz   ajj Biyaz 

11
，根据性质 3，若

11 jj iyaz  是 #
aB 的

l重元素，则
11 jj iyaz  是 aB 的 l重元素，即由 #

11 ajj Biyaz  ，   #
11 ajj Blziya   

   ajj Blziya 
11

，故 aa BB # 。】 

推论 3 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的二个根集，若

#
aa BB  且 #

aa BB  ，则 #
aB 至少有一个元素不属于 aB 。 
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证明 由题设则 aa BB # ，再由推论 2 即得。】 

性质 4 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的二

个根集，若 #
aB 至少有一个元素不属于 aB ，设它为

11 jj iyaz  ，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ； 

若 0
1
jy ，则还有 

#
12 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

12
，     0

12
 jj iyafzf 。 

证明 由性质 1 即得。】 

定义 2 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是 n 次方程

  0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的根集，并且不存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ，

#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的根集，则称 aB 是   0zf 在 z 平面上关

于点 a普通对称的根全集，且称其所有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面

上关于点 a (普通)对称的全部根。 

性质 5 设 Ra ，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的根全集的充要条

件是： aB 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a (普通)对称的全部根组成的集合。 

证明 由定义 2 即得。】 

性质 6 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对

称的根全集，于是 1) 0
1
jy 时，若

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，

则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

。2) 0
1
jy 时，若 az j 

1
是   0zf 的一个实根，

则 aj Baz 
1

。 

证明 用反证法。1) 0
1
jy 时，假设 ajj Biyaz 

11
且 ajj Biyaz 

12
不成立，

那么 ajj Biyaz 
11

或 ajj Biyaz 
12

，由性质 1 则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

。

由于
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，不妨设
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l 。令 #
aB 包含 aB 的一切元素，

11 jj iyaz 

和
12 jj iyaz  分别是 #

aB 的 1l 重和 2l 重元素，于是找到根集合 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ，
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#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的根集合。但这与 aB 是根全集矛盾。因

此， ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

。 

2) 0
1
jy 时，假设 aj Baz 

1
，由于 az j 

1
是   0zf 的实根，不妨设 az j 

1
是

  0zf 的 1l 重根，则 11 l 。令 #
aB 包含 aB 的一切元素， az j 

1
是 #

aB 的 1l 重元素，于是

找到根集合 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ， #

aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称

的根集合。但这与 aB 是根全集矛盾。因此， aj Baz 
1

。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 1 ， 11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对

称的根集， 1) 0
1
jy 时，若 11 jj iyaz  ， 12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，

ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

，则 aB 还不是根全集。2) 0
1
jy 时，若 az j 

1 是

  0zf 的一个实根， aj Baz 
1

，则 aB 还不是根全集。 

证明 由性质 6 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对

称的根全集，1) 0
1
jy 时，若 ajj Biyaz 

11
且 ajj Biyaz 

12
，则

11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  不是   0zf 的一对复根；2) 0
1
jy 时，若 aj Baz 

1
，则 az j 

1
不是

  0zf 的根。 

证明 由性质 6 即得。】 

下面性质 7 及推论的证明方法与§4 性质 7 及推论相同予以省略。 

性质 7 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的二个根集，其

中 aB 为根全集，则 aa BB # 。 

推论 设 Ra ，若 aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的二个根全集，

则 #
aa BB  。 

例 2 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ，   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根

全集为 aB ，单层对称的根全集为 aB ，普通对称的根全集为 aB ，1) 0
1
jy 时，若

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，则 ajj Biyaz 

11
且 ajj Biyaz 

12
，
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ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

， ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

；2) 0
1
jy 时，

若 az j 
1

是   0zf 的一个实根，则 aj Baz 
1

， aj Baz 
1

， aj Baz 
1

。 

例 3 设 Ra ， Cyj 1
， aB 和 aB 分别是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根

集合和普通对称的根集合，假如  ajj Biyaz 
11

，满足 1) 0
1
jy 时，

  ajj Blziya 
11

   ajj Blziya 
11

；2) 0
1
jy 时，   aj Blza  11

   aj Blza  11
，

则 aB 是 aB 的子集，即 aa BB  。反过来，假如 ajj Biyaz 
11

，   ajj Blziya 
11

    ajj Blziya 
11

，则 aB 是 aB 的子集，即 aa BB  。当且仅当 aa BB  且 aa BB  时，

aa BB  ；当且仅当 aa BB  且 aa BB  时， aB 是 aB 的真子集。 

性质 设 Ra ， Cy j 1
，   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根集合 aB 和普通

对称的根集合 aB 的元素个数分别为 K 和 K ，1) 若 aa BB  ，则 KK  ；若 aa BB  ，则

KK  ；若 aa BB  且 aa BB  ，则 KK  ；若 aa BB  ， KK  ，则 aa BB  。2) 若

ajj Biyaz 
11

， aa BB  ，则 ajj Biyaz 
11

。 

设 Ra ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对

称的根全集，利用 aB 可以生成   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的根全集 aB ，方

法如下：假设 ajj Biyaz 
11

，那么 

1. 0
1
jy 时，由§6 性质 1 则 ajj Biyaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj iyaz  是

  0zf 的一对复根，令 ajj Biyaz 
11

， ajj Biyaz 
12

。若
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，令
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  分别是 aB 的 1l 重和 2l 重元素，于是
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的符合

  0zf 的根在 z 平面上关于点 a普通对称要求的一对元素。 

2. 0
1
jy 时， aj Baz 

1
，则 az j 

1
是   0zf 的实根，令 aj Baz 

1
。若 az j 

1

是   0zf 的 1l 重根，则 11 l ，令 az j 
1

是 aB 的 1l 重元素，于是 az j 
1

是 aB 的符合

  0zf 的根在 z 平面上关于点 a普通对称要求的一个元素。 

在对 aB 的每一个元素都进行了上述操作之后，由此生成的 aB 符合普通对称根集
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合的定义，因此 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的根集，下面进一步证明它

是根全集。 

定理 1 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是 n 次方程

  0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根全集，利用 aB 用§6 方法生成的 aB 的元素个

数为 K ，利用 aB 用本节方法生成的 aB 的元素个数为 K ， Cy j 1
，则 aB 是   0zf 在 z

平面上关于点 a 严格对称的根全集，而且 1) ajj Biyaz 
11

的充要条件是：

ajj Biyaz 
11

；2) aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 普通对称的根全集；3) 

aaa BBB  ， KKK  。 

证明 根据§6 定理 3，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根全集；由

题设，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的根集，而且 

1) 必要性显然，证充分性。若 ajj Biyaz 
11

，于是① 0
1
jy 时，由性质 1，

则 ajj Biyaz 
12

，从而
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，由§6 性质

6，则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Biyaz 
12

，于是 ajj Biyaz 
11

；②  0
1
jy 时，

aj Baz 
1

， az j 
1

是   0zf 的一个实根，由§6 性质 6，则 aj Baz 
1

。故充分性成

立。 

2) 用反证法。假设 aB 还不是根全集，那么一定存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ，

#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的根集，由性质 3 推论 3，则 #

aB 至少有一

个元素不属于 aB ，设它为
11 jj iyaz  ，其中 Cy j 1

，由性质 4，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ； 

若 0
1
jy ，则还有 

#
12 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

12
，     0

12
 jj iyafzf 。 

那么① 0
1
jy 时， 11 jj iyaz  ， 12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根， ajj Biyaz 

11

且 ajj Biyaz 
12

，由 1)则 ajj Biyaz 
11 且 ajj Biyaz 

12 ，由§6 性质 6 推论 1 则 aB

还不是根全集，矛盾。② 0
1
jy 时，     0

1
 afzf j ， az j 1 是   0zf 的一个实根，
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aj Baz 
1

，由 1)则 aj Baz 
1 ，由§6 性质 6 推论 1 则 aB 还不是根全集，矛盾。所以

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a普通对称的根全集。 

3) 假设 ajj Biyaz 
11

，由§6 知即 ajj Biyaz 
11

，于是① 0
1
jy 时，由

§6 性质 1 则 ajj Biyaz 
12

，故
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是   0zf 的一对复根。不

妨设
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l 。记

 21,min lll  ，则有 11  ll ， 12  ll 。由 aB 生成法，
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  都是 aB

的 l 重元素，即   ajj Blziya 
11

，   ajj Blziya 
21

。由 aB 生成法，
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  分别是 aB 的 1l 重和 2l 重元素。而 11  ll ， 12  ll ，因此
11 jj iyaz  和

12 jj iyaz  都是集合 aB 的 l 重以上 ( 含 重 ) 元素，即   ajj Blziya 
11

，

  ajj Blziya 
21

。于是由 

  ajj Blziya 
11

   ajj Blziya 
11

。 

② 0
1
jy 时， aj Baz 

1
，则 az j 

1
是   0zf 的实根。不妨设 az j 

1
是   0zf 的 1l 重

根，则 11 l 。由 aB 生成法， az j 
1

是 aB 的 1l 重元素，即   aj Blza  11
；由 aB 生成法，

az j 
1

是 aB 的 1l 重元素，即   aj Blza  11
。于是由   aj Blza  11

   aj Blza  11
。 

于是 aa BB  ；由§6 定理 3 有 aa BB  ，故 aaa BBB  。又 aB ， aB ， aB 的元素

个数分别为 K ， K ， K ，于是有 KKK  。】 

定理 2 设 Ra ，   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根全集 aB ，严格对称的

根全集 aB ，普通对称的根全集 aB 的元素个数分别为 K ， K ， K ，则 aaa BBB  ， 

KKK  ，其中 aB 和 aB 可看作是利用 aB 分别用§6 方法和本节方法生成。 

证明 由题意不妨假设利用 aB 用§6 方法生成的 #
aB 的元素个数为 #K ，利用 aB 用本

节方法生成的 #
aB 的元素个数为 #K ，根据定理 1，则 #

aB 和 #
aB 分别是   0zf 在 z 平面

上关于点 a严格对称的根全集和普通对称的根全集，而且 ##
aaa BBB  ， ## KKK  。 

由§4性质 7推论，则 #
aa BB  ，于是 #KK  ；由性质 7推论，则 #

aa BB  ，于是 #KK  ，

l
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所以 aaa BBB  ， KKK  ，于是命题成立。】 

推论 设 Ra ， Cy j 1
，   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根全集为 aB ，严

格对称的根全集为 aB ，普通对称的根全集为 aB ，则 

1) ajj Biyaz 
11

的充要条件是： ajj Biyaz 
11

； 

2) ajj Biyaz 
11

的充要条件是： ajj Biyaz 
11

； 

3) ajj Biyaz 
11

的充要条件是： ajj Biyaz 
11

。 

证明 由题意根据定理 2，则 aB 和 aB 可看作是利用 aB 分别用§6 方法和本节方法

生成，于是 1) 由§6 定理 3 即得；2) 由定理１即得；3) 由 1)和 2)即得。】 

定理 3 设 Ra ， Cy j  且 0jy ， Lll jj ,, 21 均为正整数，l为非负整数，   0zf 在

z 平面上关于点 a单层对称的根全集 aB ，严格对称的根全集 aB ，普通对称的根全集 aB

的元素个数分别为 K ，K ，K ；   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的非 a根全集 @B

的元素对数为 k；且 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是    02  azP 在 z 平面上的

所有各不相同的根，其中 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 分别是   0zf 的 1jl 重和 2jl 重根，记

 21,min jjj lll  。如果 az  是   0zf 的 l重根，那么 

1) 1l 时，有 sK 21 ， 



s

j
jllK

1

2 (其中 



s

j
jlk

1

)，  



s

j
jj lllK

1
21 ； 

2) 0l 时，有 sK 2 ， 



s

j
jlK

1

2 (其中 



s

j
jlk

1

)，  



s

j
jj llK

1
21 ； 

3) 若 ax  是   0xQ 的 L 重根，则 

  



















s

j
jj

s

j
jj lllll

ll
lL

1
21

2

1
21 2

2

1
2 ，且 LK  。 

证明 由题意根据定理 2，则 aB 和 aB 可看作是利用 aB 分别用§6 方法和本节方法

生成。 az  是   0zf 的 l 重根，由§3 定理 6，则 az  是   0 azFm 的 l 重根。又

jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是    02  azP 在 z 平面上的所有各不相同的根，

而 
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      2
0 azPazaazF l

mm   

于是 1) 1l 时， az  ， jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面

上的所有各不相同的根，由§6 定理 1 推论 1，则它们是 aB 的所有元素，故 sK 21 。 

由题设 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 分别是   0zf 的 1jl 重和 2jl 重根，且 11 jl ， 12 jl ，

记  21,min jjj lll  ，则 1jl 。由根全集 aB 生成法，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 都是 aB

的 jl 重元素  sj ,,2,1  ， az  是 aB 的 l重元素，故 aB 的元素个数 



s

j
jllK

1

2 。 

由根全集 aB 与非 a根全集 @B 的关系性质，则 

， ，于是有 



s

j
jlk

1

。 

由根全集 aB 生成法，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 分别是 aB 的 1jl 重和 2jl 重元素

 sj ,,2,1  ， az  是 aB 的 l重元素，故 aB 的元素个数  



s

j
jj lllK

1
21 。 

2) 0l 时， jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面上的所

有各不相同的根，由§6 定理 1 推论 1，则它们是 aB 的所有元素，于是有 sK 2 。 

接下来与 1)同理可证得 



s

j
jlK

1

2 (其中 



s

j
jlk

1

)，  



s

j
jj llK

1
21 。 

3) 对于   0zf 在 z 平面上以 a为中点的任意一对非 a根 01 iyaz  ， 02 iyaz  (其

中 Cy 0 且 00 y )，由§6 性质 6，则 aBiyaz  01 ， aBiyaz  02 。于是无论 1l

还是 0l ， aB 中元素 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  就是   0zf 在 z 平面上以 a

为中点的所有各不相同的成对非 a根，其中 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 分别是   0zf 的

1jl 重和 2jl 重根。若 ax  是   0xQ 的 L 重根，由第二章定理 16 推论 2，则 

  



















s

j
jj

s

j
jj lllll

ll
lL

1
21

2

1
21 2

2

1
2  

下面证明 LK  。由于 11 jl ， 12 jl ，则     011 2121  jjjj llll ，因此 2121 2 jjjj llll 

 @,,, BaaaB
l

a   klK 2
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 sj ,,2,1  。于是① 1l 时，  01 ll ， 2ll  ，故  



s

j
jj lllK

1
21 Llll j

s

j
j  


2

1
1

2 2 。 

② 0l 时，  



s

j
jj llK

1
21 Lll

s

j
jj  

1
212 。总之， LK  。】 

设 Ra ， Cy j  且 0jy ，若 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是    02  azP

在 z 平面上的所有各不相同的根，则由       2
0 azPazaazF l

mm  可知，它们也是

  0 azFm 在 z 平面上以 a为中点的所有各不相同的成对非 a根，再由定理 3 的证明可

知，它们还是   0zf 在 z 平面上以 a为中点的所有各不相同的成对非 a根。 

定理 4 设 Ra ，L 为正整数， ax  是   0xQ 的 L 重根，   0zf 在 z 平面上关于

点 a单层对称的根全集 aB ，严格对称的根全集 aB ，普通对称的根全集 aB 的元素个数

分别为 K ， K ， K ，若      1, ' zfzf ，则 

LKKK  ， aaa BBB  。 

于是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的全部根，也是   0zf 在 z 平面上关于点 a

对称的全部各不相同的根，还是   0zf 在 z 平面上关于点 a (普通)对称的全部根。 

证明 由题意根据定理 2，则 aaa BBB  ， KKK  。 

不妨假设 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是    02  azP 在 z 平面上的所有

各不相同的根( Cy j  且 0jy )，其中 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 分别是   0zf 的 1jl 重

和 2jl 重根，记  21,min jjj lll  ， az  是   0zf 的 l重根( 0l )，由定理 3，则 

1) 1l 时，有 sK 21 ， 



s

j
jllK

1

2 ，  



s

j
jj lllK

1
21 ； 

2) 0l 时，有 sK 2 ， 



s

j
jlK

1

2 ，  



s

j
jj llK

1
21 ； 

3) 由于 ax  是   0xQ 的 L 重根，则有 



s

j
jj lllL

1
21

2 2 ，且 LK  。 

若      1, ' zfzf ，则 0l 或1， 121  jj ll ，   1,min 21  jjj lll ，于是 

1) 1l 时， sK 21 ， slK
s

j
j 2121

1

 


，   sllK
s

j
jj 211

1
21  



， 



整式代数方程统一解法原理 

 

 
174 

sllL
s

j
jj 2121

1
21  



，故 sLKKK 21 。 

2) 0l 时， sK 2 ， slK
s

j
j 22

1

 


，   sllK
s

j
jj 2

1
21 



。 

sllL
s

j
jj 220

1
21  



，故 sLKKK 2  

总之，无论 1l 还是 0l ，都有 LKKK  ，又 aaa BBB  ，故 aaa BBB  。 

再由§4，§6，§7 性质 5 即得。】 

定理 5 设      1, ' zfzf ， Ra ，L 为正整数， ax  是   0xQ 的 L 重根， Cy j  ，

若 jy  Kj ,,2,1  是方程  a4 的所有复根 (或所有各不相同的复根 )，则 LK  ，

jj iyaz   Kj ,,2,1  既是   0zf 在 z 平面上关于点 a 严格对称的全部根，也是

  0zf 在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的根，还是   0zf 在 z 平面上关于点

a (普通)对称的全部根。 

证明 由题设不妨设   0zf 在 z 平面上关于点 a单层对称的根全集 aB ，严格对称

的根全集 aB ，普通对称的根全集 aB 的元素个数分别为K ，K ，K ，根据定理 4 和§4 (或

§6)定理 2 即得。】 

推论 1 设      1, ' zfzf ， Ra ，   0aQ ， Cy j  ，则 jy  Kj ,,2,1  是  a4 的

所有复根的充要条件是： jy  Kj ,,2,1  是  a4 的所有各不相同的复根。 

证明 由题设不妨设 ax  是   0xQ 的 L 重根，则 L 为正整数，根据定理 5，必要

性和充分性可分别再由§6 和§4 定理 2 即得。】 

推论 2 设      1, ' zfzf ， Ra ，   0aQ ，则  a4 的所有复根各不相等。 

证明 由推论 1 即得。】 
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第四章 
方程复根的求解路径之二 

§1 方程组解的性质与最大公因式方程(一)根的性质 

设整数 n 2 ， 00 a ，实系数 n 次多项式   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ，令

iyxz  ，则由第二章可知 

  zf          yxfiyxfiiyxFiyxFiyxf nn ,,,, 1
1

010
     yxifyxfin ,, 10   

于是由关系式 

  zf  iyxf      yxifyxfin ,, 10                        (1) 

可得实系数二元多项式方程组 

 
 







0,
0,

1

0

yxf
yxf

                                 (2) 

其中
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 yxf ,0 和  yxf ,1 为 y 的奇偶函数。而 y 的奇函数在提取一个 y 因子后，其另一个因式

必为 y 的偶函数。因此在消去这个 y 因子后，(2)就变成了关于 x， 2y 的实系数二元多

项式方程组  *2 ，其中 

n为偶数时
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n 为奇数时
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为了便于以后讨论，我们作如下处理： 
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n为偶数时，令
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于是由(2)可得方程组 

 
 







0,
0,

2*
1

2*
0

yxf
yxf

 )2( n                             *2  

其中  ,, 2*
0 yxf  2*

1 , yxf 均为关于 x， 2y 的实系数二元多项式。 

事实上，(2)可以分解成两个方程组，一个是  *2 ，另一个就是特殊的   f2  

 






0

0
y
xf

                                  f2  

  f2 的解比较特殊，它与 n 次方程   0zf 的根相对应，不妨设 nzzz ,,, 21  是

  0zf 的 n个复根，则      0,,,0,,0, 21 nzzz  是   f2 的全部复数解。 

 *2 的解则与   0zf 的成对复根相对应。不妨设 jhx 为根 jz 和 hz 的中点( hj 1 ，

nh ,,3,2  )， jhjhj iyxz  ， jhjhh iyxz  是   0zf 的一对复根，则  jhjh yx , ， jhjh yx ,

是(2)的一对复数解，若将  *2 视为关于 x， y 的方程组，则  jhjh yx , ，  jhjh yx , 是  *2

的一对复数解，这样的解共计有
 

2

1nn
对；若将  *2 视为关于 x ， 2y 的方程组，则

 2, jhjh yx 是  *2 的一个复数解，这样的解共计有
 

2

1nn
个。 

以下将  *2 视为关于 x ， 2y 的方程组。设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，若  ,, 2*

0 yxf  2*
1 , yxf 在

0xx  ， 2
0

2 yy  时函数值满足   0, 2
00

*
0 yxf 且   0, 2

00
*

1 yxf ，则称  2
00 , yx 是方程组  *2 的
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一个(复数)解。 

方程组  *2 解的性质 

性质 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，若  2

00 , yx 是方程组  *2 的解，则 




 2

00 , yx 也是方程组  *2

的解(其中 0x ， 2
0y 分别是 0x ， 2

0y 的共轭复数)。 

证明 若  2
00 , yx 是  *2 的解，则   0, 2

00
*
0 yxf 且   0, 2

00
*

1 yxf 。由于  ,, 2*
0 yxf  2*

1 , yxf 均

为关于 x， 2y 的实系数二元多项式，于是 

  00,, 2
00

*
0

2
00

*
0 





 yxfyxf 且   00,, 2

00
*

1
2
00

*
1 





 yxfyxf 。 

故 




 2

00 , yx 也是  *2 的解。】 

推论 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，则  2

00 , yx 是  *2 的解的充要条件是： 




 2

00 , yx 是  *2 的

解。 

证明 由于    2
00

2
00 ,, yxyx 












 ，充分性也由性质即得。】 

例 1 设 Ra ， Cy 2
0 ，则  2

0, ya 是  *2 的解的充要条件是： 




 2

0, ya 是  *2 的解。 

设 Cx 0 ，将方程组  *2 转化成恒定元为 x x 0 的一元方程组 

 
 







0,
0,

2
0

*
1

2
0

*
0

yxf
yxf

                            0*2 x  

则   0*2 x 是 2y 的复系数多项式方程组(其中 Rx 0 时，   0*2 x 是 2y 的实系数多项式方程

组)。 
  

0
! 0

0  a
n

xf n

，故  2
0

*
0 , yxf 是 2y 的次数为 





2

n
的多项式，但  2

0
*

1 , yxf 却有可能

是 2y 的零多项式，即当它关于 2y 的系数全为零时。 

设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，若  ,, 2

0
*

0 yxf  2
0

*
1 , yxf 在 2

0
2 yy  时函数值满足   0, 2

00
*

0 yxf 且

  0, 2
00

*
1 yxf ，则称 2

0y 是方程组   0*2 x 的一个(复数)解。若  2
0

*
1 , yxf 是 2y 的零多项式，

则对 Cy  2
0 ，  2

0
*

1 , yxf 在 2
0

2 yy  时函数值   0, 2
00

*
1 yxf ，于是方程   0, 2

0
*

0 yxf 的

根就是方程组   0*2 x 的解。显然， 2
0y 是   0*2 x 的解的充要条件是： 
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   2
0

*
0

2
0

2 ,| yxfyy  且    2
0

*
1

2
0

2 ,| yxfyy  。 

再设 l 为非负整数，若    2
0

*
0

2
0

2 ,| yxfyy
l

 且    2
0

*
1

2
0

2 ,| yxfyy
l

 ，但   12
0

2 


l
yy 不

能同时整除  ,, 2
0

*
0 yxf  2

0
*

1 , yxf ，则称 2
0y 是方程组   0*2 x 的 l 重(复数)解。若  2

0
*

1 , yxf 是

2y 的零多项式，则方程   0, 2
0

*
0 yxf 的 l 重根就是方程组   0*2 x 的 l 重解。统计解的个数，

重解按重数计算。由   0*2 x 所有复数解(含重解)组成的集合可写成  

 
     



















 0*2

2
0

*
1

2
0

*
02 2

0,
0,

| xCy
yxf
yxf

y  

下面定理 1 及推论的证明方法与第二章定理 1 及推论相同。 

定理 1 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，则  2

00 , yx 是方程组  *2 的解的充要条件是： 2
0y 是   0*2 x

的解。 

推论 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，则  2

00 , yx 是  *2 的解的充要条件是： 

   2
0

*
0

2
0

2 ,| yxfyy  且    2
0

*
1

2
0

2 ,| yxfyy  。 

设  2
0

* , yxd 是  ,, 2
0

*
0 yxf  2

0
*

1 , yxf 关于 2y 的一个最大公因式，其中  2
0

*
0 , yxf ，

 2
0

*
1 , yxf ，  2

0
* , yxd 可视为关于 0x ， 2y 的实系数二元多项式，于是当 Cx 0 时，

 2
0

* , yxd 是 2y 的复系数多项式；当 Rx 0 时，  2
0

* , yxd 是 2y 的实系数多项式。 

两个 2y 的系数不全为零的多项式  ,, 2
0

*
0 yxf  2

0
*

1 , yxf 关于 2y 的最大公因式总是

一个 2y 的系数不全为零的多项式，即它是非零多项式，于是用     2
0

*
1

2
0

*
0 ,,, yxfyxf 来

表示 2y 的首项系数是 1 的那个最大公因式。若      1,,, 2
0

*
1

2
0

*
0 yxfyxf  则称  ,, 2

0
*

0 yxf

 2
0

*
1 , yxf 关于 2y 互素。 

设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，若  2

0
* , yxd 在 2

0
2 yy  时函数值   0, 2

00
* yxd ，则称 2

0y 是方程

  0, 2
0

* yxd 的一 个 ( 复 ) 根 。显 然 ， 2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的 根 的充 要 条 件是：

   2
0

*2
0

2 ,| yxdyy  。再设 l 为非负整数，若    2
0

*2
0

2 ,| yxdyy
l

 ，但   12
0

2 


l
yy 不能整除

 2
0

* , yxd ，则称 2
0y 是方程   0, 2

0
* yxd 的 l 重(复)根。统计根的个数，重根按重数计算。

  0, 2
0

* yxd 所有复根(含重根)组成的集合可写成     Cyyxdy  22
0

*2 ,0,| 。 

下面定理 2 及其推论根据预章定理 2 及其推论即得。 

定理 2 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ， l 为非负整数，则 
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1) 2
0y 是   0*2 x 的解的充要条件是： 2

0y 是   0, 2
0

* yxd 的根； 

2) 2
0y 是   0*2 x 的 l 重解的充要条件是： 2

0y 是   0, 2
0

* yxd 的 l 重根。 

推论 1 设 Cx 0 ，则   0*2 x 所有复数解(含重解)组成的集合与   0, 2
0

* yxd 所有复根

(含重根)组成的集合是两个相等的集合，即 

 
     



















 0*2

2
0

*
1

2
0

*
02 2

0,
0,

| xCy
yxf
yxf

y     Cyyxdy  22
0

*2 ,0,|  

于是   0, 2
0

* yxd 的所有复根就是   0*2 x 的所有复数解。 

推论 2 设 Cx 0 ，  0*2 x 复数解(含重解)的个数为 *
0xK ，  2

0
* , yxd 关于 2y 的次数为

*K ，则 **
0

KK x  ，故   02 x 有解的充要条件是： 1* K 。 

推论 3 设 Cx 0 ，则   0*2 x 无解的充要条件是：      1,,, 2
0

*
1

2
0

*
0 yxfyxf 。 

定理 3 设 Cx 0 ，
     
     







2
0

*2
0

**
1

2
0

*
1

2
0

*2
0

**
0

2
0

*
0

,,,
,,,
yxdyxgyxf
yxdyxgyxf

，则
 
 







0,
0,

2
0

**
1

2
0

**
0

yxg
yxg

无解，

 2
0

**
0 , yxg ，  2

0
**

1 , yxg 关于 2y 互素，即      1,,, 2
0

**
1

2
0

**
0 yxgyxg 。 

证明  2
0

* , yxd 是  ,, 2
0

*
0 yxf  2

0
*

1 , yxf 关于 2y 的最大公因式，根据预 章定理 5 即

得。】 

  0, 2
0

* yxd 根的性质 性质 1 及推论 1 至 4 与第二章   0,0 yxd 根的性质 2 及其推

论相同(仅有形式差异)，证推论 5。 

性质 1 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，若 2

0y 是   0, 2
0

* yxd 的根，则 2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的根。 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，则 2

0y 是   0, 2
0

* yxd 的根的充要条件是： 2
0y 是

  0, 2
0

* yxd 的根。 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，则    2

0
*2

0
2 ,| yxdyy  的充要条件是：  2

0
*2

0
2 ,| yxdyy 





  。 

例 2 设 Ra ， Cy 2
0 ，则    2*2

0
2 ,| yadyy  的充要条件是：  2*2

0
2 ,| yadyy 





  。 

推论 3 设 Ra ， Cy 2
0 ， l 为非负整数，则 

   2*2
0

2 ,| yadyy
l

 的充要条件是：  2*2
0

2 ,| yadyy
l






  。 

推论 4 设 Ra ， Cy 2
0 ，l 为非负整数，则 2

0y 是   0, 2* yad 的 l 重根的充要条件
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是： 2
0y 是   0, 2* yad 的 l 重根。 

设 Ra ， Ry 2
0 ，l 为非负整数，若 2

0y 和 2
0y 都是   0, 2* yad 的根，则称 2

0y ， 2
0y

是   0, 2* yad 的一对共轭复根；若 2
0y 和 2

0y 都是   0, 2* yad 的 l 重根，则称 2
0y ， 2

0y 是

  0, 2* yad 的一对 l 重共轭复根。 

推论 5 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，则 2

0y ， 2
0y 是   0, 2* yad 的一对 l 重共

轭复根的充要条件是：    2*2
0

22
0

2 ,| yadyyyy
ll





  ，但   1

2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能整除

 2* , yad 。 

证明   0, 2* yad 是 2y 的实系数代数方程，根据第二章§2 性质推论 5 即得。】 

 2
0

* , yxd 是 y 的偶函数，若把   0, 2
0

* yxd 看作 y 的方程，则第二章   0,0 yxd 根

的性质 1，性质 2 及其推论对它也是适用的，只要将  yxd ,0 改为  2
0

* , yxd 即可。下面

的性质 2，性质 3 及其推论就是如此，证明予以省略。 

性质 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    2
0

*
0 ,| yxdyy  的充要条件是：   2

0
*

0 ,| yxdyy  。 

推论 设 Cx 0 ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 

   2
0

*
0 ,| yxdyy l 的充要条件是：    2

0
*

0 ,| yxdyy l 。 

性质 3 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    2
0

*
0 ,| yxdyy  的充要条件是：    2

0
*

0 ,| yxdyy   

推论 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 

   2*
0 ,| yadyy l 的充要条件是：    2*

0 ,| yadyy
l

 。 

  0*2 x 解的性质 性质及推论 1 至 4 与第二章   02 x 解的性质 2 及其推论相同(仅有形

式差异)，证推论 5。 

性质 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，若 2

0y 是   0*2 x 的解，则 2
0y 是   0*2 x

的解。 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，则 2

0y 是   0*2 x 的解的充要条件是： 2
0y 是   0*2 x

的解。 

例 3 设 Ra ， Cy 2
0 ，则 2

0y 是   a*2 的解的充要条件是： 2
0y 是   a*2 的解。 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，则    2

0
*

0
2
0

2 ,| yxfyy  且    2
0

*
1

2
0

2 ,| yxfyy  的充要条件

是：  2
0

*
0

2
0

2 ,| yxfyy 




  且  2

0
*

1
2
0

2 ,| yxfyy 




  。 
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推论 3 设 Ra ， Cy 2
0 ，l 为非负整数，则    2*

0
2
0

2 ,| yafyy
l

 且    2*
1

2
0

2 ,| yafyy
l



的充要条件是：  2*
0

2
0

2 ,| yafyy
l






  且  2*

1
2
0

2 ,| yafyy
l






  。 

推论 4 设 Ra ， Cy 2
0 ，l 为非负整数，则 2

0y 是   a*2 的 l 重解的充要条件是： 2
0y

是   a*2 的 l 重解。 

设 Ra ， Ry 2
0 ，l 为非负整数，若 2

0y 和 2
0y 都是方程组   a*2 的解，则称 2

0y ， 2
0y

是   a*2 的一对共轭复数解；若 2
0y 和 2

0y 都是   a*2 的 l 重解，则称 2
0y ， 2

0y 是   a*2 的一对

l 重共轭复数解。 

推论 5 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，则 2

0y ， 2
0y 是   a*2 的一对 l 重共轭复数

解的充要条件是    2*
0

2
0

22
0

2 ,| yafyyyy
ll





  且    2*

1
2
0

22
0

2 ,| yafyyyy
ll





  ，但   1

2
0

212
0

2







 

ll
yyyy

不能同时整除    2*
1

2*
0 ,,, yafyaf 。 

证明  2* , yad 是    2*
1

2*
0 ,,, yafyaf 关于 2y 的最大公因式，则    2*2

0
22

0
2 ,| yadyyyy

ll





  ，

但   1
2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能整除  2* , yad 的充要条件是：    2*

0
2
0

22
0

2 ,| yafyyyy
ll





  且

   2*
1

2
0

22
0

2 ,| yafyyyy
ll





  ，但   1

2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能同时整除    2*

1
2*

0 ,,, yafyaf 。 

根据定理 2，则 2
0y ， 2

0y 是   a*2 的一对 l 重共轭复数解的充要条件是： 2
0y ， 2

0y 是

  0, 2* yad 的一对 l 重共轭复根。再由   0, 2
0

* yxd 根的性质 1 推论 5 即得。】 
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§2 原方程成对复根与方程组解及最大公因式方程根的关系 

定理 4 设 Cx 0 ， Cy 0 ，l 为正整数，若    2
0

*
0

2
0

2 ,| yxfyy
l

 且    2
0

*
1

2
0

2 ,| yxfyy
l

 ，

则    iyxfyy
l

 0
2
0

2 | ，于是 1) 当 00 y 时，    iyxfyy l  00 | ，    iyxfyy l  00 | ，

即 001 iyxz  ， 002 iyxz  都是   0zf 的 l 重以上根；2) 当 00 y 时，  iyxfy l 0
2 | ，

即 00 xz  是   0zf 的 l2 重以上根。 

证明 令 iyxz  0 ，则由关系式(1)可得 

       yxfiyxfiiyxfzf nn ,, 01
1

000
                     01 x  

n为偶数时，
   
   







2
0

*
101

2
0

*
000

,,
,,

yxyfyxf
yxfyxf

； n为奇数时，
   
   







2
0

*
101

2
0

*
000

,,
,,
yxfyxf
yxyfyxf

，于是由题意

无论 n是偶或奇数都有    yxfyy
l

,| 00
2
0

2  且    yxfyy
l

,| 01
2
0

2  ，故    iyxfyy
l

 0
2
0

2 | ，

于是 

1) 当 00 y 时，    iyxfyy l  00 | ，    iyxfyy l  00 | ，又  01 yyizz  ，

 02 yyizz  ，根据    iyxfzf  0 的整除性质，则    zfzz l |1 ，    zfzz l |2 ，

即 001 iyxz  ， 002 iyxz  都是   0zf 的 l 重以上根。 

2) 当 00 y 时，  iyxfy l 0
2 | ，由 00 xz  ，则 iyzz  0 ，根据    iyxfzf  0 的

整除性质，则    zfzz l |2
0 ，即 00 xz  是   0zf 的 l2 重以上根。】 

推论 设 Cx 0 ，l 为正整数，若  2
0

*
0

2 ,| yxfy l 且  2
0

*
1

2 ,| yxfy l ，则  iyxfy l 0
2 | ，

即 00 xz  是   0zf 的 l2 重以上根。 

证明 由定理 4 即得。】 

定理 5 设 Cx 0 ，则  0,0x 是方程组  *2 的解的充要条件是： 00 xz  是   0zf 的 2

重以上根。 

证明  0,0x 是  *2 的解的充要条件是
 
 







0
0

0
'

0

xf
xf

，再根据预 章定理3推论2即得。】 

推论 1设 Cx 0 ，则 0 是   0*2 x 的解的充要条件是： 00 xz  是   0zf 的 2重以上根。 

证明 由定理 5 和定理 1 即得。】 

推论 1 表明 设 Cx 0 ，则  2
0

*
0

2 ,| yxfy 且  2
0

*
1

2 ,| yxfy 的充要条件是：  iyxfy 0
2 | 。 
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推论 2 设 Cx 0 ，则 0 是   0, 2
0

* yxd 的根的充要条件是： 0xz  是   0zf 的 2 重

以上根。 

证明 由推论 1 和定理 2 即得。】 

引理 设 Cx 0 ， Cy 0 ，    yxfyy ,| 00
2
0

2  且    yxfyy ,| 01
2
0

2  的充要条件是：

   2
0

*
0

2
0

2 ,| yxfyy  且    2
0

*
1

2
0

2 ,| yxfyy  。 

证明 n为偶数时，
   
   







2
0

*
101

2
0

*
000

,,
,,

yxyfyxf
yxfyxf

；n为奇数时，
   
   







2
0

*
101

2
0

*
000

,,
,,
yxfyxf
yxyfyxf

，于

是 

1) 当 00 y 时，    1,2
0

2  yyy ，命题显然成立。 

2) 当 00 y 时，由第二章定理 6 推论 3，则  yxfy ,| 00
2 且  yxfy ,| 01

2 的充要条件

是：  iyxfy 0
2 | ，即 00 xz  是   0zf 的 2 重以上根。由定理 5 推论 1，则  iyxfy 0

2 |

的充要条件是  2
0

*
0

2 ,| yxfy 且  2
0

*
1

2 ,| yxfy 。命题也成立。】 

定理 6 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则  00 , yx ， 00 , yx  是方程组(2)的一对复数解的充要条

件是：  2
00 , yx 是方程组  *2 的一个解。 

证明 由引理根据方程组(2)一对复数解的性质和定理 1 推论即知命题成立。】 

定理 7 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根的充

要条件是：  2
00 , yx 是方程组  *2 的一个解。 

证明 由定理 6 和第二章定理 7 即得。】 

推论 1 设 Cx 0 ，则 01 xz  ， 02 xz  是   0zf 的一对复根的充要条件是： 0,0x 是

 *2 的一个解。 

证明 在定理 7 中令 00 y 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对复根的充要

条件是：  2
0, ya 是  *2 的一个解。 

证明 在定理 7 中令 Rax 0 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面

直线 ax  上的一对共轭根的充要条件是：  2
0, ya 是  *2 的一个实数解，其中 02

0 y 。 

证明 在推论 2 中令 Ry 0 且 00 y 即得。】 
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推论 4 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面实

轴上的一对实根的充要条件是：  2
0, ya 是  *2 的一个实数解，其中 02

0 y 。 

证明 在推论 2 中令 0y 为纯虚数即得。】 

推论 5 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ； 001 yixz  ， 002 yixz 

是   0zf 两对不相同的复根的充要条件是：  2
00 , yx ， 





 2

00 , yx 是  *2 两个不相同的复

数解。 

证明 由定理 7 即得。】 

推论 6 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 2
0, ya ， 





 2

0, ya 是  *2 两个不相同的复数解。 

证明 由题意根据定理 7 即得。】 

定理 8 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根的充

要条件是： 2
0y 是   0*2 x 的一个解。 

证明 由定理 7 和定理 1 即得。】 

定理 8 表明 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | 的充要条件是： 

   2
0

*
0

2
0

2 ,| yxfyy  且    2
0

*
1

2
0

2 ,| yxfyy  。 

设 Cx 0 ， Cy 0 ，由定理 8 和第二章定理 8，则 0y ， 0y 是   02 x 的一对复数解的

充要条件是： 2
0y 是   0*2 x 的一个解。即 

   yxfyy ,| 00
2
0

2  且    yxfyy ,| 01
2
0

2      2
0

*
0

2
0

2 ,| yxfyy  且    2
0

*
1

2
0

2 ,| yxfyy  。 

推论 1 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ； 001 yixz  ， 002 yixz 

是   0zf 的两对不相同的复根的充要条件是： 2
0y 是   0*2 x 的一个解， 2

0y 是   0*2 x
的一

个解。 

证明 由定理 8 即得。】 

它表明 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | ，  iyxfyy 




  0

2
0

2 | 的充要条件

是：   2
0

*
0

2
0

2 ,| yxfyy  且    2
0

*
1

2
0

2 ,| yxfyy  ，  2
0

*
0

2
0

2 ,| yxfyy 




  且  2

0
*

1
2
0

2 ,| yxfyy 




  。 

推论 2 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是
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  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 2
0y ， 2

0y 是   a*2 的一对共轭复数解。 

证明 由题意根据定理 8 即得。】 

推论２表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则    iyafyyyy 





  |2

0
2
0

2 的充要条件是： 

   2*
0

2
0

22
0

2 ,| yafyyyy 




  且    2*

1
2
0

22
0

2 ,| yafyyyy 




  。 

例 4 设 Ra ， Ry 2
0 ，由推论 2 和第二章定理 8 推论 2，则 0y ， 0y ； 0y ， 0y

是  a2 两对不相同的复数解的充要条件是： 2
0y ， 2

0y 是   a*2 的一对共轭复数解。即 

   yafyyyy ,| 0
2
0

22
0

2 




  且    yafyyyy ,| 1

2
0

22
0

2 




  的充要条件是： 

   2*
0

2
0

22
0

2 ,| yafyyyy 




  且    2*

1
2
0

22
0

2 ,| yafyyyy 




  。 

若   0*2 x 有解，由定理 2 推论 2，则  ,, 2
0

*
0 yxf  2

0
*

1 , yxf 关于 2y 的最大公因式

 2
0

* , yxd 关于 2y 的次数 1* K ，      1,,, 2
0

*
1

2
0

*
0 yxfyxf 。  2

0
* , yxd 是关于 0x ， 2y 的

实系数二元多项式，可设 

     
     







2
0

*2
0

**
1

2
0

*
1

2
0

*2
0

**
0

2
0

*
0

,,,
,,,
yxdyxgyxf
yxdyxgyxf

 

其中  ,, 2
0

**
0 yxg  2

0
**

1 , yxg 均为关于 0x ， 2y 的实系数二元多项式，  2
0

**
0 , yxg 是 2y 的系

数不全为零的多项式，即它是非零多项式，但  2
0

**
1 , yxg 却有可能是 2y 的零多项式，

由定理 3，则
 
 







0,
0,

2
0

**
1

2
0

**
0

yxg
yxg

无解，      1,,, 2
0

**
1

2
0

**
0 yxgyxg ，即  ,, 2

0
**

0 yxg  2
0

**
1 , yxg 关于

2y 互素。于是             yxifyxfiyxfiyxfiiyxfzf nnn ,,,, 010001
1

000   ，其中 

1. n为偶数时，
   
   







2
0

*
101

2
0

*
000

,,
,,

yxyfyxf
yxfyxf

，于是有 

               2
0

*2
0

**
1

2
0

**
001000 ,,,,, yxdyxiygyxgiyxifyxfiiyxfzf nn   

令
   
   







2
0

**
10

*
1

2
0

**
00

*
0

,,
,,

yxygyxg
yxgyxg

 

则                  2
0

*
0

*
10

*
0

2
0

*2
0

**
1

2
0

**
00 ,,,,,, yxdyxigyxgiyxdyxiygyxgiiyxfzf nn 

其中  yxg ,0
*
0 为 y 的偶函数，  yxg ,0

*
1 为 y 的奇函数，而且对 Cy 0 ，  2

0
2 yy  不能
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同 时 整 除  ,,0
*
0 yxg  yxg ,0

*
1 ( 否 则 ， 假 如  Cy 0 ， 满 足    yxgyy ,| 0

*
0

2
0

2  且

   yxgyy ,| 0
*
1

2
0

2  ，那么 1) 当 00 y 时，    1,2
0

2  yyy ，于是    2
0

**
0

2
0

2 ,| yxgyy  且

   2
0

**
1

2
0

2 ,| yxgyy  ；2) 当 00 y 时，  yxgy ,| 0
*
0

2 且  yxgy ,| 0
*
1

2 ，则  2
0

**
0

2 ,| yxgy 且

 2
0

**
1 ,| yxgy ，而由  2

0
**

1 ,| yxgy   2
0

**
1

2 ,| yxgy ，于是  2
0

**
0

2 ,| yxgy 且  2
0

**
1

2 ,| yxgy 。

故无论 00 y 还是 00 y 都与  ,, 2
0

**
0 yxg  2

0
**

1 , yxg 关于 2y 互素矛盾)。 

2. n为奇数时，
   
   







2
0

*
101

2
0

*
000

,,
,,
yxfyxf
yxyfyxf

，于是 

               2
0

*2
0

**
1

2
0

**
001000 ,,,,, yxdyxigyxygiyxifyxfiiyxfzf nn   

令
   
   







2
0

**
10

*
1

2
0

**
00

*
0

,,
,,
yxgyxg
yxygyxg

 

则                  2
0

*
0

*
10

*
0

2
0

*2
0

**
1

2
0

**
00 ,,,,,, yxdyxigyxgiyxdyxigyxygiiyxfzf nn 

其中  yxg ,0
*
0 为 y 的奇函数，  yxg ,0

*
1 为 y 的偶函数，而且对 Cy 0 ，  2

0
2 yy  不能

同时整除  ,,0
*
0 yxg  yxg ,0

*
1 (否则，同样会与  ,, 2

0
**

0 yxg  2
0

**
1 , yxg 关于 2y 互素矛盾)。 

因此，无论 n为偶数或奇数，都有           2
0

*
0

*
10

*
00 ,,, yxdyxigyxgiiyxfzf n 

令         yxigyxgiiyxgzg Kn ,, 0
*
10

*
0

2
0

** *

   

其中  ,,0
*
0 yxg  yxg ,0

*
1 均为关于 0x ， y 的实系数二元多项式，为 y 的奇偶函数，而且

对 Cy 0 ，  2
0

2 yy  不能同时整除  ,,0
*
0 yxg  yxg ,0

*
1 。则 

      2
0

*2
0

*
0 ,

*

yxdiiyxgiyxf K  

再令     2
0

*22
0

* ,,
*

* yxdiiyxF K
d

 ，则       2
0

*
0

* ,* iyxFiyxgzf
d

 ，于是有 

      2
00

** ,* xzxFzgzf
d

 。 

该式与 0x 有关，可称它是  zf 在 z 平面上点 0x 的分解式，其中  zg * 称为点 0x 的  zg * ，

       2
0

*22
0

*2
00

* ,,,
*

** yxdiiyxFxzxF K
dd

 ，   2
00

* ,* xzxF
d

 是关于 0x ，  20xz  的实

系数二元多项式，且 Cx 0 ，于是   2
00

* ,* xzxF
d

 是  20xz  的复系数 *K 次多项式，它

也是 z 的复系数 *2K 次多项式，故  zg * 为复系数 *2Kn  次多项式。 

由于    yxfiiyxF n ,, 0000  ，    yxfiiyxF n ,, 01
1

01
 ，那么 
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1. n为偶数时，由于
   
   







2
0

*
101

2
0

*
000

,,
,,

yxyfyxf
yxfyxf

，令
    
    







 2
0

*
1

22
0

*
1

2
0

*
0

2
0

*
0

,,

,

yxfiiyxF

yxfiiyxF
n

n

，则 

    
    







2
0

*
101

2
0

*
000

,,

,,

iyxiyFiyxF

iyxFiyxF    即      
      







2
00

*
10001

2
00

*
0000

,,

,,

xzxFxzxzxF

xzxFxzxF  

2. n为奇数时，由于
   
   







2
0

*
101

2
0

*
000

,,
,,
yxfyxf
yxyfyxf

，令
    
    











2
0

*
1

12
0

*
1

2
0

*
0

12
0

*
0

,,

,

yxfiiyxF

yxfiiyxF
n

n

，则 

    
    







2
0

*
101

2
0

*
000

,,

,,

iyxFiyxF

iyxiyFiyxF
即

      
    







2
00

*
1001

2
00

*
00000

,,

,,

xzxFxzxF

xzxFxzxzxF  

由
     
     







2
0

*2
0

**
1

2
0

*
1

2
0

*2
0

**
0

2
0

*
0

,,,
,,,
yxdyxgyxf
yxdyxgyxf

，于是 

1. n为偶数时，有
     
     












],[,,

],[,,
2

0
*22

0
**

1
222

0
*

1
2

2
0

*22
0

**
0

22
0

*
0

**

**

yxdiyxgiyxfi

yxdiyxgiyxfi
KKnn

KKnn

 

令     2
0

**
0

22
0

**
0 ,,

*

yxgiiyxG Kn ，     2
0

**
1

222
0

**
1 ,,

*

yxgiiyxG Kn  ，则有 

        
        








2

0
*2

0
**

1
2

0
*

1

2
0

*2
0

**
0

2
0

*
0

,,,

,,

*

*

iyxFiyxGiyxF

iyxFiyxGiyxF

d

d  

2. n为奇数时，有
     
     












],[,,

],[,,
2

0
*22

0
**

1
122

0
*

1
1

2
0

*22
0

**
0

122
0

*
0

1

**

**

yxdiyxgiyxfi

yxdiyxgiyxfi
KKnn

KKnn

 

令     2
0

**
0

122
0

**
0 ,,

*

yxgiiyxG Kn  ，     2
0

**
1

122
0

**
1 ,,

*

yxgiiyxG Kn  ，则也有 

        
        








2

0
*2

0
**

1
2

0
*

1

2
0

*2
0

**
0

2
0

*
0

,,,

,,

*

*

iyxFiyxGiyxF

iyxFiyxGiyxF

d

d  

iyxz  0 ，于是无论 n为偶数或奇数，都有 

        
        








2

00
*2

00
**

1
2

00
*

1

2
00

*2
00

**
0

2
00

*
0

,,,

,,,

*

*

xzxFxzxGxzxF

xzxFxzxGxzxF

d

d  

其中   2
00

*
0 , xzxF  是  20xz  的次数为 





2

n
的多项式，但   2

00
*

1 , xzxF  却有可能是

 20xz  的零多项式，即当它关于  20xz  的系数全为零时。由于   0*2 x 有解，又 

1. n为偶数时，
       
       







 2
0

*
1

22
0

*
1

2
00

*
1

2
0

*
0

2
0

*
0

2
00

*
0

,,,

,,,

yxfiiyxFxzxF

yxfiiyxFxzxF
n

n
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2. n为奇数时，
       
       











2
0

*
1

12
0

*
1

2
00

*
1

2
0

*
0

12
0

*
0

2
00

*
0

,,,

,,,

yxfiiyxFxzxF

yxfiiyxFxzxF
n

n

 

于是
  
  







0,

0,
2

00
*

1

2
00

*
0

xzxF

xzxF
有解，根据预章定理 2 推论 3，则   ,, 2

00
*

0 xzxF    2
00

*
1 , xzxF 

关于  20xz  非互素，即        1,,, 2
00

*
1

2
00

*
0  xzxFxzxF 。 

  
  







0,

0,
2

00
**

1

2
00

**
0

xzxG

xzxG
无解。否则，假如

  
  







0,

0,
2

00
**

1

2
00

**
0

xzxG

xzxG
有解，则 Cy 0 ，将

000 iyxz  代入
  
  







0,

0,
2

00
**

1

2
00

**
0

xzxG

xzxG
后，满足

  
  







0,

0,
2

000
**

1

2
000

**
0

xzxG

xzxG
，从而 

1. n为偶数时，有
       
       












0,,,

0,,,
2
00

**
1

222
00

**
1

2
000

**
1

2
00

**
0

22
00

**
0

2
000

**
0

*

*

yxgiiyxGxzxG

yxgiiyxGxzxG
Kn

Kn

 

2. n为奇数时，有
       
       












0,,,

0,,,
2
00

**
1

122
00

**
1

2
000

**
1

2
00

**
0

122
00

**
0

2
000

**
0

*

*

yxgiiyxGxzxG

yxgiiyxGxzxG
Kn

Kn

 

因此 2
0y 是

 
 







0,
0,

2
0

**
1

2
0

**
0

yxg
yxg

的解，矛盾。根据预章定理 5，则        1,,, 2
00

**
1

2
00

**
0  xzxGxzxG ，

即   ,, 2
00

**
0 xzxG    2

00
**

1 , xzxG  关于  20xz  互素，   2
00

* ,* xzxF
d

 是   2
00

*
0 , xzxF  ，

  2
00

*
1 , xzxF  关于  20xz  的一个最大公因式。 

综上所述，设 Cx 0 ，若   0*2 x 有解，则  2
0

* , yxd 关于 2y 的次数 1* K ，  zf 就能

在 z 平面上的点 0x 分解成两个 z 的复系数多项式  zg * 与   2
00

* ,* xzxF
d

 的乘积，即 

      2
00

** ,* xzxFzgzf
d

  

其中  zg * 为点 0x 的  zg * 。由 iyxz  0 ，该式又可写成       2
0

*2
0

*
0 ,

*

yxdiiyxgiyxf K 。

于是说点 0x 的  zg * ，就意味着       2
00

** ,* xzxFzgzf
d

 或       2
0

*2
0

*
0 ,

*

yxdiiyxgiyxf K 。

反之亦然。 

   iyxgzg  0
** 的整除性质与    iyxfzf  0 的整除性质相同。 

点 0x 的  zg * 性质 设 Cx 0 ， l 为非负整数， 

        yxigyxgiiyxgzg Kn ,, 0
*
10

*
0

2
0

** *

   

其中  ,,0
*
0 yxg  yxg ,0

*
1 均为关于 0x ， y 的实系数二元多项式，为 y 的奇偶函数，而且
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对 Cy 0 ，  2
0

2 yy  不能同时整除  ,,0
*
0 yxg  yxg ,0

*
1 ，于是 

1)   0* zg 没有以 0x 为中点的成对根。 

2) 若 0xz  是   0* zg 的 l 重根，则 0l 或1，其中 0l 时， 0xz  不能整除  zg * ，

即 y 不能整除  iyxg 0
* ； 1l 时，    zgxz *

0 | ，但  20xz  不能整除  zg * ，即

 iyxgy 0
*| ，但 2y 不能整除  iyxg 0

* 。 

3) 若 Cy 0 且 00 y ， 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，则  1zz  和  2zz  不能同时整

除  zg * ，即  0yy  和  0yy  不能同时整除  iyxg 0
* 。 

证明  1) 由于对  Cy 0 ，  2
0

2 yy  不能同时整除  ,,0
*
0 yxg  yxg ,0

*
1 ，于是若

 ,,0
*
0 yxg  yxg ,0

*
1 关于 y 互素，即      1,,, 0

*
10

*
0 yxgyxg ，根据第二章点 0x 的  zg 性质 2，

则   0* zg 没有以 0x 为中点的成对根；若  ,,0
*
0 yxg  yxg ,0

*
1 关于 y 非互素，即

     1,,, 0
*
10

*
0 yxgyxg ，用反证法：假如   0* zg 有以 0x 为中点的成对根，设为

001 iyxz  ， 002 iyxz  ，其中 Cy 0 ，由题意根据第二章定理 8 推论 3，则 0y ， 0y

是
 
 







0,
0,

0
*
1

0
*
0

yxg
yxg

的一对复数解，于是    yxgyy ,| 0
*
0

2
0

2  且    yxgyy ,| 0
*
1

2
0

2  ，矛盾。因

此   0* zg 没有以 0x 为中点的成对根。 

2) 若 0xz  是   0* zg 的 l 重根，用反证法：假如 2l ，则 01 xz  ， 02 xz  是   0* zg

以 0x 为中点的成对根，与 1)矛盾。因此 0l 或1，于是命题成立。 

3) 由 1)，则  1zz  和  2zz  不能同时整除  zg * ，由    iyxgzg  0
** 的整除性质，

即  0yy  和  0yy  不能同时整除  iyxg 0
* 。】 

定理 9 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根的充

要条件是： 2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的一个根。 

证明 由定理 8 和定理 2 即得。】 

它表明 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | 的充要条件是：   2
0

*2
0

2 ,| yxdyy  。 

设 Cx 0 ， Cy 0 ，由定理 9 和第二章定理 9，则 0y ， 0y 是   0,0 yxd 的一对复

根的充要条件是： 2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的一个根。即    yxdyy ,| 0

2
0

2      2
0

*2
0

2 ,| yxdyy  。 

推论 1 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ； 001 yixz  ， 002 yixz 
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是   0zf 的两对不相同的复根的充要条件是： 2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的根， 2

0y 是

  0, 2
0

* yxd 的根。 

证明 由定理 9 即得。】 

推论 1 表明 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | ，  iyxfyy 




  0

2
0

2 | 的充要

条件是：    2
0

*2
0

2 ,| yxdyy  ，  2
0

*2
0

2 ,| yxdyy 




  。 

推论 2 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 2
0y ， 2

0y 是   0, 2* yad 的一对共轭复根。 

证明 由题意根据定理 9 即得。】 

推论 2 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 

   iyafyyyy 




  |2

0
2
0

2 的充要条件是：    2*2
0

22
0

2 ,| yadyyyy 




  。 

例 5 设 Ra ， Ry 2
0 ，由推论 2 和第二章定理 9 推论 2，则 0y ， 0y ； 0y ， 0y

是   0, yad 的两对不相同的复根的充要条件是： 2
0y ， 2

0y 是   0, 2* yad 的一对共轭复

根。即 

   yadyyyy ,|2
0

22
0

2 




      2*2

0
22

0
2 ,| yadyyyy 





  。 

设 Cx 0 ， Cy 0 ， 000 iyxz  ，若   2
00

* ,* xzxF
d

 在 0zz  时函数值   2
000

* ,* xzxF
d



   2
00

* ,* iyxF
d

  0, 2
00

*2 *

yxdi K ，则 000 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
(在 z 平面上)的一

个(复)根。 000 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根的充要条件是：    2

00
*

0 ,| * xzxFzz
d

 。 

再设 l 为非负整数，若     2
00

*
0 ,| * xzxFzz

d
l  ，但   1

0
 lzz 不能整除   2

00
* ,* xzxF
d

 ，

则 000 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
(在 z 平面上)的 l 重(复)根。 

     2
0

*2
00

* ,, ** iyxFxzxF
dd

 的整除性质  设 Cx 0 ， Cy 0 ， l 为非负整数，

iyxz  0 ， 000 iyxz  ，则     2
00

*
0 ,| * xzxFzz

d
l  的充要条件是：    2

0
*

0 ,| * iyxFyy
d

l 。 

它与    iyxfzf  0 整除性质相同，仅有形式差异。 000 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d

的根的充要条件是     2
0

*
0 ,| * iyxFyy

d
 ； 000 iyxz  是    0, 2

00
*

*  xzxF
d

的 l 重根的充

要条件是：     2
0

*
0 ,| * iyxFyy

d
l ，但   1

0
 lyy 不能整除   2

0
* ,* iyxF
d

。 
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定义 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 001 iyxz  ， 002 iyxz  都是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根，

特别当 00 y 时，     2
00

*2
0 ,| * xzxFxz

d
 ，即 0x 是    0, 2

00
*

*  xzxF
d

的 2 重以上根，

则称 001 iyxz  ， 002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
(在 z 平面上)的一对(复)根。 

  2
00

* ,* xzxF
d

 为  0xz  的偶函数，定义 00 y 时条件可弱化为     2
00

*
0 ,| * xzxFxz

d
 。 

   0, 2
00

*
*  xzxF

d
一对复根的性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz 

是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对复根的充要条件是：     2

0
*2

0
2 ,| * iyxFyy

d
 。 

它的证明方法与   0zf 一对复根的性质相同。 

定理 10 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的一个根的充要条件是：

001 iyxz  ， 002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对复根。 

证明 由题设和     2
0

*22
0

* ,,
*

* yxdiiyxF K
d

 ，则    2
0

*2
0

2 ,| yxdyy  的充要条件是：

    2
0

*2
0

2 ,| * iyxFyy
d

 。于是命题成立。】 

定理 11 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根的

充要条件是： 001 iyxz  ， 002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对复根。 

证明 由定理 9 和定理 10 即得。】 

它表明 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | 的充要条件是：    2
0

*2
0

2 ,| * iyxFyy
d

 。 

设 Cx 0 ， Cy 0 ，根据定理 11 和第二章定理 10，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是

  0, 00  xzxFd 的 一 对 复 根 的 充 要 条 件 是 ： 001 iyxz  ， 002 iyxz  是

   0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对复根。即    iyxFyy d ,| 0

2
0

2       2
0

*2
0

2 ,| * iyxFyy
d

 。 

推论 1 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ； 001 yixz  ， 002 yixz 

是   0zf 两 对 不 相 同 的 复 根 的 充 要 条 件 是 ： 001 iyxz  ， 002 iyxz  是

   0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对复根； 001 yixz  ， 002 yixz  是   0,

2

00
*

* 




  xzxF

d
的一

对复根。 

证明 由定理 11 即得。】 

推论 1 表明 设 Rx 0 ， Cy 0 ，则    iyxfyy  0
2
0

2 | ，  iyxfyy 




  0

2
0

2 | 的充要
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条件是：     2
0

*2
0

2 ,| * iyxFyy
d

 ，   2
0

*2
0

2 ,| * iyxFyy
d





  。 

推论 2 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ，

02 yiaz  是    0, 2*
*  azaF

d
两对不相同的复根。 

证明 由题意根据定理 11 即得。】 

例 6 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

   0, 2*
*  azaF

d
两对不相同的复根的充要条件是：     2*2

0
22

0
2 ,| * iyaFyyyy

d




  。 

证明 方法与第二章例 13 相同。】 

推论 2 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 

   iyafyyyy 




  |2

0
2
0

2 的充要条件是：     2*2
0

22
0

2 ,| * iyaFyyyy
d





  。 

例 7 设 Ra ， Ry 2
0 ，由推论 2和第二章定理 10推论 2，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ；

01 yiaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFa 两对不相同的复根的充要条件是： 01 iyaz  ，

02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是    0, 2*
*  azaF

d
两对不相同的复根。即 

   iyaFyyyy d ,|2
0

22
0

2 




         2*2

0
22

0
2 ,| * iyaFyyyy

d




  。 
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§3 最大公因式方程(二)根的性质及相关定理 

  2
00

* ,* xzxF
d

 是   ,, 2
00

*
0 xzxF    2

00
*

1 , xzxF  关于  20xz  的最大公因式，它是

关于 0x ， 20xz  的实系数二元多项式，当 Cx 0 时，   2
00

* ,* xzxF
d

 是  20xz  的复系

数多项式，它也是 z 的复系数多项式；当 Rax 0 时，   2* ,* azaF
d

 是  2az  的实系

数多项式，它也是 z 的实系数多项式。 

   0, 2
00

*
*  xzxF

d
根的性质 

性质 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 001 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根，则 002 iyxz 

也是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根。 

证明 若 001 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根，则    2

010
* ,* xzxF
d

  2
00

* ,* iyxF
d

0 ， 于 是    2
020

* ,* xzxF
d

  2
00

* ,* iyxF
d

   2
00

* ,* iyxF
d

 0 。 故 002 iyxz  也 是

   0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根。】 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根的充要条件是：

002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根。 

证明 充分性也由性质 1 即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ， 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，则 

    2
00

*
1 ,| * xzxFzz

d
 的充要条件是：     2

00
*

2 ,| * xzxFzz
d

 。 

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

推论 3 设 Cx 0 ， Cy 0 ， l 为非负整数， 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，则 

    2
00

*
1 ,| * xzxFzz

d
l  的充要条件是：     2

00
*

2 ,| * xzxFzz
d

l  。 

证明 证必要性。若     2
00

*
1 ,| * xzxFzz

d
l  ，令 iyxz  0 ，则    01 yyizz  ，根

据      2
0

*2
00

* ,, ** iyxFxzxF
dd

 的整除性质，则     2
0

*
0 ,| * iyxFyy

d
l 。由   2

0
* ,* iyxF
d

 2
0

*2 ,
*

yxdi K ，则    2
0

*
0 ,| yxdyy l 。由   0, 2

0
* yxd 根的性质 2 推论，则    2

0
*

0 ,| yxdyy l 。

再由     2
0

*22
0

* ,,
*

* yxdiiyxF K
d

 ，则     2
0

*
0 ,| * iyxFyy

d
l 。又    02 yyizz  ，根据

     2
0

*2
00

* ,, ** iyxFxzxF
dd

 的整除性质，则     2
00

*
2 ,| * xzxFzz

d
l  。充分性同理可
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证。】 

推论 4 设 Cx 0 ， Cy 0 ，l 为非负整数，则 001 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的 l 重

根的充要条件是： 002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的 l 重根。 

证明 根据推论 3 即得。】 

设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，若 001 iyxz  和 002 iyxz  都是

   0, 2
00

*
*  xzxF

d
的 l 重根，则称 001 iyxz  ， 002 iyxz  是    0, 2

00
*

*  xzxF
d

 (在 z

平面上)的一对 l 重(复)根，其中 1) 当 Rax 0 ， Ry 0 时， 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

   0, 2*
*  azaF

d
在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根；2) 当 Rax 0 ， 0y 为纯虚

数时，称 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    0, 2*
*  azaF

d
在 z 平面上实轴上的一对 l 重实根。 

推论 5 设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是

   0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对 l 重根的充要条件是：    2

0
*2

0
2 ,| * iyxFyy

d

l
 ，但   12

0
2 


l
yy 不

能整除   2
0

* ,* iyxF
d

。 

证明 若 001 iyxz  ， 002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对 l 重根，则 

    2
00

*
1 ,| * xzxFzz

d
l  且     2

00
*

2 ,| * xzxFzz
d

l  ，但   1
1

 lzz 和   1
2

 lzz 都不能整

除   2
00

* ,* xzxF
d

 。令 iyxz  0 ，则    01 yyizz  ，   02 yyizz  ，由   2
00

* ,* xzxF
d



  2
0

* ,* iyxF
d

 的整除性质，则     2
0

*
0 ,| * iyxFyy

d
l 且     2

0
*

0 ,| * iyxFyy
d

l ，但   1
0

 lyy

和   1
0

 lyy 都不能整除   2
0

* ,* iyxF
d

。由于 00 y ，      1, 00  ll yyyy ，于是

      2
0

*
00 ,| * iyxFyyyy

d
ll  ，即     2

0
*2

0
2 ,| * iyxFyy

d

l
 。但   12

0
2 


l
yy 不能整除   2

0
* ,* iyxF
d

，

否则，假如     2
0

*12
0

2 ,| * iyxFyy
d

l
 ，则     2

0
*1

0 ,| * iyxFyy
d

l ，    2
0

*1
0 ,| * iyxFyy

d
l ，

矛盾。 

反过来，若     2
0

*2
0

2 ,| * iyxFyy
d

l
 ，但   12

0
2 


l
yy 不能整除   2

0
* ,* iyxF
d

，则

    2
0

*
0 ,| * iyxFyy

d
l 且     2

0
*

0 ,| * iyxFyy
d

l 。由      2
0

*2
00

* ,, ** iyxFxzxF
dd

 的整除性

质，则     2
00

*
1 ,| * xzxFzz

d
l  且     2

00
*

2 ,| * xzxFzz
d

l  。但   1
1

 lzz 和   1
2

 lzz 都不

能整除   2
00

* ,* xzxF
d

 ，否则假如     2
00

*1
1 ,| * xzxFzz

d
l   或     2

00
*1

2 ,| * xzxFzz
d

l   ，
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由    0, 2
00

*
*  xzxF

d
根的性质 1 推论 3，则     2

00
*1

1 ,| * xzxFzz
d

l   且     2
00

*1
2 ,| * xzxFzz

d
l   ，

由      2
0

*2
00

* ,, ** iyxFxzxF
dd

 的整除性质，则     2
0

*1
0 ,| * iyxFyy

d
l 且     2

0
*1

0 ,| * iyxFyy
d

l ，

由 00 y ，     1, 1
0

1
0   ll yyyy ，则     2

0
*12

0
2 ,| * iyxFyy

d

l
 ，矛盾。所以， 001 iyxz  ，

002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对 l 重根。】 

性质 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ， 002 iyxz  ，若 001 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根，

则 002 yixz  是   0,
2

00
*
* 





  xzxF

d
的根。 

证明 若 001 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根，则    0, 2

010
*

*  xzxF
d

。于是 

        0,,, 2
010

*2
00

*2
00

*2
**

*

 xzxFiyxFyxdi
dd

K  

2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的根，由   0, 2

0
* yxd 根的性质 1，则 2

0y 是   0, 2
0

* yxd 的根，即

0, 2
00

* 




 yxd 。又 002 yixz  ，于是     0,,, 2

00
*22

00
*2

020
* *

** 
















  yxdiyixFxzxF K

dd
，

故 002 yixz  是   0,
2

00
*
* 





  xzxF

d
的根。】 

例 8 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  是    0, 2*
*  azaF

d
的根，由性质 1 和 2，则

02 iyaz  ， 02 yiaz  ， 01 yiaz  也都是    0, 2*
*  azaF

d
的根。 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ， 002 iyxz  ，则 001 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根

的充要条件是： 002 yixz  是   0,
2

00
*
* 





  xzxF

d
的根。 

证明 充分性由性质 2 即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ， 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，则 

    2
00

*
1 ,| * xzxFzz

d
 的充要条件是：     





 

2

00
*

2 ,| * xzxFzz
d

。 

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

    2*
1 ,| * azaFzz

d
l  的充要条件是：     2*

2 ,| * azaFzz
d

l
 。 

证明 证必要性。若     2*
1 ,| * azaFzz

d
l  ，令 iyaz  ，则    01 yyizz  ，根据
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     2*2* ,, ** iyaFazaF
dd

 的整除性质，则     2*
0 ,| * iyaFyy

d
l 。由     2*22* ,,

*

* yadiiyaF K
d



可得    2*
0 ,| yadyy l 。由   0, 2

0
* yxd 根的性质 3 推论，则    2*

0 ,| yadyy
l

 。再由

    2*22* ,,
*

* yadiiyaF K
d

 ，则     2*
0 ,| * iyaFyy

d

l
 。 02 yiaz  ，   02 yyizz  ，根据

     2*2* ,, ** iyaFazaF
dd

 的整除性质，则     2*
2 ,| * azaFzz

d

l
 。充分性同理可证。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， 02 iyaz  ，则 01 iyaz  是

   0, 2*
*  azaF

d
的 l 重根的充要条件是： 02 yiaz  是    0, 2*

*  azaF
d

的 l 重根。 

证明 根据推论 3 即得。】 

例 9 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  是    0, 2*
*  azaF

d
的 l 重根，则 02 iyaz  ，

02 yiaz  ， 01 yiaz  也都是    0, 2*
*  azaF

d
的 l 重根。 

定理 12 设 Cx 0 ， Cy 0 ，l 为非负整数，则 1) 当 00 y 时， 2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的

一个 l 重非 0 复根的充要条件是： 001 iyxz  ， 002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
在 z 平

面上的一对 l 重根；2) 当 00 y 时，0 是   0, 2
0

* yxd 的 l 重根的充要条件是： 00 xz  是

   0, 2
00

*
*  xzxF

d
的 l2 重根。 

证明 由于     2
0

*22
0

* ,,
*

* yxdiiyxF K
d

 ，则    2
0

*2
0

2 ,| yxdyy
l

 ，但   12
0

2 


l
yy 不能

整除  2
0

* , yxd 的充要条件是：    2
0

*2
0

2 ,| * iyxFyy
d

l
 ，但   12

0
2 


l
yy 不能整除   2

0
* ,* iyxF
d

。

于是 

1) 当 00 y 时，由    0, 2
00

*
*  xzxF

d
根的性质 1 推论 5 即得。 

2) 当 00 y 时，则    2
0

*2 ,| yxdy
l

，但   12 l
y 不能整除  2

0
* , yxd 的充要条件是：

    2
0

*2 ,| * iyxFy
d

l
，但   12 l

y 不能整除   2
0

* ,* iyxF
d

。 

令 iyxz  0 ，则   iyxz  0 ，由      2
0

*2
00

* ,, ** iyxFxzxF
dd

 的整除性质，则 

    2
0

*2 ,| * iyxFy
d

l
，但   12 l

y 不能整除   2
0

* ,* iyxF
d

的充要条件是：    2
00

*2
0 ,| * xzxFxz

d
l  ，

但   22
0

 lxz 不能整除   2
00

* ,* xzxF
d

 。 

  2
00

* ,* xzxF
d

 是关于  0xz  的偶函数，于是命题成立。】 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 2
0y 是   0, 2* yad 的一个 l 重



第四章    方程复根的求解路径之二 

 

 
197 

非 0 复根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    0, 2*
*  azaF

d
在 z 平面上的一对

l 重根。 

证明 在定理 12 中令 Rax 0 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 2
0y 是   0, 2* yad 的一个 l 重

的正实根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    0, 2*
*  azaF

d
在 z 平面直线 ax 

上的一对 l 重共轭根。 

证明 在推论 1 中令 Ry 0 即得。】 

推论 3 设 Ra ， 0y 为纯虚数， l 为非负整数，则 2
0y 是   0, 2* yad 的一个 l 重负实

根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    0, 2*
*  azaF

d
在 z 平面上实轴上的一对 l

重实根。 

证明 在推论 1 中令 0y 为纯虚数即得。】 

推论 4 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，则 2

0y ， 2
0y 是   0, 2* yad 的一对 l 重共

轭 复 根 的 充 要 条 件 是 ： 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

   0, 2*
*  azaF

d
两对不相同的 l 重根。 

证明 由题意根据推论 1 可得。】 

推论 4 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，则 

   2*2
0

22
0

2 ,| yadyyyy
ll





  ，但   1

2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能整除  2* , yad 的充要

条件是：    2*2
0

22
0

2 ,| * iyaFyyyy
d

ll





  ，但   1

2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能整除   2* ,* iyaF

d
。 

下面定理 13，定理 14 及其推论与第二章定理 13，定理 14 及其推论相比较，从内

容到证明都非常相似，为了既保持数学证明的严谨性，又不过分繁琐，作者保留定理

的证明，而省略部分推论的证明。这样，既便于读者比较，又留下想象空间。 

定理 13 设 Cx 0 ，       2
00

** ,* xzxFzgzf
d

 ， Cy 0 且 00 y ， 21,ll 均为非负整

数，若 001 iyxz  和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时，

   zgzz *
1 | ，但  2zz  不能整除  zg * ；2) 21 ll  时，   zgzz *

2 | ，但  1zz  不能整

除  zg * ；3) 21 ll  时，  1zz  和  2zz  都不能整除  zg * 。 

证明  由题设则    zfzz l |1
1 ，但   1

1
1 lzz 不能整除  zf ；    zfzz l |2

2 ，但
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  1
2

2  lzz 不能整除  zf ；由点 0x 的  zg * 性质，则  1zz  和  2zz  不能同时整除  zg * ，

于是 

1) 21 ll  时，    zgzz *
1 | ，但  2zz  不能整除  zg * 。否则，假如  1zz  不能整

除  zg * ，则      1, *
1

1  zgzz l ，    2
00

*
1 ,| *

1 xzxFzz
d

l  ，由    0, 2
00

*
*  xzxF

d
根的性

质 1 推论 3 则     2
00

*
2 ,| *

1 xzxFzz
d

l  ， 121  ll ，故     2
00

*1
2 ,| *

2 xzxFzz
d

l   ，

   zfzz l |1
2

2  ，矛盾。 

2) 21 ll  时，与 1)同理可证。 

3) 21 ll  时，  1zz  和  2zz  都不能整除  zg * 。否则① 假如    zgzz *
1 | ，但

 2zz  不能整除  zg * ，则      1, *
2

2  zgzz l ，    2
00

*
2 ,| *

2 xzxFzz
d

l  ，由   2
00

* ,* xzxF
d



0 根的性质1推论3则     2
00

*
1 ,| *

2 xzxFzz
d

l  ，    2
00

*
1 ,| *

1 xzxFzz
d

l  ，又    zgzz *
1 | ，

则    zfzz l |1
1

1 ，矛盾。② 假如    zgzz *
2 | ，但  1zz  不能整除  zg * ，则与①同

理可得    zfzz l |1
2

2  ，矛盾。】 

推论 设 Cx 0 ， *K 为正整数，       2
0

*2
0

*
0 ,

*

yxdiiyxgiyxf K ， Cy 0 且 00 y ，

21,ll 为非负整数，若 001 iyxz  和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 

21 ll  时 ，    iyxgyy  0
*

0 | ， 但  0yy  不 能 整 除  iyxg 0
* ； 2) 21 ll  时 ，

   iyxgyy  0
*

0 | ，但  0yy  不能整除  iyxg 0
* ；3) 21 ll  时，  0yy  和  0yy  都

不能整除  iyxg 0
* 。 

定理 14 设 Cx 0 ，  0*2 x 有解， Cy 0 且 00 y ， 21,ll 均为非负整数，若 001 iyxz 

和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 001 iyxz  ， 002 iyxz 

是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对 2l 重根， 001 iyxz  是   0* zg 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时，

001 iyxz  ， 002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对 1l 重根， 002 iyxz  是   0* zg 的

12 ll  重根；3) 21 ll  时，记 lll  21 ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d

的一对 l 重根， 001 iyxz  和 002 iyxz  都不是   0* zg 的根。 

证明   0*2 x 有解，则       2
00

** ,* xzxFzgzf
d

 。再由题意根据定理 13，那么 

1) 21 ll  时，    zgzz *
1 | ，但  2zz  不能整除  zg * ，则 2z 不是   0* zg 的根，
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于是 002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的 2l 重根，由    0, 2

00
*

*  xzxF
d

根的性质 1 推论

4，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对 2l 重根。 001 iyxz  分别是

  0zf 的 1l 重根，    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的 2l 重根，于是 001 iyxz  是   0* zg 的 21 ll  重

根。 

2) 21 ll  时，与 1)同理可证。 

3) 21 ll  时，  1zz  和  2zz  都不能整除  zg * ，则 1z 和 2z 都不是   0* zg 的根。

又 lll  21 ，所以 001 iyxz  ， 002 iyxz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对 l 重根。】 

推论 1 设 Cx 0 ，  0*2 x 有解， Cy 0 且 00 y ， lll ,, 21 均为非负整数，若 001 iyxz 

和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是

   0, 2
00

*
*  xzxF

d
的一对 l 重根的充要条件是：  21,min lll  。 

推论 2 设 Ra ，   a*2 有解， Ry 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 01 iyaz  ，

02 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是： 01 iyaz  ，

02 iyaz  是    0, 2*
*  azaF

d
在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根。 

推论 3 设 Cx 0 ，  0*2 x 有解， Cy 0 且 00 y ， 21,ll 均为非负整数，若 001 iyxz 

和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的 2l 重

根， 001 iyxz  是   0* zg 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时， 2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的 1l 重根，

002 iyxz  是   0* zg 的 12 ll  重根；3) 21 ll  时，记 lll  21 ，则 2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的

l 重根， 001 iyxz  和 002 iyxz  都不是   0* zg 的根。 

证明 由定理 14 和定理 12 即得。】 

推论 4 设 Cx 0 ，  0*2 x 有解， Cy 0 且 00 y ， lll ,, 21 均为非负整数，若 001 iyxz 

和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 2
0y 是   0, 2

0
* yxd 的 l 重根的充要条

件是：  21,min lll  。 

证明 由推论 1 和定理 12 即得】 

推论 5 设 Ra ，   a*2 有解， Ry 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 01 iyaz  ，

02 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是： 2
0y 是

  0, 2* yad 的 l 重的正实根。 
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证明 由推论 2 和定理 12 推论 2 即得。】 

定理 15 设 Cx 0 ，   0*2 x 有解， l 为非负整数，若 00 xz  是   0zf 的 l 重根，则

1) l 为 0 的偶数时， 00 xz  不是   0* zg 的根， 00 xz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的 l 重根；

2) l 为奇数时， 00 xz  是   0* zg 的单根， 00 xz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的 1l 重根。 

证明   0*2 x 有解，则       2
00

** ,* xzxFzgzf
d

 。若 00 xz  是   0zf 的 l 重根，不

妨设 00 xz  分别是   0* zg 的 1l 重根，    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的 02l 重根，于是 01 2lll  。

由点 0x 的  zg * 性质，则 01 l 或1。于是 1) l 为 0 的偶数时，必有 01 l ，于是 ll 02 。

因此 00 xz  不是   0* zg 的根， 00 xz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的 l 重根；2) l 为奇数时，

必有 11 l ，于是 12 0  ll 。因此 00 xz  是   0* zg 的单根， 00 xz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d

的 1l 重根。】 

推论 1 设 Cx 0 ，  0*2 x 有解， *l 为 0 的偶数，若 00 xz  是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的 *l

重根，则 00 xz  是   0zf 的 *l 重或者 1* l 重根，其中   00
* xg 时， 00 xz  是   0zf

的 *l 重根；   00
* xg 时， 00 xz  是   0zf 的 1* l 重根。 

证明 由定理 15 即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ，  0*2 x 有解， 00 xz  是   0zf 的 l 重根，则 0l 或 1l 的充要条

件是： 00 xz  不是    0, 2
00

*
*  xzxF

d
的根。 

证明 由定理 15 即得。】 

推论 3 设 Cx 0 ，   0*2 x 有解， l 为非负整数，若 00 xz  是   0zf 的 l 重根，则 

1) l 为 0 的偶数时， 00 xz  不是   0* zg 的根， 0 是   0, 2
0

* yxd 的
2

l
重根； 

2) l 为奇数时， 00 xz  是   0* zg 的单根， 0 是   0, 2
0

* yxd 的
2

1l
重根。 

证明 由定理 15 和定理 12 即得。】 

推论 4 设 Cx 0 ，  0*2 x 有解， *l 为 0 的偶数，若 0 是   0, 2
0

* yxd 的
2

*l
重实根，

则 00 xz  是   0zf 的 *l 重或者 1* l 重根，其中   00
* xg 时， 00 xz  是   0zf 的 *l 重

根；   00
* xg 时， 00 xz  是   0zf 的 1* l 重根。 
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证明 由推论 1 和定理 12 即得】 

推论 5 设 Cx 0 ，  0*2 x 有解， 00 xz  是   0zf 的 l 重根，则 0l 或 1l 的充要条

件是： 0 不是   0, 2
0

* yxd 的根。 

证明 由推论 3 即得。】 
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§4 方程组的解与结式方程的根 

将  ,, 2*
0 yxf  2*

1 , yxf 关于 2y 的结式，记为    xMyffres 2*
1

*
0 ,, ，则 

  xM

     
 

  
 

     
 

  
 

     
 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 
  
 

  
 

  
  













!5!3!1

!5!3!1

!5!3!1

!4!2!

!4!2!

!4!2!

531

531

531

42

42

42





































n

xf

n

xf

n

xf

n

xf

n

xf

n

xf
n

xf

n

xf

n

xf
n

xf

n

xf

n

xf

n

xf

n

xf

n

xf
n

xf

n

xf

n

xf

nnn

nnn

nnn

nnn

nnn

nnn

 

这是一个 1n 阶行列式，展开后是 x的实系数多项式，次数为  
2

1nn ，可设 

 
   

   
2

1
1

2

1

1
2

1

1
2

1

0 







 nnnn

nnnn

BxBxBxBxM  ( 2n ) 

其中 00 B ，  
2

110 ,,, nnBBB  均为实数。特别当 2n 时，      xf
xf

xM '
'

!1
 。 

 xM 代表结式，故称   0xM 为结式方程。由于
  

0
! 0

0  a
n

xf n

，我们有 

定理[4]16 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，若  2

00 , yx 是方程组  *2 的解，则 0x 是   0xM 的根；

反之，若 0x 是   0xM 的根，则至少存在一个复数 2
0y ，使  2

00 , yx 是方程组  *2 的解。 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，若 2

0y 是   0*2 x 的解，则 0x 是   0xM 的根；反之，若 0x

是   0xM 的根，则至少存在一个复数 2
0y ，使 2

0y 是   0*2 x 的解。 

证明 由定理 16 和定理 1 即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ，则   0*2 x 有解的充要条件是：   00 xM 。 

证明 由推论 1 即得。】 

设 ，若 ，根据推论 2 则 有解，  zf 就能在 z 平面上的点 0x 分Cx 0   00 xM   0*2 x
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解成两个 z 的复系数多项式  zg * 与   2
00

* ,* xzxF
d

 的乘积，即       2
00

** ,* xzxFzgzf
d

 。 

定理 17 设 n 为 2 的整数， nzzz ,,, 21  是 n 次方程   0zf 的所有复根，

jhjhj iyxz  ， jhjhh iyxz   nhhj ,,3,2,1  是   0zf 的
 

2

1nn
对复根，则  2, jhjh yx

 nhhj ,,3,2,1  是方程组  *2 的
 

2

1nn
个复数解， jhxx    nhhj ,,3,2,1  都是

  0xM 的根，于是  jhxx  是  xM 的一次因式，而且 

   



n

hhj
jhxxBxM

2,1
0   (其中 RB 0 且 00 B ) 

方程组  *2 有
 

2

1nn
个解，   0xM 有

 
2

1nn
个根，  *2 的一个解对应   0xM 的一

个根。 

证明 根据定理 7 和定理 16 即得，必须说明的是 

1. 在   0zf 的
 

2

1nn
对复根的中点没有重合的情况下， jhxx   ( hj 1 ，

nh ,,3,2  )都是   0xM 的单根(即  jhxx  是  xM 的 1 重因式)。这些根的个数总和

等于
 

2

12 


nn
Cn ，恰好等于   0xM 的次数，因而这

 
2

1nn
个根就是   0xM 的所有

复根。 

   



n

hhj
jhxxBxM

2,1
0    (其中 RB 0 且 00 B ) 

方程组  *2 有
 

2

1nn
个各不相同的复数解，   0xM 有

 
2

1nn
个根，可以说  *2 的一

个解对应   0xM 的一个根。 

2. 在   0zf 的成对复根的中点有重合的情况下，   0zf 依然有
 

2

1nn
对复根，

中点也依然是
 

2

1nn
个(只是有重合而已)，方程组  *2 复数解的个数也还是

 
2

1nn
个

(其中会有相同的解)，   0xM 也依然有
 

2

1nn
个根。这时只需换一种更普通的表述

方式，说  jhxx  是  xM 的一次因式  nhhj ,,3,2,1  。这些因式的次数之和为

 
2

12 


nn
Cn ，恰好等于  xM 的次数，因而它们就是  xM 的全部因式。于是有 
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n

hhj
jhxxBxM

2,1
0     (其中 RB 0 且 00 B )。】 

定义 设 Cx 0 ， Cy 2
0 ， l为非负整数，若  2

00 , yx 是方程组  *2 所有复数解(含相

同解)组成的解集的 l重元素，则称  2
00 , yx 是  *2 的 l重(复数)解。 

显然，  2
00 , yx 是  *2 的 l重解的充要条件是：  2

00 , yx 是  *2 所有复数解(含相同解)

组成的解集的 l重元素。  2
00 , yx 是  *2 的 0重解的充要条件是：  2

00 , yx 不是  *2 的解。 

  0zf 的次数 2n ，由定理 17，它的所有成对复根的  
2

1nn 个中点就是   0xM

的所有复根，于是称   0xM 是   0zf 成对复根的中点方程；方程组  *2 有
 

2

1nn
个

解，   0xM 有
 

2

1nn
个根， *2 的一个解对应   0xM 的一个根。若 0x 是   0xM 的

*L 重根，则  *2 恰好有 *L 个解与之相对应，这 *L 个解可写成 

 2
0 , jyx ， *,,2,1 Lj  。 

这 *L 个解是  *2 所有复数解(含相同解)组成的集合   2, yx 中 0xx  的全部解。 

由  *2 所有复数解(含相同解)组成的集合   2, yx 可写成  

      
     



















 *2

2*
1

2*
022 2,

0,
0,

|,, CyCx
yxf
yxf

yxyx  

其中 0xx  的全部解(含相同解)组成的集合可写成 

   
     



















 *2

2*
1

2*
02

0 2,
0,
0,

|, CyCx
yxf
yxf

yx  

因此，说  2
0 , jyx  *,,2,1 Lj  是  *2 所有复数解(含相同解)组成的集合   2, yx 中

0xx  的全部解，就意味着 

   *
22

0 ,,2,1,|, LjCyyx jj     
     



















 *2

2*
1

2*
02

0 2,
0,
0,

|, CyCx
yxf
yxf

yx 。 

写成推论则有 

推论 1 设 Cx 0 ，则 0x 是   0xM 的 *L 重根的充要条件是： Cy j 
2 ， *,,2,1 Lj  ，

使  2
0 , jyx  *,,2,1 Lj  是方程组  *2 所有复数解 (含相同解 )组成的集合   2, yx 中
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0xx  的全部解(含相同解)，即 

   *
22

0 ,,2,1,|, LjCyyx jj     
     



















 *2

2*
1

2*
02

0 2,
0,
0,

|, CyCx
yxf
yxf

yx  

推论 1 可简述成 设 Cx 0 ，则 0x 是   0xM 的 *L 重根的充要条件是：  *2 所有复

数解(含相同解)组成的集合   2, yx 中 0xx  的全部解的个数为 *L 。 

推论 2 设 n 为 2 的整数， Cx 0 ， Cy j  且 0jy ， l为非负整数， 00 xz  是 n 次

方程   0zf 的 l重根， jj iyxz  01 ， jj iyxz  02  sj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上以

0x 为中点的所有各不相同的成对非 0x 根，其中 jj iyxz  01 ， jj iyxz  02 分别是

  0zf 的 1jl 重和 2jl 重根，又 0x 分别是   0xQ 的 L重根和   0xM 的 *L 重根，则 

  



















s

j
jj

s

j
jj lllll

ll
lL

1
21

2

1
21 2

2

1
2 ，

 
2

1
1* 2

1
j

s

j
j ll

ll
L 






 ， *2LlL  。 

其中 nl  时， 0s ， 2nL  ，
 

2

1
*




nn
L ； 0l 时， 2

1
12 j

s

j
j llL 



 ， 2
1

1* j

s

j
j llL 



 。 

证明 根据第二章定理 16 推论 2，则   0zf 在 z 平面上以 0x 为中点的成对根共有

 
2

1
12

1
j

s

j
j ll

ll 





对，且
  




















s

j
jj

s

j
jj lllll

ll
lL

1
21

2

1
21 2

2

1
2 。 

不妨设 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对复根(其中 Cy 0 )，则 001 iyxz  ，

002 iyxz  是   0zf 在 z 平面上的以 0x 为中点的成对根，由定理 17，则相应的  0xx 

是  xM 的一次因式。而这样的成对根共有
 

2
1

12

1
j

s

j
j ll

ll 





对，于是相应的  0xx  是

 xM 的
 

2
1

12

1
j

s

j
j ll

ll 





重因式，又 0x 是   0xM 的 *L 重根，于是
 

2
1

1* 2

1
j

s

j
j ll

ll
L 






 。

故 *2LlL  ，于是命题成立。】 

推论 3 设 Cz 0 ，若 0zz  是   0zf 的 l重根，则  0,0z 是方程组  *2 的
 

2

1ll
重

解。 

证明 若 0zz  是   0zf 的 l重根，这 l个 0zz  本身可组合成   0zf 的
 

2

1ll
对复
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根 0zz  ， 0zz  ，由定理 17，它对应  *2 的
 

2

1ll
个复数解  0,0z 。于是  0,0z 是  *2 所

有复数解(含相同解)组成的集合的
 

2

1ll
重元素，因此  0,0z 是  *2 的

 
2

1ll
重解。】 

推论4 设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ，1l ，2l 均为非负整数，若 001 iyxz  和 002 iyxz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则  0,1z 和  0,2z 分别是方程组  *2 的
 

2

111 ll
重和

 
2

122 ll
重解，  2

00 , yx 是  *2 的 21ll 重解。 

证明 根据推论 3，则  0,1z 和  0,2z 分别是  *2 的
 

2

111 ll
重和

 
2

122 ll
重解。 

由于 001 iyxz  和 002 iyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，它们可组合成

  0zf 的 21ll 对复根 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，由定理 17， *2 有 21ll 个复数解  2
00 , yx

与之相对应，于是  2
00 , yx 是  *2 所有复数解(含相同解)组成的集合的 21ll 重元素，因此

 2
00 , yx 是  *2 的 21ll 重解。】 

推论 5 设 n 为 2 的整数，则 n 次方程   0zf 共轭复根的实部均为   0xM 的实

根，   0xM 至少有一个实根。 

证明   0zf 的 n 个复根或为实根，或为共轭复根，由定理 17，其每对实根的中

点或其共轭复根的实部均为   0xM 的实根， 2n ，   0xM 至少有一个实根。】 

 zf 的次数 n 2 ，  xM 的次数
 

2

1nn
比  xQ 的次数 2n 要小很多，于是要求

  0zf 共轭复根的实部，由推论 5 可以先求   0xM 的实根。作以  xM ，  xM ' 为基

的施图姆序列的标准型和扩展型，标准型和扩展型在点 x  Rx 的变号数分别记为 M
xV

和 M
xU 。 

设 TVV MM   ，由推论 5，则 1T ，于是可在区间   , 内找到   0xM 实根

的T个隔离区间： 11, ， 22 , ，， TT  , ，其中 TT   2211 ，

且   0jM  ，   0jM  ， 1 MM
jj

VV  ， Tj ,,2,1  。于是   0xM 的T个各不相同的

实根就可表示为  
  ),,,,(

2

1
1

2

)1(10

,




 nnnnj BBBBx
jj 

 (简写成
   Mx

jj

j

 ,
 )， Tj ,,2,1  ，
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其中 jx 是   0xM 的 MMM
j jj

UUL   重实根。 

  0xM 的实根总数为：   


 
T

j

M
j

T

j

MMMM LUUUU
jj

11
 。 

 xM 的实根因式就可表示为：  
 

 M
j

M
j

jj

UU
T

j
nnnn BBBBx










 















1 2

)1(
1

2

110

,
),,,,(   

若 ,  均为有限实数，且 ，   0M ，  0 0M x  ，   0M ， 1 MM VV  ，

则   0xM 在   , 区间内的根
 

  ),,,,(
2

1
1

2

)1(10

,

0 


 nnnn BBBBx 
 (即

   Mx
 ,

0 )，根

0x 的重数 MMM UUL  0 。 

为了方便与二元多项式方程组  *2 进行对比，我们可以将方程组 

 
 







0,
0,

2
0

*
1

2
0

*
0

yxf
yxf

                              0*2 x  

视为关于 0x ， 2y 的二元多项式方程组。设 Cx 0 ， Cy 2
0 ，若  ,, 2

0
*

0 yxf  2
0

*
1 , yxf 在

2
0

2 yy  时函数值满足   0, 2
00

*
0 yxf 且   0, 2

00
*

1 yxf ，则称  2
00 , yx 是方程组   0*2 x 的一个

(复数)解。 

 2
00 , yx 是   0*2 x 的解的充要条件是：    2

0
*

0
2
0

2 ,| yxfyy   且    2
0

*
1

2
0

2 ,| yxfyy  。 

再设 l为非负整数，若    2
0

*
0

2
0

2 ,| yxfyy
l

 且    2
0

*
1

2
0

2 ,| yxfyy
l

 ，但   12
0

2 


l
yy 不

能同时整除  ,, 2
0

*
0 yxf  2

0
*

1 , yxf ，则称  2
00 , yx 是方程组   0*2 x 的 l重(复数)解。统计解的

个数，重解按重数计算。设   0*2 x 复数解(含重解)的个数 *
0xK ，则 





2
*

0

n
K x 。由   0*2 x 所

有复数解(含重解)组成的集合可写成    
     



















 0*2

2
0

*
1

2
0

*
02

0 2
0,
0,

|, xCy
yxf
yxf

yx 。  2
00 , yx

是   0*2 x 的 l重解的充要条件是：  2
00 , yx 是   0*2 x 所有复数解组成的集合的 l重元素。 

定理 18 设 Cx 0 ，   00 xM ，则   0*2 x 所有复数解(含重解)组成的集合是方程组

 *2 所有复数解(含相同解)组成的集合   2, yx 中 0xx  的全部解(含相同解)组成的集合

的子集，即 

  0x
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 0*2

2
0

*
1

2
0

*
02

0 2
0,
0,

|, xCy
yxf
yxf

yx     
     



















 *2

2*
1

2*
02

0 2,
0,
0,

|, CyCx
yxf
yxf

yx  

其中      1, ' zfzf 时，有 

   
     



















 0*2

2
0

*
1

2
0

*
02

0 2
0,
0,

|, xCy
yxf
yxf

yx     
     



















 *2

2*
1

2*
02

0 2,
0,
0,

|, CyCx
yxf
yxf

yx  

证明 由 Cx 0 ，   00 xM ，则   0*2 x 有解。记 

   
     



















 0*2

2
0

*
1

2
0

*
02

0 2
0,
0,

|, xCy
yxf
yxf

yxA  

   
     



















 *2

2*
1

2*
02

0 2,
0,
0,

|, CyCx
yxf
yxf

yxB  

则 A 是由   0*2 x 所有复数解组成的集合， B 是由  *2 所有复数解组成的集合   2, yx 中

0xx  的全部解组成的集合， A 和 B 是两个允许有重元的有限集合。 

  Ayx j  2
0 0
, ，   Alyx j 2

0 0
, ，则 1l ， 2

0 0
, jyx 是   0*2 x 的任意一个解，且  2

0 0
, jyx

是   0*2 x 的 l重解，由旧定义即 2
0j

y 是   0*2 x 的 l重解，由定理 2，则 2
0j

y 是   0, 2
0

* yxd 的

l重根。于是 1. 0
0
jy 时，由定理 15 推论 4，则 00 xz  是   0zf 的 l2 重或 12 l 重根。 

1) 若 00 xz  是   0zf 的 l2 重根，由定理 17 推论 3 则  0,0x 是方程组  *2 的

 
2

122 ll   12  ll 重解，故  0,0x 是  *2 所有复数解组成的集合的  12 ll 重元素，从而

也是 B 的  12 ll 重元素。由 1l ， 112 l ，   lll 12 ，则  0,0x 是 B 的 l重以上(含

重)元素，即    Blx 0,0 。 

2) 若 00 xz  是   0zf 的 12 l 重根，由定理 17 推论 3 则  0,0x 是方程组  *2 的

 12 ll 重解，故  0,0x 是  *2 所有复数解组成的集合的  12 ll 重元素，从而也是 B 的

 12 ll 重元素。由 1l ， 312 l ，   llll  312 ，则  0,0x 是 B 的 l重以上(不含 重)

元素，即   0 ,0x l B  。 

2. 0
0
jy 时，不妨设

001 jiyxz  ，
002 jiyxz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，

由定理 14 推论 4 则  21,min lll  。由定理 17 推论 4 则  2
0 0
, jyx 是方程组  *2 的 21ll 重解，

l

l
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故  2
0 0
, jyx 是  *2 所有复数解组成的集合的 21ll 重元素，从而也是 B 的 21ll 重元素。由

 21,min lll  且 1l ， llll  2
21 ，则  2

0 0
, jyx 是 B 的 l 重以上 (含 重 ) 元素，即

   Blyx j 2
0 0
, 。 

总之，由   Ayx j  2
0 0
, ，    Alyx j 2

0 0
,     Blyx j 2

0 0
, 。故 BA ，即 

   
     



















 0*2

2
0

*
1

2
0

*
02

0 2
0,
0,

|, xCy
yxf
yxf

yx     
     



















 *2

2*
1

2*
02

0 2,
0,
0,

|, CyCx
yxf
yxf

yx  

其中      1, ' zfzf 时，   0zf 的根均为 1 重根(即单根)， 00 xz  是   0zf 的 0重根或

者1重根，由定理 15 推论 5，则 0不是   0, 2
0

* yxd 的根，由定理 2 则 0不是   0*2 x 的解，

由新定义即  0,0x 不是   0*2 x 的解，于是  0,0x 不是 A 的元素。 

我们说   0*2 x 的解均为 1 重解，即 A 的元素都是 1 重元素。否则，假设存在

   Alyx j 2
0 0
, ， 1l ，则 0

0
jy ，重复上面的论证可知： 2

0j
y 是   0, 2

0
* yxd 的 l 重根。

由于  21,min lll  且 1l ，则 11 l ， 12 l ，
001 jiyxz  和

002 jiyxz  分别是   0zf 的 1l

重和 2l 重根，矛盾。 

因此，对   Ayx j  2
0 0
, ，    Alyx j 2

0 0
, ，则 1l ， 0

0
jy ，重复论证可知： 2

0j
y 是

  0, 2
0

* yxd 的 l重根，  21,min lll  且 1l ， 11 l ， 12 l ，则 12
21  llll ，于是  2

0 0
, jyx

是 B 的 l重元素，即    Blyx j 2
0 0
, 。故对   Ayx j  2

0 0
, ，   Alyx j 2

0 0
,     Blyx j 2

0 0
, 。 

反过来，   Byx j  2
0 1
, ，那么  2

0 1
, jyx 是方程组  *2 的解，由定理 1 则 2

1j
y 是   0*2 x 的

解，由新定义即  2
0 1
, jyx 是   0*2 x 的解，于是   Ayx j 2

0 1
, ，即由   Byx j  2

0 1
,    Ayx j 2

0 1
, 。 

根据预章定理 1，则 BA  ，即 

   
     



















 0*2

2
0

*
1

2
0

*
02

0 2
0,
0,

|, xCy
yxf
yxf

yx     
     



















 *2

2*
1

2*
02

0 2,
0,
0,

|, CyCx
yxf
yxf

yx 。】 

定理 19 设 Cx 0 ，   00 xM ，   0*2 x 复数解(含重解)的个数为 *
0xK ，方程组  *2 所

有复数解(含相同解)组成的集合   2, yx 中 0xx  的全部解(含相同解)的个数为 *L ，则

*
*

0
LKx  ，其中      0, ' zfzf 时， *

*
0

LKx  。 

证明 不妨设 A 是由   0*2 x 所有复数解组成的集合， B 是由  *2 所有复数解组成的

l
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集合   2, yx 中 0xx  的全部解组成的集合。由题设，则 A 的元素个数为 *
0xK ， B 的元

素个数为 *L 。由定理 18，则 BA ，因此 *
*

0
LKx  ，其中      0, ' zfzf 时， BA  ，于

是 *
*

0
LK x  。】 

显然，二元和一元方程组   0*2 x 复数解的个数相等，定理 19 中   0*2 x 的复数解，无

论用一元或二元法表示，命题均成立。 

定理 20 设 Cx 0 ， *L 为正整数，若 0xx  是   0xM 的 *L 重根，   0*2 x 复数解(含

重解)的个数为 *
0xK ，则 *

*
0

LK x  ，其中      1, ' zfzf 时， *
*

0
LK x  。 

证明 由定理 17 推论 1 和定理 19 即得。】 

定理 21 设 Cx 0 ， *L 为正整数，若 0xx  是   0xM 的 *L 重根，  2
0

* , yxd 关于 2y

的次数为 *K ，则 *
* LK  ，其中      1, ' zfzf 时， *

* LK  。 

证明 由定理 2 推论 2 和定理 20 即得。】 
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第五章 
施图姆序列之二 

§1 恒定元为实数 a 的方程组 

设整数 2n  ， 00 a ，实系数 n次多项式   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ，令 Ra ，

iyaz  ，则有关系式 

  zf  iyaf     yafiyafi nn ,, 1
1

0
     yaifyafin ,, 10            a1  

于是由  a1 可得 y的实系数一元多项式方程组 
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yaf                                  a2  

其中
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 yaf ,0 和  yaf ,1 是 y的实系数多项式，为 y的奇偶函数。而 y 的奇函数在提取一个 y 因

子后，其另一个因式必为 y 的偶函数。在消去这个 y 因子后，  a2 就变成了 2y 的实系

数一元多项式方程组。为了便于讨论，作如下处理：  

n为偶数时，令
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n为奇数时，令
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!4!2!

,
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于是由  a2 可得方程组 

 
 







0,
0,

2*
1

2*
0

yaf
yaf

                             a*2  

其中 a为恒定元， 2y 是变元。
  

0
! 0  a

n

af n

，故  2*
1 , yaf 是两个 2y 的系数

不全为零的多项式。 

定理 1 设 Ra ， Cy 2
0 ，则  2

0, ya 是方程组  *2 的解充要条件是： 2
0y 是   a*2 的解。 

证明在第四章定理 1 中令 Rax 0 即得。】 

简记    2*
0

2*
0 , yfyaf  ，    2*

1
2*

1 , yfyaf  ，称为点 a的    2*
1

2*
0 , yfyf ，则   a*2 简写

为 

 
 







0
0

2*
1

2*
0

yf
yf

                              a*2  

   2*
1

2*
0 , yfyf 是实系数多项式。

  
0

! 0  a
n

af n

，故  2*
0 yf 是 2y 的次数为 




2

n
的多项式，

但  2*
1 yf 却有可能是零多项式，即当它的系数全为零时。 

设 Ra ， Cy 2
0 ，若点 a 的    2*

1
2*

0 , yfyf 在 2
0

2 yy  时函数值满足   02
0

*
0 yf 且

  02
0

*
1 yf ，则

2
0y 是方程组   a*2 的一个(复数)解。若点 a的   02*

1 yf ，则点 a的  2*
0 yf

( 0 )的根就是   a*2 的解。显然， 2
0y 是   a*2 的解的充要条件是    2*

0
2
0

2 | yfyy  且

   2*
1

2
0

2 | yfyy  。 

再设 l 为非负整数，若    2*
0

2
0

2 | yfyy
l

 且    2*
1

2
0

2 | yfyy
l

 ，但   12
0

2 


l
yy 不能同

时整除    2*
1

2*
0 , yfyf ，则称 2

0y 是方程组   a*2 的 l 重(复数)解。若点 a的   02*
1 yf ，则点

a的  2*
0 yf ( 0 )的 l 重根就是   a*2 的 l 重解。由   a*2 所有复数解(含重解)组成的集合是

允许有重元的有限集合，它可写成 

 
     



















 aCy

yf
yf

y *2
2*

1

2*
02 2

0
0

|  

显然， 2
0y 是简写前   a*2 的解的充要条件是： 2

0y 是简写后   a*2 的解。将   a*2 简写

不影响定理 1 命题的成立，以下各定理也是如此。 

 ,, 2*
0 yaf
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当点 a的  2*
1 yf  0时，将   a*2 所有复数解(含重解)组成的集合记作    *

1
*
0 ff  ，

且称它是方程   02*
0 yf 所有复根组成的集合与方程   02*

1 yf 所有复根组成的集合的

交集。若   *
1f ，则    *

1
*
0 ff   。交集    *

1
*
0 ff  的本质特征是：设 Cy 2

0 ，

10 ,, lll 均为非负整数，则  ly2
0    *

1
*

0 ff      *
00

2
0 fly  ，    *

11
2
0 fly  ，其中

 10 ,min lll  。 

当点 a 的   02*
1 yf 时，若仍然把   02*

1 yf 看作关于 2y 的方程，则任意复数都是

它的根，而且根的重数都是无限次的。在预章由零多项式方程   02*
1 yf 所有复根组成

的集合  *
1f 称为整式方程的根全集。根全集  *

1f 是一个允许有重元的无限集合，

任意复数都是它的元素，而且元素的重数也都是无限次的。若套用子集定义，则有

   *
1

*
0 ff  。为了统一，这时仍将   a*2 所有复数解(含重解)组成的集合记作

   *
1

*
0 ff  ，且称它是方程   02*

0 yf 所有复根组成的集合与零多项式方程

  02*
1 yf 所有复根组成的集合的交集。这时，   a*2 就转化为   02*

0 yf ，故

   *
1

*
0 ff  的本质特征是    *

1
*

0 ff   *
0f 。 

总之，无论点 a 的  2*
1 yf 是否是非零多项式，都有 

 
     



















 aCy

yf
yf

y *2
2*

1

2*
02 2

0
0

|    *
1

*
0 ff   

2
0y 是   a*2 的 l 重解的充要条件是：  ly 2

0    *
1

*
0 ff  。 

定理 2 设 Ra ， Cy 2
0 ，若 2

0y 是   a*2 的解，则 a是   0xM 的根；反过来，若 a

是   0xM 的根，则至少存在一个复数 2
0y ，使 2

0y 是   a*2 的解。 

证明由定理 1 和第四章定理 16 即得。】 

推论设 Ra ，则   a*2 有解的充要条件是：   0aM 。 

证明根据定理 2 即得。】 

引理设 Ra ，   0aM ，   a*2 复数解(含重解)的个数为 *
aK ，方程组  *2 所有复数

解(含相同解)组成的解集   2, yx 中 ax  的全部解(含相同解)的个数为 *L ，则 *
* LKa  ，

其中      1, ' zfzf 时， *
* LKa  。 
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证明由第四章定理 19 即得。】 

定理 3 设 Ra ， *L 为正整数，若 ax  是   0xM 的 *L 重根，  a*2 复数解(含重解)

的个数为 *
aK ，则 *

* LKa  ，其中      1, ' zfzf 时， *
* LKa  。 

证明 由引理和第四章定理 17 推论 1 即得。】 

  a*2 解的性质性质及推论 1 至 4 与第三章  a2 解的性质 2 及其推论本质上相同。 

性质设 Ra ， Cy 2
0 ，若 2

0y 是   a*2 的解，则 2
0y 也是   a*2 的解。 

推论 1 设 Ra ， Cy 2
0 ，则 2

0y 是   a*2 的解的充要条件是： 2
0y 是   a*2 的解。 

推论 2 设 Ra ， Cy 2
0 ，则    2*

0
2
0

2 | yfyy  且    2*
1

2
0

2 | yfyy  的充要条件是：

 2*
0

2
0

2 | yfyy 




  且  2*

1
2
0

2 | yfyy 




  。 

推论 3 设 Ra ， Cy 2
0 ，l 为非负整数，则    2*

0
2
0

2 | yfyy
l

 且    2*
1

2
0

2 | yfyy
l

 的

充要条件是：  2*
0

2
0

2 | yfyy
l






  且  2*

1
2
0

2 | yfyy
l






  。 

推论 4 设 Ra ， Cy 2
0 ，l 为非负整数，则 2

0y 是   a*2 的 l 重解的充要条件是： 2
0y

是   a*2 的 l 重解。 

推论 5 设 Ra ， Ry 2
0 ，l 为非负整数，则 2

0y ， 2
0y 是   a*2 的一对 l 重共轭复数解

的充要条件是：   2*
0

2
0

22
0

2 | yfyyyy
ll





  且    2*

1
2
0

22
0

2 | yfyyyy
ll





  ，但   1

2
0

212
0

2







 

ll
yyyy

不能同时整除    2*
1

2*
0 , yfyf 。 

证明 在第四章   0*2 x 解的性质推论 5 中简记    2*
0

2*
0 , yfyaf  ，    2*

1
2*

1 , yfyaf  即

得。】 

定理 4 设 Ra ， Cy 0 ，l 为正整数，若    2*
0

2
0

2 | yfyy
l

 且    2*
1

2
0

2 | yfyy
l

 ，则

   iyafyy
l

 |2
0

2 ，于是 

1)当 00 y 时，   iyafyy l  |0 ，   iyafyy l  |0 ，即 01 iyaz  ， 02 iyaz  都

是   0zf 的 l 重以上根； 

2)当 00 y 时，  iyafy l |2 ，即 az 0 是   0zf 的 l2 重以上根。 

证明在第四章定理 4 中令 Rax 0 ，简记    2*
0

2*
0 , yfyaf  ，    2*

1
2*

1 , yfyaf  即
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得。】 

推论设 Ra ，l 为正整数，若  2*
0

2 | yfy l 且  2*
1

2 | yfy l ，则  iyafy l |2 ，即 az 0

是   0zf 的 l2 重以上根。 

证明在定理 4 中令 00 y 即得。】 

定理 5 设 Ra ，则 0是   a*2 的解的充要条件是： az  是   0zf 的 2 重以上根。 

证明根据定理 1 和第四章定理 5 即得。】 

定理 6 设 Ra ， Cy 0 ，则  0, ya ，  0, ya  是方程组(2)一对复数解的充要条件 

是： 2
0y 是   a*2 的一个解。 

证明由定理 1 和第四章定理 6 即得。】 

定理 7 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对复根的充要

条件是： 2
0y 是   a*2 的一个解。 

证明 1 由定理 1 和第四章定理 7 推论 2 即得。】 

证明 2 由定理 6 和第二章定理 7 推论 2 即得。】 

定理 7 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则 

   iyafyy  |2
0

2 的充要条件是：    2*
0

2
0

2 | yfyy  且    2*
1

2
0

2 | yfyy   

由定理 7 和第三章§1 定理 7 可知  设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是  a2 的一对复

数解的充要条件是： 2
0y 是   a*2 的一个解。即 

   yfyy 0
2
0

2 | 且    yfyy 1
2
0

2 |     2*
0

2
0

2 | yfyy  且    2*
1

2
0

2 | yfyy  。 

例 1 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对复根，由定理

7 和定理 2 推论，则   0aM 。 

推论 1 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对实根的充要条件是：0是   a*2 的

一个实数解。 

证明 在定理 7 中令 00 y 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面

直线 ax  上的一对共轭根的充要条件是： 2
0y 是   a*2 的一个正实数解。 

证明 在定理 7 中令 Ry 0 且 00 y 即得。】 

推论 3 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面实轴
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上的一对非 a 实根的充要条件是： 2
0y 是   a*2 的一个负实数解。 

证明 在定理 7 中令 0y 为纯虚数即得。】 

推论 4 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 2
0y ， 2

0y 是   a*2 的一对共轭复数解。 

证明 由题意根据定理 7 即得。】 

推论 4 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则    iyafyyyy 





  |2

0
2
0

2 的充要条件是： 

   2*
0

2
0

22
0

2 | yfyyyy 




  且    2*

1
2
0

22
0

2 | yfyyyy 




   

例 2 设 Ra ， Ry 2
0 ，由推论 4 和第三章§1 定理 7 推论 5，则 0y ， 0y ； 0y ，

0y 是  a2 的两对不相同的复数解的充要条件是： 2
0y ， 2

0y 是   a*2 的一对共轭复数解。

即 

   yfyyyy 0
2
0

22
0

2 |




  且    yfyyyy 1

2
0

22
0

2 |




  的充要条件是： 

   2*
0

2
0

22
0

2 | yfyyyy 




  且    2*

1
2
0

22
0

2 | yfyyyy 




  。 

作点 a 的以    2*
1

2*
0 , yfyf 为基的施图姆序列 

        2*2*
2

2*
1

2*
0 *,,,, yfyfyfyf

m
                         a*3  

  a*3 内均为实系数多项式，其中        2*
2

2*
1

2*2* yfyfyqyf jjjj   ，即 

      2*
1

2*2*
2 , yfyfremyf jjj   ，  1,,2,1,0 *  mj   

且   02*
1*  yf

m
，最后多项式  2*

* yf
m

是    2*
1

2*
0 , yfyf (关于 2y )的最大公因式。 

点 a 的    2*
1

2*
0 , yfyf 是两个不全为零的多项式，它们的最大公因式是非零多项式，

于是用     2*
1

2*
0 , yfyf 来表示首项系数是1的那个最大公因式。 

若      1, 2*
1

2*
0 yfyf ，则称点 a 的    2*

1
2*

0 , yfyf (关于 2y )互素。 

设 Ra ，   0aM ，由定理 2 推论，则   a*2 有解，根据预章定理 2 推论 2，则   a*3

内  2*
* yf

m
关于 2y 的次数 1* K ，      1, 2*

1
2*

0 yfyf 。可设 

     
     








2*2**
1

2*
1

2*2**
0

2*
0

*

*

yfygyf

yfygyf

m

m (即
     
     








2*2**
1

2*
1

2*2**
0

2*
0

,,,

,,,

*

*

yafyagyaf

yafyagyaf

m

m ) 
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其中  ** 2
1g y 是实系数多项式，  2**

0 yg 是非零多项式，但  **g y21 却有可能是零

多项式，根据预章定理 5，则  
 







0
0

2**
1

2**
0

yg
yg 无解，      1, 2**

1
2**

0 ygyg 。于是   zf

         yfiyfiyafiyafiiyaf nnnn
1

1
01

1
0 ,,   ，其中 

1. n 为偶数时，
   
   







2*
11

2*
00

yyfyf
yfyf

，于是 

   iyaf    2*
1

12*
0 yyfiyfi nn        2*2**

1
2**

0 * yfyiygygi
m

n   

令
   
   







2**
1

*
1

2**
0

*
0

yygyg
ygyg

(即
   
   







2**
1

*
1

2**
0

*
0

,,
,,

yaygyag
yagyag

) 

则                2**
1

*
0

2*2**
1

2**
0 ** yfyigygiyfyiygygiiyaf

m
n

m
n   

其中  yg*
0 为偶函数，  yg*

1 为奇函数，且对 Cy 0 ，  2
0

2 yy  不能同时整除

 yg*
1 (否则，假如  Cy 0 ，满足    ygyy *

0
2
0

2 | 且    ygyy *
1

2
0

2 | ，那么 1)当 00 y 时，

   1,2
0

2  yyy ，于是    2**
0

2
0

2 | ygyy  且    2**
1

2
0

2 | ygyy  ；2)当 00 y 时，  ygy *
0

2 | 且

 ygy *
1

2 | ，则  2**
0

2 | ygy 且  2**
1| ygy ，而由  2**

1| ygy   2**
1

2 | ygy ，于是  2**
0

2 | ygy 且

 2**
1

2 | ygy 。故无论 00 y 还是 00 y 都与  2**
1 yg 关于 2y 互素矛盾)。 

2. n 为奇数时，
   
   







2*
11

2*
00

yfyf
yyfyf

，于是 

   iyaf    2*
1

12*
0 yfiyyfi nn        2*2**

1
2**

0 * yfyigyygi
m

n   

令
   
   







2**
1

*
1

2**
0

*
0

ygyg
yygyg

(即
   
   







2**
1

*
1

2**
0

*
0

,,
,,
yagyag
yaygyag

) 

则                2**
1

*
0

2*2**
1

2**
0 ** yfyigygiyfyigyygiiyaf

m
n

m
n   

其中  yg*
0 为奇函数，  yg*

1 为偶函数，且对 Cy 0 ， 2
0

2 yy  不能同时整除  yg*
1

(否则，同样会与  2**
1 yg 关于 2y 互素发生矛盾)。 

因此，无论 n 为偶数或奇数，都有         2**
1

*
0 * yfyigygiiyaf

m
n  ，令 

        yigygiiyagzg Kn *
1

*
0

2** *

   

实系数多项式  yg*
1 为奇偶函数，且对 Cy 0 ，  2

0
2 yy  不能同时整除

 yg*
1 。于是         2*2*

*

*

yfiiyagiyafzf
m

K  

 ,2**
0 yg

 ,*
0 yg

 ,2**
0 yg

 ,*
0 yg

 ,2**
0 yg

 ,*
0 yg  ,*

0 yg
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令     2*22
*

*

* yfiiyF
m

K
m

 ，则       2**
* iyFiyagzf

m
 ，于是有 

      2**
* azFzgzf

m
  

该式与 a 有关，它是  zf 在 z 平面实轴上点 a 的分解式，其中  zg* 为点 a 的  zg* ，

   2*
* azF

m
  2*

* iyF
m

 2*2
*

*

yfi
m

K 。      2*2* ,** azaFazF
mm

 ，   2* ,* azaF
m

 是关

于 a ，  2az  的实系数二元多项式，且 Ra ，于是   2*
* azF

m
 是  2az  的实系数 *K

次多项式，它也是 z 的实系数 *2K 次多项式，故  zg* 是实系数 *2Kn  次多项式。 

由于    yfiiyF n
00  ，    yfiiyF n

1
1

1
 ，那么 

1. n 为偶数时，由于
   
   







2*
11

2*
00

yyfyf
yfyf

，令
    
    







 2*
1

22*
1

2*
0

2*
0

yfiiyF

yfiiyF
n

n

，则 

    
    







2*
11

2*
00

iyiyFiyF

iyFiyF
即

    
      







2*
11

2*
00

azFazazF

azFazF
 

2. n 为奇数时，由于
   
   







2*
11

2*
00

yfyf
yyfyf

，令
    
    











2*
1

12*
1

2*
0

12*
0

yfiiyF

yfiiyF
n

n

，则 

    
    







2*
11

2*
00

iyFiyF

iyiyFiyF
即

      
    






2*

11

2*
00

azFazF

azFazazF
 

由
     
     








2*2**
1

2*
1

2*2**
0

2*
0

*

*

yfygyf

yfygyf

m

m ，于是 

1. n 为偶数时，有
     
     












][

][
2*22**

1
222*

1
2

2*22**
0

22*
0

*

**

*

**

yfiygiyfi

yfiygiyfi

m
KKnn

m
KKnn

 

令     2**
0

22**
0

*

ygiiyG Kn ，     2**
1

222**
1

*

ygiiyG Kn  ，则有 

        
        








2*2**

1
2*

1

2*2**
0

2*
0

*

*

iyFiyGiyF

iyFiyGiyF

m

m  

2. n 为奇数时，
     
     












][

][
2*22**

1
122*

1
1

2*22**
0

122*
0

1

*

**

*

**

yfiygiyfi

yfiygiyfi

m
KKnn

m
KKnn

 

令     2**
0

122**
0

*

ygiiyG Kn  ，     2**
1

122**
1

*

ygiiyG Kn  ，则也有 
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2*2**

1
2*

1

2*2**
0

2*
0

*

*

iyFiyGiyF

iyFiyGiyF

m

m  

iyaz  ，于是无论 n 为偶数或奇数，都有 

        
        








2*2**

1
2*

1

2*2**
0

2*
0

*

*

azFazGazF

azFazGazF

m

m  

其中   2*
0 azF  是  2az  的次数为 





2

n
的多项式，但   2*

1 azF  却有可能是  2az  的

零多项式，即当它关于  2az  的系数全为零时。由于   a*2 有解，又 

1. n 为偶数时，
       
       







 2*
1

22*
1

2*
1

2*
0

2*
0

2*
0

yfiiyFazF

yfiiyFazF
n

n

 

2. n 为奇数时，
       
       











2*
1

12*
1

2*
1

2*
0

12*
0

2*
0

yfiiyFazF

yfiiyFazF
n

n

 

于是无论 n 为偶数或奇数，
  
  







0

0
2*

1

2*
0

azF

azF
都有解，从而   2*

1 azF  关于

 2az  非互素，即        1, 2*
1

2*
0  azFazF 。 

  
  







0

0
2**

1

2**
0

azG

azG
无解。否则，假如

  
  







0

0
2**

1

2**
0

azG

azG
有解，则  Cy 0 ，将 00 iyaz 

代入
  
  







0

0
2**

1

2**
0

azG

azG
后，满足

  
  







0

0
2

0
**

1

2
0

**
0

azG

azG
。则 

1. n 为偶数时，有
       
       












0

0
2
0

**
1

222
0

**
1

2
0

**
1

2
0

**
0

22
0

**
0

2
0

**
0

*

*

ygiiyGazG

ygiiyGazG
Kn

Kn

 

2. n 为奇数时，有
       
       












0

0
2
0

**
1

122
0

**
1

2
0

**
1

2
0

**
0

122
0

**
0

2
0

**
0

*

*

ygiiyGazG

ygiiyGazG
Kn

Kn

 

于是 2
0y 是

 
 







0
0

2**
1

2**
0

yg
yg

的解，矛盾。因此，        1, 2**
1

2**
0  azGazG ，即   2**

0 azG  ，

  2**
1 azG  关于  2az  互素，   2*

* azF
m

 是   ,2*
0 azF    2*

1 azF  关于  2az  的一个

最大公因式。 

综上所述，设 Ra ，若   0aM ，则   a*3 内  2*
* yf

m
关于 2y 的次数 1* K ，  zf 就

  ,2*
0 azF 
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能在 z 平面实轴上的点 a 分解成两个 z 的实系数多项式  zg* 与   2*
* azF

m
 的乘积，即 

      2**
* azFzgzf

m
  

其中  zg* 为点 a 的  zg* 。由 iyaz  ，该式又可写成       2*2*
*

*

yfiiyagiyaf
m

K 。

于是说点 a 的  zg* ，就意味着       2**
* azFzgzf

m
 或       2*2*

*

*

yfiiyagiyaf
m

K 。

反之亦然。 

点 a 的  zg* 性质 设 Ra ， l 为非负整数，         yigygiiyagzg Kn *
1

*
0

2** *

  ，

其中实系数多项式  yg*
1 为奇偶函数，且对 Cy 0 ，  2

0
2 yy  不能同时整除

 yg*
1 ，于是 1)   0* zg 没有以 a 为中点的成对根。2)若 az 0 是   0* zg 的 l 重

根，则 0l 或1，其中 0l 时， az  不能整除  zg* ，即 y不能整除  iyag * ； 1l 时，

   zgaz *| ，但  2az  不能整除  zg* ，即  iyagy *| ，但 2y 不能整除  iyag * 。3)

若 Cy 0 且 00 y ， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则  1zz  和  2zz  不能同时整除  zg* ，

即  0yy  和  0yy  不能同时整除  iyag * 。 

证明 在第四章点 0x 的  zg* 性质中令 Rax 0 ，简记    ygyag *
0

*
0 ,  ，    ygyag *

1
*
1 , 

即得。】 

  

 ,*
0 yg

 ,*
0 yg
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§2 最大公因式方程(一) 

设施图姆序列   a*3 内  2*
* yf

m
关于 2y 的次数为 *K ，且记 

  02*
* yf

m
                                 a*4  

则称它为   a*3 最后的 *K 次方程   a*4 。 2
0y 是   a*4 的根的充要条件是：   2*2

0
2

*| yfyy
m

 。 

2
0y 是   a*4 的 l 重根的充要条件是：    2*2

0
2

*| yfyy
m

l
 ，但   12

0
2 


l
yy 不能整除  2*

* yf
m

。 

  a*4 所有复根(含重根)组成的集合可写成       a
m

Cyyfy *22*2 40| *  ，或  *
*m

f ，

于是       a
m

Cyyfy *22*2 40| *   *
*m

f 。 2
0y 是   a*4 的 l 重根的充要条件是：

   *2
0 *m

fly  。 

 2*
* yf

m
是    2*

1
2*

0 , yfyf 关于 2y 的最大公因式，下面定理 1 及其推论根据预章定理

2 及其推论即得。 

定理 1 设 Ra ， Cy 2
0 ， l 为非负整数，则 

1) 2
0y 是   a*2 的解的充要条件是： 2

0y 是   a*4 的根。 

2) 2
0y 是   a*2 的 l 重解的充要条件是： 2

0y 是   a*4 的 l 重根。 

推论 1 设 Ra ，则   a*2 所有复数解(含重解)组成的集合与   a*4 所有复根(含重根)

组成的集合是两个相等的集合，即    *
1

*
0 ff   *

*m
f ，于是   a*4 的所有复根就

是   a*2 的所有复数解。 

推论 2 设 Ra ，   a*2 复数解(含重解)的个数为 *
aK ，   a*4 关于 2y 的次数为 *K ，

则 ** KKa  ，故   a*2 有解的充要条件是： 1* K 。 

推论 3 设 Ra ，则   a*2 无解的充要条件是：      1, 2*
1

2*
0 yfyf 。 

推论 4 设 Ra ，在   a*3 内１)当  2*
1 yf  0时，设 Cy 2

0 ， 10 ,, lll 均为非负整数，

则 

 ly2
0  *

*m
f     *

00
2
0 fly  ，    *

11
2
0 fly  ，其中  10 ,min lll  。 

2)当   02*
1 yf 时，则    2*

0
2*

* yfyf
m

 ， 0* m 。 

定理 2 设 Ra ， Cy 2
0 ，若 2

0y 是   a*4 的根，则 a是   0xM 的根；反过来，若 a
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是   0xM 的根，则至少存在一个复数 2
0y ，使 2

0y 是   a*4 的根。 

证明 由定理 1 和§1 定理 2 即得。】 

推论 设 Ra ，则   a*4 次数(即   a*3 内  2*
* yf

m
关于 2y 的次数) 1* K 的充要条件是：

  0aM 。 

证明 由定理 2 即得。】 

定理 3 设 Ra ， *L 为正整数，若 ax  是   0xM 的 *L 重根，  a*4 关于 2y 的次数

为 *K ，则 *
* LK  ，其中      1, ' zfzf 时， *

* LK  。 

证明   a*4 关于 2y 的次数为 *K ，由定理 1 推论 2，则   a*2 复数解(含重解)的个数也

为 *K ，再由§1 定理 3 即得。 

推论 设 Ra ， *L 为正整数， ax  是   0xM 的 *L 重根，  a*4 关于 2y 的次数为 *K ，

若 *
* LK  ，则   0zf 有重根。 

证明 用反证法。假设   0zf 没有重根，则      1, ' zfzf ，由定理 3 则 *
* LK  ，

矛盾。所以   0zf 有重根。】 

  a*4 根的性质   a*4 是 2y 的实系数代数方程，根据第二章§2 性质及推论，它的根

具有性质 1 及其推论。 

性质 1 设 Ra ， Cy 2
0 ，若 2

0y 是   a*4 的根，则 2
0y 也是   a*4 的根。 

推论 1 设 Ra ， Cy 2
0 ，则 2

0y 是   a*4 的根的充要条件是： 2
0y 是   a*4 的根。 

推论 2 设 Ra ， Cy 2
0 ，则    2*2

0
2

*| yfyy
m

 的充要条件是：  2*2
0

2
*| yfyy

m




  。 

推论 3 设 Ra ， Cy 2
0 ， l 为非负整数，则 

   2*2
0

2
*| yfyy

m

l
 的充要条件是：  2*2

0
2

*| yfyy
m

l






  。 

推论 4 设 Ra ， Cy 2
0 ，l 为非负整数，则 2

0y 是   a*4 的 l 重根的充要条件是： 2
0y

是   a*4 的 l 重根。 

推论 5 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，则 2

0y ， 2
0y 是   a*4 的一对 l 重共轭复根的

充要条件是：   2*2
0

22
0

2
*| yfyyyy

m

ll





  ，但   1

2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能整除  2*

* yf
m

。 
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点 a 的  2*
* yf

m
为 y的偶函数，若把   a*4 看作 y的方程，则第三章  a4 根的性质 1，

性质 2 及其推论对它也是适用的，只要将  a4 改为   a*4 ，将  yfm 改为  2*
* yf

m
即可。下

面性质 2，性质 3 及其推论就是如此，证明予以省略。 

性质 2 设 Ra ， Cy 0 ，则    2*
0 *| yfyy

m
 的充要条件是：    2*

0 *| yfyy
m

 。 

推论 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 

   2*
0 *| yfyy

m
l 的充要条件是：    2*

0 *| yfyy
m

l 。 

性质 3 设 Ra ， Cy 0 ，则    2*
0 *| yfyy

m
 的充要条件是：    2*

0 *| yfyy
m

 。 

推论 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 

   2*
0 *| yfyy

m
l 的充要条件是：    2*

0 *| yfyy
m

l
 。 

例 1 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，由定理 1 则 1) 2

0y ， 2
0y 是   a*2 的一对共轭

复数解的充要条件是： 2
0y ， 2

0y 是   a*4 的一对共轭复根；2) 2
0y ， 2

0y 是   a*2 的一对 l 重

共轭复数解的充要条件是： 2
0y ， 2

0y 是   a*4 的一对 l 重共轭复根。 

定理 4 设 Ra ，则 0是   a*4 的根的充要条件是： az  是   0zf 的 2 重以上根。 

证明 由定理 1 和§1 定理 5 即得。】 

定理 5 设 Ra ， Cy 0 ，则  0, ya ， 0, ya  是方程组(2)的一对复数解的充要条件

是： 2
0y 是   a*4 的一个根。 

证明 由定理 1 和§1 定理 6 即得。】 

定理 6 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对复根的充

要条件是： 2
0y 是   a*4 的一个根。 

证明 1 由定理 1 和§1 定理 7 即得。】 

证明 2 由定理 5 和第二章定理 7 推论 2 即得。】 

定理 6 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则    iyafyy  |2
0

2 的充要条件是：   2*2
0

2
*| yfyy

m
 。 

设 Ra ， Cy 0 ，由定理 6 和第三章§2 定理 6，则 0y ， 0y 是  a4 的一对复根的

充要条件是： 2
0y 是   a*4 的一个根。即 

   yfyy m|2
0

2      2*2
0

2
*| yfyy

m
 。 
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推论 1 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对实根的充要条件是：0是   a*4 的

一个实根。 

证明 在定理 6 中令 00 y 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面

直线 ax  上的一对共轭根的充要条件是： 2
0y 是   a*4 的一个正实根。 

证明 在定理 6 中令 Ry 0 且 00 y 即得。】 

推论 3 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面实轴

上的一对非 a 实根的充要条件是： 2
0y 是   a*4 的一个负实根。 

证明 在定理 6 中令 0y 为纯虚数即得。】 

推论 4 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 2
0y ， 2

0y 是   a*4 的一对共轭复根。 

证明 由题意根据定理 6 即得。】 

推论 4 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 

   iyafyyyy 




  |2

0
2
0

2 的充要条件是：    2*2
0

22
0

2
*| yfyyyy

m




  。 

例 2 设 Ra ， Ry 2
0 ，由推论 4 和第三章§2 定理 6 推论 5，则 0y ， 0y ； 0y ，

0y 是  a4 的两对不相同的复根的充要条件是： 2
0y 和 2

0y 是   a*4 的一对共轭复根。即 

   yfyyyy m|2
0

22
0

2 




      2*2

0
22

0
2

*| yfyyyy
m





  。 

定理 7 设 Ra ， *K 为正整数，       2*2*
*

*

yfiiyagiyaf
m

K ， Cy 0 且 00 y ，

21, ll 为非负整数，若 01 iyaz  和 02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll 

时，   iyagyy  *
0 | ，但  0yy  不能整除  iyag * ；2) 21 ll  时，   iyagyy  *

0 | ，

但  0yy  不能整除  iyag * ；3) 21 ll  时，  0yy  和  0yy  都不能整除  iyag * 。 

证明 在第四章定理 13 推论中令 Rax 0 ，并把  2* , yad 记为  2*
* yf

m
即得。】 

下面定理 8 及其推论 1 和 2，由 Ra ，   0aM ，根据§1 定理 2 推论，则   a*2 有

解，于是分别在第四章定理 14 推论 3 和 4 中令 Rax 0 ，然后包括推论 5 在内将

  0, 2* yad 改为   a*4 即得。 



第五章    施图姆序列之二 

 

 
225 

定理 8 设 Ra ，   0aM ， Cy 0 且 00 y ， 21, ll 为非负整数，若 01 iyaz  和

02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 2
0y 是   a*4 的 2l 重根，

01 iyaz  是   0* zg 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时， 2
0y 是   a*4 的 1l 重根， 02 iyaz  是

  0* zg 的 12 ll  重根；3) 21 ll  时，记 lll  21 ，则 2
0y 是   a*4 的 l 重根， 01 iyaz  和

02 iyaz  都不是   0* zg 的根。 

推论 1 设 Ra ，   0aM ， Cy 0 且 00 y ， lll ,, 21 为非负整数， 01 iyaz  和

02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 2
0y 是   a*4 的 l 重根的充要条件是：

 21,min lll  。 

推论 2 设 Ra ，   0aM ， Ry 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 01 iyaz  ，

02 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是： 2
0y 是   a*4

的 l 重的正实根。 

下面定理 9 及其推论 1，由 Ra ，   0aM ，则   a*2 有解，于是分别在第四章定

理 15 推论 3 和 4 中令 Rax 0 ，将   0, 2* yad 改为   a*4 即得。 

定理 9 设 Ra ，   0aM ， l 为非负整数，若 az 0 是   0zf 的 l 重根，则 

1) l 为 0 的偶数时， az 0 不是   0* zg 的根， 0是   a*4 的
2

l
重根； 

2) l 为奇数时， az 0 是   0* zg 的单根， 0是   a*4 的
2

1l
重根。 

推论 1 设 Ra ，   0aM ， *l 为 0 的偶数，若 0是   a*4 的
2

*l
重根，则 az 0 是

  0zf 的 *l 重或者 1* l 重根，其中   0* ag 时， az 0 是   0zf 的 *l 重根；   0* ag

时， az 0 是   0zf 的 1* l 重根。 

推论 2 设 Ra ，   0aM ， az 0 是   0zf 的 l 重根，则 0l 或1的充要条件是：

0不是   a*4 的根。 

证明 由定理 9 即得。】 
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§3 最大公因式方程(二) 

  2*
* azF

m
 是   ,2*

0 azF    2*
1 azF  关 于  2az  的 最 大 公 因 式 。    2*

* azF
m

  2* ,* azaF
m

 ，   2* ,* azaF
m

 是关于 a ，  2az  的实系数二元多项式，且 Ra ，于是

  2*
* azF

m
 是  2az  的实系数多项式，它也是 z 的实系数多项式。 

设 Ra ， Cy 0 ， 00 iyaz  ，若   2*
* azF

m
 在 0zz  的函数值    2

0
*

* azF
m

  2
0

*
* iyF

m
  02

0
*2

*

*

yfi
m

K ，则 00 iyaz  是    02*
* azF

m
(在 z 平面上)的一个(复)根。 

显然， 00 iyaz  是    02*
* azF

m
的根的充要条件是：     2*

0 *| azFzz
m

 。 

再设 l 为非负整数，若     2*
0 *| azFzz

m
l  ，但   1

0
 lzz 不能整除   2*

* azF
m

 ，则

00 iyaz  是    02*
*  azF

m
(在 z 平面上)的 l 重(复)根。 

     2*2*
** iyFazF

mm
 的整除性质  设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， iyaz  ，

00 iyaz  ，则     2*
0 *| azFzz

m
l  充要条件是：     2*

0 *| iyFyy
m

l 。 

显然， 00 iyaz  是    02*
* azF

m
的根的充要条件是：    2*

0 *| iyFyy
m

 ； 00 iyaz 

是    02*
* azF

m
的 l 重根的充要条件是：     2*

0 *| iyFyy
m

l ，但   1
0

 lyy 不能整除

  2*
* iyF

m
。 

   02*
*  azF

m
根的性质 

性质 1 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  是    02*
* azF

m
的根，则 02 iyaz  也是

   02*
* azF

m
的根。 

证明   2*
* azF

m
 为  az  的偶函数，命题成立。】 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  是    02*
* azF

m
的根的充要条件是： 02 iyaz 

是    02*
* azF

m
的根。 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

    2*
1 *| azFzz

m
 的充要条件是：     2*

2 *| azFzz
m

 。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 
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    2*
1 *| azFzz

m
l  的充要条件是：     2*

2 *| azFzz
m

l  。 

证明 在第四章    0, 2
00

*
*  xzxF

d
根的性质 1 推论 3 中令 Rax 0 ，简记   2* ,* azaF

d


  2* ,* azaF
m

   2*
* azF

m
 即得。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 01 iyaz  是    02*
* azF

m
的 l 重根的充

要条件是： 02 iyaz  是    02*
* azF

m
的 l 重根。 

推论 5 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

   02*
* azF

m
的一对 l 重根的充要条件是：    2*2

0
2

*| iyFyy
m

l
 ，但   12

0
2 


l
yy 不能整除

  2*
* iyF

m
。 

证明 在第四章    0, 2
00

*
*  xzxF

d
根的性质 1推论 5中令 Rax 0 ，简记   2* ,* iyaF

d

     2*2*
** , iyFiyaF

mm
 ，并将    0, 2*

*  azaF
d

改为    02*
*  azF

m
即得。】 

性质 2 设 Ra ， Cy 0 ， 02 iyaz  ，若 01 iyaz  是    02*
* azF

m
的根，则

02 yiaz  也是    02*
* azF

m
的根。 

证明 若 01 iyaz  是    02*
* azF

m
的根，则    01

*
* azF

m
。于是 

     2
0

*2
0

*2
**

*

iyFyfi
mm

K    01
*

* azF
m

 

2
0y 是   a*4 的根，由   a*4 根的性质 1 则 2

0y 是   a*4 的根，即 02
0

*
* 





 yf

m
。 02 yiaz  ，于

是   azF
m 2
*

*   




 2

0
*

* yiF
m

02
0

*2
*

*






 yfi

m
K 。故 02 yiaz  也是    02*

* azF
m

的根。】 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ， 02 iyaz  ，则 01 iyaz  是    02*
* azF

m
的根的充要条

件是： 02 yiaz  是    02*
* azF

m
的根。 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

    2*
1 *| azFzz

m
 的充要条件是：     2*

2 *| azFzz
m

 。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

    2*
1 *| azFzz

m
l  的充要条件是：     2*

2 *| azFzz
m

l
  

证明 在第四章    0, 2
00

*
*  xzxF

d
根的性质 2 推论 3 中简记    2* ,* azaF

d
  2* ,* azaF

m
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  2*
* azF

m
 即得。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l 为非负整数， 02 iyaz  ，则 01 iyaz  是    02*
* azF

m

的 l 重根的充要条件是： 02 yiaz  是    02*
* azF

m
的 l 重根。 

例 1 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 1)若 01 iyaz  是    02*
* azF

m
的根，

则 02 iyaz  ， 02 yiaz  ， 01 yiaz  都是    02*
* azF

m
的根； 2) 若 01 iyaz  是

   02*
* azF

m
的 l 重根，则 02 iyaz  ， 02 yiaz  ， 01 yiaz  都是    02*

* azF
m

的 l 重

根。 

定义 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  ， 02 iyaz  都是    02*
* azF

m
的根，特别当

00 y 时，     2*2
*| azFaz

m
 ，则称 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*

* azF
m

(在 z 平面上)的

一对(复)根。 

  2*
* azF

m
 为  az  的偶函数，定义当 00 y 时的条件可弱化为     2*

*| azFaz
m

 。 

   02*
* azF

m
一对复根的性质  设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

   02*
* azF

m
的一对复根的充要条件是：     2*2

0
2

*| iyFyy
m

 。 

定理 1 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 1) 2
0y 是   a*4 的一个根的充要条件是：

01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
在 z 平面上的一对根。2)当 00 y 时， 2

0y 是   a*4 的

一个 l 重非0复根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
在 z 平面上的一

对 l 重根；当 00 y 时， 0 是   a*4 的 l 重根的充要条件是： az 0 是    02*
* azF

m
的 l2 重

根。 

证明 1)在第四章定理 10 中，2)在第四章定理 12 中，令 Rax 0 ，并将   0, 2* yad

改为   a*4 ，将    0, 2*
*  azaF

d
改为    02*

*  azF
m

即得。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j  ， 




2

1 * n
K ，则 2

jy  *,,2,1 Kj  是   a*4 的所有复根(含重

根)的充要条件是： jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是    02*
* azF

m
在 z 平面上的

所有根(含重根)。 

证明 若 2
jy  *,,2,1 Kj  是   a*4 的所有复根，则  2*

* yf
m

关于 2y 的次数为 *K ，
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       2*22*2*
*

*

** yfiiyFazF
m

K
mm

 ，于是   2*
* azF

m
 关于 z 的次数为 *2K 。由定理 1，

则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是    02*
* azF

m
在 z 平面上的 *K 对根，这些

根的个数 *2K 恰好等于   2*
* azF

m
 关于 z 的次数，所以 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

 *,,2,1 Kj  是    02*
*  azF

m
在 z 平面上的所有根。 

反过来，若 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是    02*
* azF

m
在 z 平面上的所

有根，则   2*
* azF

m
 关于 z 的次数为 *2K ，        2*22*2*

*

*

** yfiiyFazF
m

K
mm

 ，于是

 2*
* yf

m
关于 2y 的次数为 *K 。由定理 1 则 2

jy  *,,2,1 Kj  是   a*4 的 *K 个根，恰好等

于  2*
* yf

m
关于 2y 的次数，因此 2

jy  *,,2,1 Kj  是   a*4 的所有复根。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j  ，则 2
jy  *,,2,1 Kj  是   a*4 的所有各不相同的复根的充

要条件是： jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是    02*
* azF

m
在 z 平面上以 a 为中

点的所有各不相同的成对根。 

证明 若 2
jy  *,,2,1 Kj  是   a*4 的所有各不相同的复根，由定理 1，则 jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是    02*
*  azF

m
在 z 平面上以 a 为中点的 *K 对各不相同的

成对根。用反证法：假如    02*
*  azF

m
在 z 平面上以 a 为中点的各不相同的成对根除

了这 *K 对根外还有一对根 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，其中 Cy 0 ，且满足 11 jzz  ， 21 jzz  ，

12 jzz  ， 22 jzz   *,,2,1 Kj  ，于是 jyy 0 ， jyy 0 ( *,,2,1 Kj  )。由定理 1，则

2
0y 是   a*4 的一个根，且 22

0 jyy   *,,2,1 Kj  ，矛盾。因此， jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

 *,,2,1 Kj  是    02*
*  azF

m
在 z 平面上以 a 为中点的所有各不相同的成对根。 

反过来，若 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是    02*
* azF

m
在 z 平面上以 a 为

中点的所有各不相同的成对根，由定理 1 则 2
jy  *,,2,1 Kj  是   a*4 的 *K 个各不相同

的复根。用反证法：假如   a*4 的各不相同的复根除了这 *K 个根外还有一个根 2
0y ，其

中 Cy 0 ， 22
0 jyy   *,,2,1 Kj  ，于是 jyy 0 ， jyy 0 ( *,,2,1 Kj  )。由定理 1，

则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
在 z 平面上以 a 为中点的成对根，而且 11 jzz  ，

21 jzz  ； 12 jzz  ， 22 jzz   *,,2,1 Kj  ，矛盾。因此， 2
jy  *,,2,1 Kj  是   a*4 的所
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有各不相同的复根。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 ，l 为非负整数，则 1) 2
0y 是   a*4 的一个非负实根的充要条

件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
*  azF

m
在 z 平面直线 ax  上的一对根。2)当

00 y 时， 2
0y 是   a*4 的一个 l 重的正实根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

   02*
*  azF

m
在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根；当 00 y 时，0是   a*4 的 l 重实

根的充要条件是： az 0 是    02*
*  azF

m
的 l2 重实根。 

证明 在定理 1 中令 Ry 0 即得。】 

推论 4 设 Ra ， Ry j  ，则 2
jy  *',,2,1 Kj  是   a*4 的所有非负实根(含重根)的

充要条件是： jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *',,2,1 Kj  是    02*
* azF

m
在 z 平面直线 ax 

上的所有根(含重根)。 

证明  若 2
jy  *',,2,1 Kj  是   a*4 的所有非负实根，由推论 3 则 jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2  *',,2,1 Kj  是    02*
* azF

m
在直线 ax  上的 *'K 对根。用反证法：假如

   02*
* azF

m
在直线 ax  上的根除了这 *'K 对根外还有一个根 01 iyaz  ，其中 Ry 0 ，

且 11 jzz  ， 21 jzz   *',,2,1 Kj  (否则会与推论 3的 2)发生矛盾)，于是 jyy 0 ， jyy 0

 *',,2,1 Kj  ，由    02*
* azF

m
根的性质 1 则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*

* azF
m

在直

线 ax  上的一对根。由推论 3 则 2
0y 是   a*4 的一个非负实根，且 22

0 jyy   *',,2,1 Kj  ，

矛盾。因此 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *',,2,1 Kj  是    02*
* azF

m
在直线 ax  上的所有

根。 

反过来，若 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *',,2,1 Kj  是    02*
* azF

m
在直线 ax  上的

所有根，由推论 3 则 2
jy  *',,2,1 Kj  是   a*4 的 *'K 个非负实根。用反证法：假如   a*4 的

非负实根除了这 *'K 个根外还有一个根 2
0y ，其中 02

0 y 且 22
0 jyy   *',,2,1 Kj  (否则会

与推论 3 的 2)发生矛盾)，于是 Ry 0 ， jyy 0 ， jyy 0  *',,2,1 Kj  。由推论 3 则

01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
在直线 ax  上的一对根，且 11 jzz  ， 21 jzz  ；

12 jzz  ， 22 jzz   *',,2,1 Kj  ，矛盾。所以 2
jy  *',,2,1 Kj  是   a*4 的所有非负实根。】 
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推论 5 设 Ra ， Ry j  且 0jy ，  1k 为正整数，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

 )1(,,2,1 kj  是    02*
* azF

m
在 z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)的充要条件是：

2
jy  )1(,,2,1 kj  是   a*4 的所有正实根(含重根)。 

证明 若 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  )1(,,2,1 kj  是    02*
* azF

m
在直线 ax  上的所有共

轭根，不妨设 az  是    02*
* azF

m
的 l2 重实根，于是

  


l

azazaz
2

,,,  ， jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2  )1(,,2,1 kj  是    02*
* azF

m
在直线 ax  上的所有根，由推论４则



l

0,,0,0 ，

2
jy  )1(,,2,1 kj  是   a*4 的所有非负实根，其中 2

jy  )1(,,2,1 kj  是   a*4 的所有正实根。 

反过来，若 2
jy  )1(,,2,1 kj  是   a*4 的所有正实根，不妨设 0 是   a*4 的 l 重实根，于

是


l

0,,0,0 ， 2
jy  )1(,,2,1 kj  是   a*4 的所有非负实根，由推论 4 则

  


l

azazaz
2

,,,  ，

jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  )1(,,2,1 kj  是    02*
*  azF

m
在直线 ax  上的所有根，其中

jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  )1(,,2,1 kj  是    02*
*  azF

m
在直线 ax  上的所有共轭根。】 

推论 6 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，k 为正整数，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1 

是    02*
* azF

m
在 z 平面上的所有非 a 根(含重根)的充要条件是: 2

jy  kj ,,2,1  是   a*4

的所有非 0复根(含重根)。 

证明 必要性不妨设 az  是    02*
* azF

m
的 l2 重实根，充分性不妨设 0是   a*4 的 l

重实根，根据推论 1 即得。】 

例 2 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，则 1) 2

0y ， 2
0y 是   a*4 的一对共轭复根的充

要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 02 yiaz  ， 01 yiaz  是    02*
* azF

m
两对不相同

的复根；2) 2
0y ， 2

0y 是   a*4 的一对 l 重共轭复根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  ；

02 yiaz  ， 01 yiaz  是    02*
* azF

m
两对不相同的 l 重复根。 

证明 根据定理 1 即得。】 

例 2 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ， l 为非负整数，则 

1)    2*2
0

22
0

2
*| yfyyyy

m




  的充要条件是：     2*2

0
22

0
2

*| iyFyyyy
m





  ； 
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2)    2*2
0

22
0

2
*| yfyyyy

m

ll





  ，但   1

2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能整除  2*

* yf
m

的充要条

件是：     2*2
0

22
0

2
*| iyFyyyy

m

ll





  ，但   1

2
0

212
0

2







 

ll
yyyy 不能整除   2*

* iyF
m

。 

定理 2 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
的一对复根，

则 a 是   0xM 的根；反过来，若 a 是   0xM 的根，则至少存在一个复数 0y ，使

01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
的一对复根。 

证明 由定理 1 和§2 定理 2 即得。】 

推论 设 Ra ，则    02*
* azF

m
关于 z 的次数 22 * K 的充要条件是：   0aM 。 

证明 由定理 2 即得。】 

定理 3 设  zf 的次数 n 2 ， Ra ，若   0aM ，则   a*3 内  2*
* yf

m
关于 2y 的次数

*K 满足 





2
1 * n

K ，  zf 就能在 z 平面实轴上的点 a 分解成两个 z 的实系数多项式

 zg* 与   2*
* azF

m
 的乘积，即       2**

* azFzgzf
m

 ，其中        2*22*2*
*

*

** yfiiyFazF
m

K
mm

 ，

  2*
* azF

m
 关于 z 的次数为 *2K ，  zg* 的次数为 *2Kn  。 

证明 由§2 定理 2 推论 2 和§1 相关论述即知命题成立。】 

定理 4 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是    02*
* azF

m
的一对实根的充要条件是： az 

是   0zf 的 2 重以上根。 

证明 由定理 1，则 0是   a*4 的实根的充要条件是： az 1 ， az 2 是    02*
* azF

m
的

一对实根。再由§2 定理 4 即得。】 

定理 5 设 Ra ， Cy 0 ，则  0, ya ， 0, ya  是方程组(2)的一对复数解的充要条件

是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
的一对复根。 

证明 由定理 1 和§2 定理 5 即得。】 

定理 6 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对复根的充

要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
的一对复根。 

证明 1 由定理 1 和§2 定理 6 即得。】 

证明 2 由定理 5 和第二章定理 7 推论 2 即得。】 
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定理 6 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则    iyafyy  |2
0

2 的充要条件是：    2*2
0

2
*| iyFyy

m
 。 

设 Ra ， Cy 0 ，由定理 6 和第三章§3 定理 8 则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

  0 azFm 的一对复根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
的一对复

根。即 

   iyFyy m|2
0

2       2*2
0

2
*| iyFyy

m
  

推论 1 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对 a 实根的充要条件是： az 1 ，

az 2 是    02*
* azF

m
的一对 a 实根。 

证明 在定理 6 中令 00 y 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对非

a 复根的充分必要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
的一对非 a 复根。 

证明 在定理 6 中令 00 y 即得。】 

例 3 由推论2可知：1)设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，则 1 0z a iy  ， 2 0z a iy  是   0zf

在 z 平面直线 ax  上的一对共轭根的充要条件是：1 0z a iy  ， 2 0z a iy  是    02*
* azF

m

在 z 平面直线 ax  上的一对共轭根；2)设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 1 0z a iy  ， 2 0z a iy 

是   0zf 在 z 平面实轴上的一对非 a 实根的充要条件是： 1 0z a iy  ， 2 0z a iy  是

   02*
* azF

m
在 z 平面实轴上的一对非 a 实根。 

推论 3 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 两对不相同的复根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  ； 01 yiaz  ，

02 yiaz  是    02*
* azF

m
两对不相同的复根。 

证明 根据推论 2 即得。】 

推论 3 表明 设 Ra ， Ry 2
0 ，则 

   iyafyyyy 




  |2

0
2
0

2 的充要条件是：     2*2
0

22
0

2
*| iyFyyyy

m




  。 

例4 设 Ra ， Ry 2
0 ，由推论3和第三章§3定理8推论3，则 1 0z a iy  ， 2 0z a iy  ；

01 yiaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm 两对不相同的复根的充要条件是： 1 0z a iy  ，

2 0z a iy  ； 01 yiaz  ， 02 yiaz  是    02*
* azF

m
两对不相同的复根。即 
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   iyFyyyy m|2
0

22
0

2 




       2*2

0
22

0
2

*| iyFyyyy
m





  。 

定理 7 设 Ra ，       2**
* azFzgzf

m
 ， Cy 0 且 00 y ， 21, ll 为非负整数，若

1 0z a iy  和 2 0z a iy  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时，    zgzz *
1 | ，

但  2zz  不能整除  zg* ；2) 21 ll  时，   zgzz *
2 | ，但  1zz  不能整除  zg* ；3) 21 ll 

时，  1zz  和  2zz  都不能整除  zg* 。 

证明 在第四章定理 13 中令 Rax 0 ，将   2* ,* azaF
d

 记为   2*
* azF

m
 即得。】 

下面定理 8 及其推论 1 和 2，由 Ra ，   0aM ，根据§1 定理 2 推论，则   a*2 有

解，于是分别在第四章定理 14 及推论 1 中令 Rax 0 ，然后包括推论 2 在内将

   0, 2*
* azaF

d
改为    02*

* azF
m

即得。 

定理 8 设 Ra ，   0aM ， Cy 0 且 00 y ， 21, ll 为非负整数，若 01 iyaz  和

02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

   02*
* azF

m
的一对 2l 重根， 01 iyaz  是   0* zg 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时， 01 iyaz  ，

02 iyaz  是    02*
* azF

m
的一对 1l 重根， 02 iyaz  是   0* zg 的 12 ll  重根；3) 21 ll 

时，记 lll  21 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
的一对 l 重根， 01 iyaz  和

02 iyaz  都不是   0* zg 的根。 

推论 1 设 Ra ，   0aM ， Cy 0 且 00 y ， lll ,, 21 为非负整数， 01 iyaz  和

02 iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是    02*
* azF

m
的

一对 l 重根的充要条件是：  21,min lll  。 

推论 2 设 Ra ，   0aM ， Ry 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 01 iyaz  ，

02 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是： 01 iyaz  ，

02 iyaz  是    02*
* azF

m
在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根。 

下面定理 9 及其推论 1，由 Ra ，   0aM ，则   a*2 有解，于是分别在第四章定

理 15 及推论 1 中令 Rax 0 ，将    0, 2*
* azaF

d
改为    02*

* azF
m

即得。 

定理 9 设 Ra ，   0aM ， l 为非负整数，若 az 0 是   0zf 的 l 重根，则 

1) l 为 0 的偶数时， az 0 不是   0* zg 的根， az 0 是    02*
* azF

m
的 l 重根； 
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2) l 为奇数时， az 0 是   0* zg 的单根， az 0 是    02*
* azF

m
的 1l 重根。 

推论 1 设 Ra ，   0aM ， *l 为 0 的偶数，若 az 0 是    02*
* azF

m
的 *l 重根，

则 az 0 是   0zf 的 *l 重或者 1* l 重根，其中   0* ag 时， az 0 是   0zf 的 *l 重根；

  0* ag 时， az 0 是   0zf 的 1* l 重根。 

推论 2 设 Ra ，   0aM ， az 0 是   0zf 的 l 重根，则 0l 或1的充要条件是：

az 0 不是    02*
* azF

m
的根。 

证明 由定理 9 即得。】 

推论 3 设 Ra ，   0aM ，若 az 0 是   0zf 的 l 重根，且 2l ， l 为偶数时，

记 ll * ；l 为奇数时，记 1*  ll ，则 az 0 是    02*
* azF

m
的 *l 重根， *l 为 2 的偶数。 

证明 由定理 9 即得。】 
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§4 在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的根全集 

定义 1 设整数 n 2 ， Ra ，   0aM ， Cy j  ， 




2

1 * n
K ； jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2 ( *,,2,1 Kj  )是 n次方程   0zf 在 z 平面上的 *K 对根，记 

 *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja   

假设 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，即
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB

的任意一对元素，其中 1)当 0
0
jy 时，若

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  分别是   0zf 的

1l 重和 2l 重根，记  21,min lll  ，则
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  都是 *
aB 的 l 重元素，那

么就称
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a成对严

格对称要求的一对 l 重元素；2)当 0
0
jy 时，由于 *

10 aj Baz  ， *
20 aj Baz  ，若 az j 10

( az j 20
)是   0zf 的 l 重根，则 2l ，于是 l 为偶数时，记 ll * ；l 为奇数时，记 1*  ll ，

则 az j 10
( az j 20

)是 *
aB 的 *l 重元素，其中 *l 为 2 的偶数， az j 10

和 az j 20
是 *

aB 的

一对元素，那么就称 az j 10
， az j 20

是 *
aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a成

对严格对称要求的一对元素。 

满足上述条件就称 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的一个根集，且

称其所有元素 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是   0zf 在 z 平面上关于点 a成

对严格对称的 *K 对根。 

该定义当 0
0
jy 时，由于 *

10 aj Baz  ， *
20 aj Baz  ，则 az j 10

和 az j 20
是 *

aB 的

两个相同的元素。如果 az j 10
是 *

aB 的 *l 重元素，那么 az j 20
也是 *

aB 的 *l 重元素，为

便于统一叙述还可以说 az j 10
， az j 20

都是 *
aB 的 *l 重元素，并理解为 az j 10

( az j 20
)

是 *
aB 的 *l 重元素，记作   **

10 aj Blza   (   **
20 aj Blza  )。 

例 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的二

个根集，假如
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的任意一对元素，若

001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  都是 *
aB 的 l 重元素，就能推导出

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  都是 *#

aB 的 l 重
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元 素 ， 即 由  *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，   *
100 ajj Blziya  ，

  *
200 ajj Blziya     *#

100 ajj Blziya  ，   *#
200 ajj Blziya  ，则 *

aB 是 *#
aB 的子集，

即 *#*
aa BB  。当且仅当 *#*

aa BB  且 **#
aa BB  时， *#*

aa BB  。当且仅当 *#*
aa BB  且 *#*

aa BB 

时， *
aB 是 *#

aB 的真子集。 

元素与集合的关系性质 设 Ra ， Cy j 
0 ，l 为非负整数， *

aB 和 *#
aB 是   0zf 在 z

平面上关于点 a成对严格对称的二个根集，1)若 ， ，

且 0l ，则 ，
*

2 00 ajj Biyaz  。2)若   *
100 ajj Blziya  ， ，

且 0
0
jy 时， 1l ； 0

0
jy 时，l 为 2 的偶数，则

*
1 00 ajj Biyaz  ，

*
2 00 ajj Biyaz  。

3)若 *
1 00 ajj Biyaz  且

*
2 00 ajj Biyaz  ，   *

100 ajj Blziya  ， ，则

0
0
jy 时， 1l ； 0

0
jy 时，l 为 2 的偶数。4)若 *

1 00 ajj Biyaz  ，
*

2 00 ajj Biyaz  ，

*#*
aa BB  ，则

*#
1 00 ajj Biyaz  ，

*#
2 00 ajj Biyaz  。 

在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根集合 *
aB 的性质 

性质 1 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根集，

则 *
1 00 ajj Biyaz  的充要条件是： *

2 00 ajj Biyaz  。 

证明 由定义 1 即得。】 

性质 2 设 Ra ， Cy j 
0

， l 为非负整数， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对

严格对称的根集，则
001 jj iyaz  是 *

aB 的 l 重元素的充要条件是：
00 2 jj iyaz  是 *

aB 的

l 重元素。 

证明 1l 时，由定义 1，命题成立； 0l 时，由性质 1，命题也成立。】 

性质 3 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称

的二个根集， *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  且 *#
1 00 ajj Biyaz  ， *#

2 00 ajj Biyaz  ，

则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  都是 *
aB 的 l 重元素的充要条件是：

001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  都是 *#
aB 的 l 重元素。 

证明 证必要性。若
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  都是 *
aB 的 l 重元素，则 1) 0

0
jy 时，

  *
100 ajj Blziya    *

200 ajj Blziya 

*
1 00 ajj Biyaz    *

200 ajj Blziya 

  *
200 ajj Blziya 
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不妨设
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，由定义 1 则

 21,min lll  ，再由定义 1 则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  都是 *#
aB 的 l 重元素，命题成立。

2) 0jy 时， *
10 aj Baz  ， *

20 aj Baz  且 *#
10 aj Baz  ， *#

20 aj Baz  。不妨设 az j 10

( az j 20
)是   0zf 的 0l 重根，则 20 l 。由于 az j 10

， az j 20
都是 *

aB 的 l 重元素，即

az j 10
( az j 20

)是 *
aB 的 l 重元素，由定义 1 则 0l 为偶数时， 0ll  ；0l 为奇数时， 10  ll ，

其中 l 为 2 的偶数。再由定义 1 则 az j 10
( az j 20

)是 *#
aB 的 l 重元素，即 az j 10

，

az j 20
都是 *#

aB 的 l 重元素，命题也成立。充分性同理可证。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称

的二个根集， *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，且 *#*
aa BB  。若

001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  都是 *
aB 的 l 重元素，则

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  也都是 *#

aB 的 l 重元素，

即由 

  *
100 ajj Blziya  ，   *

200 ajj Blziya     *#
100 ajj Blziya  ，   *#

200 ajj Blziya  。 

证明 由 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，且 *#*
aa BB  ，则 *#

1 00 ajj Biyaz  ，

*#
2 00 ajj Biyaz  ，再由性质 3 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称

的二个根集，若 *#
aB 的任何一对元素都属于 *

aB ，即由  *#
1 00 ajj Biyaz  且

*#
2 00 ajj Biyaz   *

1 00 ajj Biyaz  ， *
2 00 ajj Biyaz  ，则 **#

aa BB  。 

证明 由 *#
1 00 ajj Biyaz  且 *#

2 00 ajj Biyaz   *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，

根据性质 3，若
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  都是 *#
aB 的 l 重元素，则

001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  都是 *
aB 的 l 重元素，即由  *#

1 00 ajj Biyaz  且 *#
2 00 ajj Biyaz  ，

  *#
100 ajj Blziya  ，   *#

200 ajj Blziya     *
100 ajj Blziya  ，   *

200 ajj Blziya  ，

故 **#
aa BB  。】 

推论 3 设 Ra ， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的二个根集，

*#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ，则 *#
aB 至少有一对元素不属于 *

aB 。 
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证明 由题设则 **#
aa BB  ，再由推论 2 即得。】 

性质 4 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称

的二个根集，若 *#
aB 至少有一对元素不属于 *

aB ，设为
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  ，则

显然有 *#
1 00 ajj Biyaz  ， *#

2 00 ajj Biyaz  且 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，

    0
001  jj iyafzf ，     0

00 2  jj iyafzf 。 

定义 2 设整数 n 2 ， Ra ， 




2

1 * n
K ，集合 

 *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja   

是 n 次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的根集，并且不存在 *#
aB ，使

*#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ， *#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根集，则称

*
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根全集，且称其所有元素 jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的全部根。 

性质 5 设 Ra ，则 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根全集的充

要条件是： *
aB 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的全部根组成的集合。 

证明 由定义 2 即得。】 

性质 6 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根全

集，若
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，则 

*
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  。 

证 明  用 反 证 法 。 假 设 且 不 成 立 ， 那 么

或 *
2 00 ajj Biyaz  ，由性质 1 则 *

1 00 ajj Biyaz  且 *
2 00 ajj Biyaz  。

由于
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，于是 

1) 0
0
jy 时，不妨设

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，

则 11 l ， 12 l ，记  21,min lll  ，则 1l 。令 *#
aB 包含 *

aB 的一切元素，
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  都是 *#
aB 的 l 重元素，于是找到根集合 *#

aB ，使 *#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ， *#
aB 也

是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根集合。但这与 *
aB 是根全集矛盾。 

*
1 00 ajj Biyaz  *

2 00 ajj Biyaz 

*
1 00 ajj Biyaz 
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2) 0
0
jy 时， az j 10 ， az j 20 是   0zf 的一对实根，

*
10 aj Baz  且

*
20 aj Baz  。

不妨设 az j 10 ( az j 20 )是   0zf 的 l 重根，则 2l ，于是 l 为偶数时，记 ll * ； l 为

奇数时，记 1*  ll 。令 *#
aB 包含 *

aB 的一切元素， az j 10 ( az j 20 )是 *#
aB 的 *l 重元素，

其中 *l 为 2 的偶数， az j 10 和 az j 20 是 *#
aB 的一对元素，于是找到根集合 *#

aB ，使

*#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ， *#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根集合。但

这与 *
aB 是根全集矛盾。 

因此， *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 
0 ， *

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根集，

若 001 jj iyaz  ， 00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根， 且 ，

则 *
aB 还不是根全集。 

证明 由性质 6 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根全

集，若 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  不是   0zf

的一对复根。 

证明 由性质 6 即得。】 

性质 7 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称

的二个根集，其中 *
aB 为根全集，则 **#

aa BB  。 

证明 用反证法：假如 **#
aa BB  ，由性质 3 推论 2，则 *#

aB 至少有一对元素不属于 *
aB ，

设为
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  ，其中 Cy j 
0

，由性质 4，则有 *#
1 00 ajj Biyaz  ，

*#
2 00 ajj Biyaz  且 *

1 00 ajj Biyaz  ， *
2 00 ajj Biyaz  ，     0

001  jj iyafzf ，

    0
00 2  jj iyafzf 。特别当 0

0
jy 时，由于 *#

10 aj Baz  ， *#
20 aj Baz  ，故 a 是

  0zf 的 2 重以上根，于是
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，由性

质 6 推论 1，则 *
aB 还不是根全集，矛盾。所以 **#

aa BB  。】 

推论 设 Ra ，若 *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的二个根

全集，则 *#*
aa BB  。 

证明 由性质 7 即得。】 

*
1 00 ajj Biyaz  *

2 00 ajj Biyaz 
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定理 1 设整数 n 2 ， Ra ， 




2

1 * n
K ，集合 

 *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja   

是由    02*
*  azF

m
在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合，则 *

aB 是 n次方程   0zf

在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根全集。 

证明 由题意根据§3 定理 2 和定理 3，则   0aM ，       2**
* azFzgzf

m
 ，故 *

aB

的所有元素 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是   0zf 在 z 平面上的 *K 对根。 

假设  *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是

  0zf 的一对复根，其中 

1) 0
0
jy 时，不妨设

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则

11 l ， 12 l 。记  21,min lll  ，则 1l ，由§3 定理 8 推论 1，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz 

是    02*
*  azF

m
在 z 平面上的一对 l 重根，于是

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  都是 *

aB 的

l 重元素，因而
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a

成对严格对称要求的一对 l 重元素。 

2) 0
0
jy 时， az j 10 ， az j 20 是   0zf 的一对实根，

*
10 aj Baz  ，

*
20 aj Baz  。

不妨设 az j 10 ( az j 20 )是   0zf 的 l 重根，则 2l ，于是 l 为偶数时，记 ll * ； l 为

奇数时，记 1*  ll ，由§3 定理 9 推论 3，则 az j 10 ( az j 20 )是    02*
*  azF

m 的 *l 重

根，于是 az j 10 ( az j 20 )是 *
aB 的 *l 重元素，其中 *l 为 2 的偶数， az j 10 和 az j 20 是

*
aB 的一对元素，因而 az j 10 ， az j 20 是 *

aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a成

对严格对称要求的一对元素。 

因此， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根集合。再证 *

aB 是根全集，

用反证法：假设 *
aB 还不是根全集，那么一定存在 *#

aB ，使 *#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ， *#
aB 也

是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根集，由性质 3 推论 3，则 *#
aB 至少有一

对元素不属于 *
aB ，设为

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  ，其中 Cy j 

0
，由性质 4，则有

*#
1 00 ajj Biyaz  ， *#

2 00 ajj Biyaz  且 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，

    0
001  jj iyafzf ，     0

00 2  jj iyafzf 。特别当 0
0
jy 时，由于 *#

10 aj Baz  ，
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*#
20 aj Baz  ，则 a是   0zf 的 2 重以上根，故

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  是   0zf 的

一对复根，由§3 定理 6 则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是    02*
*  azF

m
的一对复根，

*
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，矛盾。所以， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成

对严格对称的根全集。】 

推论 1 设 Ra ，则 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根全集的充

要条件是：   0aM ， *
aB 是由    02*

*  azF
m

在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合。 

证明 由定理 1 和性质 7 推论即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 *
aB 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的全部根组

成的集合的充要条件是：   0aM ， *
aB 是由    02*

*  azF
m

在 z 平面上的所有根(含重

根)组成的集合。 

证明 由推论 1 和性质 5 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy j 
0

， lll ,, 21 均为非负整数， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a

成对严格对称的根全集，于是 0
0
jy 时，若

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  分别是   0zf

的 1l 重和 2l 重根，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的一对 l 重元素的充要条件是：

 21,min lll  。其中 Ry j 
0

时，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 在 z 平面直线

ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是：
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的一对 l 重

元素。 

证明 由题意根据推论 1，则   0aM ， *
aB 是由    02*

*  azF
m

在 z 平面上的所有

根(含重根)组成的集合，于是 0
0
jy 时，

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  是    02*

*  azF
m

的一对 l 重根的充要条件是：
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的一对 l 重元素。再由题

意根据§3 定理 8 推论 1 即得。其中 Ry j 
0

时，
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是

   02*
*  azF

m
在 z 平面直线 ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是：

001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的一对 l 重元素。再由§3 定理 8 推论 2 即得。】 

推论 4 设 Ra ， l 为非负整数， *l 为 0 的偶数， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点

a成对严格对称的根全集，于是 1)若 a是   0zf 的 l 重根，且 l 为 0 偶数时，记 ll * ；

l 为奇数时，记 1*  ll ，则 az j 10
( az j 20

)是 *
aB 的 *l 重元素；2) 若 az j 10

( az j 20
)

是 *
aB 的 *l 重元素，则 a是   0zf 的 *l 重或者 1* l 重根。 
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证明 由题意根据推论 1，则   0aM ， *
aB 是由    02*

*  azF
m

在 z 平面上的所有

根(含重根)组成的集合，故 az j 10
( az j 20

)是    02*
*  azF

m
的 *l 重根的充要条件是：

az j 10
( az j 20

)是 *
aB 的 *l 重元素。于是 

1)由§3 定理 9 即知命题成立；2)由§3 定理 9 推论 1 即知命题成立。】 

引理 设 Ra ， Cy j  ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是   0zf 在 z 平

面上关于点 a 成对严格对称的全部根的充要条件是： jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

 *,,2,1 Kj  是    02*
*  azF

m
在 z 平面上的所有根(含重根)。 

证明 令  *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja  ，由定理 1 推论 2 即得。】 

定理 2 设整数 n 2 ， Ra ， Cy j  ， 




2

1 * n
K ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

 *,,2,1 Kj  是 n次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的全部根的充要条

件是： 2
jy  *,,2,1 Kj  是方程   a*4 的所有复根(含重根)。 

证明 由引理和§3 定理 1 推论 1 即得。】 

推论 设 Ra ，   0aM ，则   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根的对

数等于   a*4 关于 2y 的次数。 

证明 由定理 2 即得。】 
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§5 在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的非 a 根全集 

定义 1 设整数 n 2 ， Ra ，   0aM ， Cy j  且 0jy ， 





2
1

n
k ，而 jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2  kj ,,2,1  是 n次方程   0zf 在 z 平面上的 k对非a根，则   0aQ ，记 

 kjyCyiyaziyazB jjjjjj ,,2,1,0|, 21
*
@  且  

假设 *
@1 00

Biyaz jj  且 *
@2 00

Biyaz jj  ，若
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  分别

是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，记  21,min lll  ，则
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  都是 *
@B 的

l 重元素，那么就称
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
@B 的符合   0zf 的根在 z 平面上关

于点 a成对严格对称要求的一对 l 重元素。 

满足上述条件就称 *
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的一个非 a根

集，且称其所有元素 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于

点 a成对严格对称的 k对非 a根。 

还可给出较为简洁的定义 

定义 2 设整数 n 2 ， Ra ，   0aM ， Cy j  且 0jy ， 





2
1

n
k ，而 jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2  kj ,,2,1  是 n次方程   0zf 在 z 平面上的 k对非 a根，记 

 kjyCyiyaziyazB jjjjjj ,,2,1,0|, 21
*
@  且  

若 *
@B 是   0zf 在 z 平面上关于 a点成对严格对称的根集，则称 *

@B 是   0zf 在 z 平面

上关于点 a成对严格对称的一个非 a根集，其余部分与定义 1 相同。 

以上两个定义是等价的，两者并存是为方便与§4 定义 1 以及第三章§5 定义 1 作比

较，省略对本节性质和定理 1 及其推论的证明。与§4 比较，本节定义多了限制条件

“ 0jy ”，由此将   0zf 的实根 a (假如有的话)排除在集合 *
@B 之外。 

在 z 平面上关于点 a成对严格对称的非 a根集合 *
@B 的性质 

性质 1 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， *

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对

称的非 a根集，则 *
@1 00

Biyaz jj  的充要条件是： *
@2 00

Biyaz jj  。 

性质 2 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ，l 为非负整数， *

@B 是   0zf 在 z 平面上关于
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点 a 成对严格对称的非 a 根集，则
001 jj iyaz  是 *

@B 的 l 重元素的充要条件是：

00 2 jj iyaz  是 *
@B 的 l 重元素。 

性质 3 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， *

@B 和 *#
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点a成对

严格对称的二个非 a根集， *
@1 00

Biyaz jj  ， *
@2 00

Biyaz jj  且 *#
@1 00

Biyaz jj  ，

*#
@2 00

Biyaz jj  ，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
@B 的一对 l 重元素的充要条件是：

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  是 *#

@B 的一对 l 重元素。 

推论 1 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， *

@B 和 *#
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点a成对

严格对称的二个非 a根集， *
@1 00

Biyaz jj  ， *
@2 00

Biyaz jj  ，且 *#
@

*
@ BB  ，若

001 jj iyaz  ，
002 jj iyaz  是 *

@B 的一对 l 重元素，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  也是 *#
@B

的一对 l 重元素，即由   *
@100

Blziya jj  ，   *
@200

Blziya jj     *#
@100

Blziya jj  ，

  *#
@200

Blziya jj  。 

推论 2 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， *

@B 和 *#
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点a成对

严格对称的二个非 a根集，若 *#
@B 的任何一对元素都属于 *

@B ，即由 *#
@1 00

Biyaz jj 

且 *#
@2 00

Biyaz jj   *
@1 00

Biyaz jj  ， *
@2 00

Biyaz jj  ，则 *
@

*#
@ BB  。 

推论 3 设 Ra ， *
@B 和 *#

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的二个非a

根集，若 *#
@

*
@ BB  且 *#

@
*
@ BB  ，则 *#

@B 至少有一对元素不属于 *
@B 。 

性质 4 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， *

@B 和 *#
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点a成对

严格对称的二个非 a根集，若 *#
@B 至少有一对元素不属于 *

@B ，设为
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  ，则 有 *#
@1 00

Biyaz jj  ， *#
@2 00

Biyaz jj  且 *
@1 00

Biyaz jj  ，

*
@2 00

Biyaz jj  ，     0
001  jj iyafzf ，     0

00 2  jj iyafzf 。 

定义 3 设整数 n 2 ， Ra ， 





2
1

n
k ，集合 

 kjyCyiyaziyazB jjjjjj ,,2,1,0|, 21
*
@  且  

是 n次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的非 a根集，且不存在 *#
@B ，使
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*#
@

*
@ BB  且 *#

@
*
@ BB  ， *#

@B 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的非 a根集，

则称 *
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的非 a根全集，且称其所有元素

jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的

全部非 a根。 

本节定义 1 与第三章§5 定义 1 是等价的，两者非 a根全集的定义也是如此，于是

添加的“成对”两个字可以去掉，例如： 

  0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的非 a根全集事实上就是   0zf 在 z 平

面上关于点 a严格对称的非 a根全集，因此   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的

全部非 a根即为   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的全部非 a根。 

至于为何选用不同的集合符号和名称，则是为了本章节的需要。 

性质 5 设 Ra ，则 *
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的非 a根全集

的充要条件是： *
@B 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的全部非 a根组成的

集合。 

性质 6 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， *

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对

称的非 a 根全集，若
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，则

*
@1 00

Biyaz jj  且 *
@2 00

Biyaz jj  。 

推论 1 设 Ra ， Cy j 
0 且 0

0
jy ，

*
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对

称的非 a根集，若 001 jj iyaz  ， 00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，
*
@1 00

Biyaz jj 

且
*
@2 00

Biyaz jj  ，则
*
@B 还不是非 a根全集。 

推论 2 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， *

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对

称的非 a 根全集，若 *
@1 00

Biyaz jj  且 *
@2 00

Biyaz jj  ，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  不是   0zf 的一对复根。 

性质 7 设 Ra ， *
@B 和 *#

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的二个非

a根集，其中 *
@B 为非 a根全集，则 *

@
*#
@ BB  。 

推论 设 Ra ，若 *
@B 和 *#

@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的二个非

a根全集，则 *
@B  *#

@B 。 
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定理 1 设整数 n 2 ， Ra ， 





2
1

n
k ，集合 

 kjyCyiyaziyazB jjjjjj ,,2,1,0|, 21
*
@  且  

是由    02*
*  azF

m
在 z 平面上所有非 a根(含重根)组成的集合，则 *

@B 是 n次方程

  0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的非 a根全集。 

以下推论为叙述简便，说 *
@B 是由    02*

*  azF
m

在 z 平面上所有非 a根组成的集

合时，默认    02*
*  azF

m
在 z 平面上非 a根(含重根)的对数 1k 。 

推论 1 设 Ra  ，则 *
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的非 a根全集

的充要条件是：   0aM ， *
@B 是由    02*

*  azF
m

在 z 平面上所有非 a根(含重根)组成

的集合。 

推论 2 设 Ra ，则 *
@B 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的全部非a

根组成的集合的充要条件是：   0aM ， *
@B 是由    02*

*  azF
m

在 z 平面上所有非 a根

(含重根)组成的集合。 

推论 3 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， lll ,, 21 均为非负整数， *

@B 是   0zf 在 z 平面

上关于点 a成对严格对称的非 a根全集，若
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  分别是   0zf

的 1l 重和 2l 重根，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
@B 的一对 l 重元素的充要条件是：

 21,min lll  。其中 Ry j 
0

时，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 在 z 平面直线

ax  上的一对 l 重共轭根的充要条件是：
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
@B 的一对 l 重

元素。 

引理 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是   0zf

在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的全部非 a 根的充要条件是： jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2  kj ,,2,1  是    02*
*  azF

m
在 z 平面上的所有非 a根(含重根)。 

证明 令  kjyCyiyaziyazB jjjjjj ,,2,1,0|, 21
*
@  且 ，由定理 1 推论 2

即得。】 

定理 2 设整数 n 2 ， Ra ， Cy j  且 0jy ， 




2

1
n

k ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2
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 kj ,,2,1  是 n次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的全部非 a根的充要

条件是： 2
jy  kj ,,2,1  是方程   a*4 的所有非0复根(含重根)。 

证明 由引理和§3 定理 1 推论 6 即得。】 

推论 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，则 2
jy  kj ,,2,1  是方程   a*4 的所有非0复根(含

重根)的充要条件是： jy ， jy  kj ,,2,1  是方程  a4 的所有非0复根(含重根)。 

证明   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的全部非 a根即为   0zf 在 z 平面

上关于点 a严格对称的全部非 a根，于是由定理 2 和第三章§5 定理 2 即得。】 

根据推论，本文用 k既表示  a4 所有非0复根的对数，也表示   a*4 所有非0复根的

个数，还统一用 k表示   0 azFm 和    02*
*  azF

m
在 z 平面上所有非 a根的对数。 

设 Ra ，   0aM ，则   a*3 内  2*
* yf

m
关于 2y 的次数 1* K ，将  2*

* yf
m

写成规范

形式 

      ]11[ ****

*

*
2

1
122

1
2

0
2*

km
k

km
kk

m
k

m
l

m
ayayayayyf  

 
          

  a*4  

其关于 2y 的次数 k
l

K 
2

*
* 1 ，其中 k 为非负整数， *l 为 0 的偶数，但 k和 *l 不能

同时为零， 0
0* 

m
a ， 0* 

km
a ，且

kmkmmm
aaaa **** ,,,,

110  均为实数。于是   a*4 复根和

非0复根的个数分别为 *K 和 k，0是   a*4 的
2

*l
重实根，由§4 和§5 定理 2，则   0zf 在

z 平面上关于点a成对严格对称的根和非 a根的对数分别为 *K 和 k， az  是   0zf 的

*l 重或者 1* l 重根，且 k
l

K 
2

*
* 。 

假设 az  是   0zf 的 l 重根( 0l )，则   a*4 中的 *l 满足：1) l 为 0 的偶数时，

ll * ；2) l 为奇数时， 1*  ll 。 

根全集 *
aB 与非 a根全集 *

@B 的关系性质 

设  zf 的次数 2 ， Ra ， *K 为正整数， l 为非负整数，   0zf 在 z 平面上关于

点 a成对严格对称的根全集 *
aB 和非 a根全集 *

@B 的元素对数分别为 *K 和 k， az  是

  0zf 的 l 重根，且 l 为 0 的偶数时，记 ll * ； l 为奇数时，记 1*  ll ，则

 *
@

*

*

,,, BaaaB

l

a   ， klK 22 **  ，其中 *l 为 0 的偶数。 
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证明 根据§4 和§5 定理 1 推论 1，则   0aM ， *
aB 和 *

@B 分别是由    02*
*  azF

m
在

z 平面上的所有根(含重根)和所有非 a根(含重根)组成的集合；根据§3 定理 9，则 az  是

   02*
*  azF

m
的 *l 重根， *l 为 0 的偶数。由    02*

*  azF
m

在 z 平面上的所有根(含

重根 )组成的集合是由所有 a 根和所有非 a 根组成，其中所有 a 根组成的根就是

  
*

,,,

l

aaa ，于是  *
@

*

*

,,, BaaaB

l

a   。 

由于是两个允许有重元有限集合的并运算，因此并集 *
aB 的元素个数就等于这两个

集合的元素个数之和，即 klK 22 **  ，其中 *l 为 0 的偶数。】 

定理 3 设 Ra ，   0aQ ，   0aM ，若 @B 是由   0 azFm 在 z 平面上所有非a

根(含重根)组成的集合， *
@B 是由    02*

*  azF
m

在 z 平面上所有非 a根(含重根)组成的

集合，则 *
@@ BB  ，于是   0 azFm 在 z 平面上所有非 a根(含重根)就是    02*

*  azF
m

在 z 平面上所有非 a根(含重根)。 

证明 根据第三章§5 和本节定理 1 推论 1，则 @B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严

格对称的非 a根全集； *
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a (成对)严格对称的非a根全集，

由第三章§5 性质 7 推论，则 *
@@ BB  ，于是命题成立。】 

推论  设 Ra ， Cyj  且 0jy ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是

  0 azFm 在 z 平面上所有非 a根(含重根)的充要条件是： jj iyaz 1 ，
 

 kj ,,2,1  是    02*
* azF

m
在 z 平面上所有非 a根(含重根)。 

证明 由定理 3 即得。】 

定理 4 设 Ra ， l 为非负整数，   0aQ ，   0aM ， aB 是由   0 azFm 在 z 平

面上的所有根(含重根)组成的集合， *
aB 是由    02*

*  azF
m

在 z 平面上的所有根(含重根)

组成的集合， az  是   0zf 的 l 重根，则 1) l 为 0 的偶数时，有 *
aa BB  ；2) l 为奇数

时，有   *
aa BaB  。 

证明 根据第三章§4 定理 1 推论 1，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称

的根全集，由根全集 aB 与非 a根全集 @B 的关系性质，则  @,,, BaaaB
l

a   ，其中 @B

jj iyaz 2
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是由   0 azFm 在 z 平面上所有非 a根(含重根)组成的集合。 

根据本章§4 定理 1 推论 1，则 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的根

全集，由根全集 *
aB 与非 a根全集 *

@B 的关系性质，则  *
@

*

*

,,, BaaaB

l

a   ，其中 *
@B 是

由    02*
*  azF

m
在 z 平面上所有非 a根(含重根)组成的集合，且 l 为 0 的偶数时，

ll * ； l 为奇数时， 1*  ll 。 

根据定理 3，则 *
@@ BB  ，1) l 为 0 的偶数时， ll * ，故 *

aa BB  ；2) l 为奇数时，

1*  ll ，故   *
aa BaB  。】 

定理 5 设 Ra ，   0aM ， l 为非负整数， az  是   0zf 的 l 重根，则   a*4 关

于 2y 的次数 1* K ， a4 的次数 2K ，   0aQ ，于是 1) l 为 0 的偶数时，有 *2KK  ，

    2*
* azcFazF

mm  ，    2*
* ycfyf

mm  ，其中 c 为非 0实常数；2) l 为奇数时，有

12 *  KK ，       2*
* azFazcazF

mm  ，    2*
* ycyfyf

mm  ，其中 c为非 0实常数。 

证明 由 Ra ，   0aM ，根据§2 定理 2 推论，则   a*4 关于 2y 的次数 1* K ，  a*4

至少有一个根，设它为 2
0y ，由§2 定理 6，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 的一对

复根，再由第三章§2 定理 6，则 0y ， 0y 是  a4 的一对复根，故  a4 的次数 2K ，   0aQ 。

而        2*22*2*
*

*

** yfiiyFazF
m

K
mm

 ，   2*
* azF

m
 关于 z 的次数为 *2K ，不妨设 *

aB 是

由    02*
*  azF

m
在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合，则 *

aB 的元素个数为 *2K ；

     yfiiyFazF m
K

mm  ，  azFm  关于 z 的次数为 K ，不妨设 aB 是由   0 azFm 在

z 平面上的所有根(含重根)组成的集合，则 aB 的元素个数为 K 。 az  是   0zf 的 l 重

根，根据定理 4则 1)l为 0 的偶数时，有 *
aa BB  ，于是 *2KK  ，     2*

* azcFazF
mm  ，

   2*
* ycfyf

mm  ，其中 c为非0实常数；2) l 为奇数时，有   *
aa BaB  ，于是 12 *  KK ，

      2*
* azFazcazF

mm  ，    2*
* ycyfyf

mm  ，其中 c非0实常数。】 

定理 6 设 Ra ，   0aM ， Ry j  且 0jy ，则 1) 2
jy (  1,,2,1 kj  )是   a*4 的所

有正实根(含重根)的充要条件是： jy ， jy  )1(,,2,1 kj  是  a4 的所有非0实根(含重根)；

2) jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  )1(,,2,1 kj  是    02*
*  azF

m
在 z 平面直线 ax  上的所有
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共轭根(含重根)的充要条件是： jj iyaz 1 ， jj iyaz 2
  1,,2,1 kj  是   0 azFm 在

z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)。 

证明 不妨设 az  是   0zf 的 l 重根( l 0 )，根据定理 5，则 l 为 0 的偶数时，有

    2*
* azcFazF

mm  ，    2*
* ycfyf

mm  ；l 为奇数时，有       2*
* azFazcazF

mm  ，

   2*
* ycyfyf

mm  ，其中 c为非0实常数。于是无论 l 是奇数还是 0 的偶数，命题 1)和

2)均成立。】 

定理 7 设 Ra ， Ry j  且 0jy ，则 1) jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 (  1,,2,1 kj  )

是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)的充要条件是： 2
jy (  1,,2,1 kj  )

是   a*4 的所有正实根(含重根)。2) ， (  1,,2,1 kj  )是

在 平面直线 上的所有共轭根(含重根)的充要条件是： jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

(  1,,2,1 kj  )是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)。
 

证明 由题设则   0aM ，于是根据定理 6，1)和 2)可分别再由第三章§3 的定理 13

和定理 11 推论 2 即得。】 

  a*3 内  2*
* yf

m
还可写成标准式 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0

2* *

** k
k

k
kkkl

mm
yyyyayf   

 
              

  a*4  

其关于 2y 的次数 k
l

K 
2

*
* 1 ，其中 k 为非负整数， *l 为 0 的偶数，但 k和 *l 不能

同时为零， 0
0* 

m
a ， 0k ，且 km

a  ,,,, 210*  均为实数，当 0k 时， 10  k 。 

由        2*22*2*
*

*

** yfiiyFazF
m

K
mm

  2*2
*

*

yfi
m

kl  ，于是 

           ][ 2
1

22
1

2
0

2* *

** kk
kkl

mm
azazazazaazF   

   

若 k为正整数，可进一步细化，令 

    k
k

k
kkk yyyyp  11)( 2

1
122

1
22  

  ，则 

   2
0

2* *

** ypyayf l
mm

  

该  2yp 为点 a的  2yp ，将   02 yp 视为关于 2y 的 k 次方程，由于 0k ， 0不是

  02 yp 的根。设 Cy j  且 0jy ，若 2
jy  kj ,,2,1  是   02 yp 的所有复根，则它们

jj iyaz 1 jj iyaz 2    02*
* azF

m

z ax 



整式代数方程统一解法原理 

 

 
252 

就是   a*4 所有非0复根。也可将 视为关于 的 次方程，设 且 ，

若 ， 是 的所有复根，则它们是 所有非0复根。 

可见该  2yp 与 中的  2yp 事实上是同一个多项式。 

再令     222 ypiiyP k ，由 iyaz  ，则    2azP     222 ypiiyP k ，于是 

         kk
kk azazazazP   
 2

1
22

1
22  ，则 

       2
0

2* *

** azPazaazF l
mm

  

  2azP  是  2az  的实系数 k次多项式，也是 z 的实系数 k2 次多项式。 

该   2azP  与 中的 事实上是同一个多项

式。 

由于 0k ， az 0 不是    02  azP 的根，于是    02  azP 在 z 平面上的 k2 个

根均不等于 a，        2
0

2* *

** azPazaazF l
mm

 ，所以    02  azP 在 z 平面上的 k2

个根就是    02*
*  azF

m
在 z 平面上所有非 a根。于是有 

定理 8 设 Ra ， Cyj  且 0jy ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是

   02 azP 在 z 平面上的所有根(含重根)的充要条件是： jj iyaz 1 ，

 kj ,,2,1  是    02*
*  azF

m
在 z 平面上所有非 a根(含重根)。 

推论 1 设 Ra ，则 *
@B 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的非 a根全集

的充要条件是：   0aM ， *
@B 是由    02  azP 在 z 平面上的所有根(含重根)组成的

集合。 

证明 由定理 8 和定理 1 推论 1 即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 *
@B 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的全部非a

根组成的集合的充要条件是：   0aM ， *
@B 是由    02 azP 在 z 平面上的所有根(含

重根)组成的集合。 

证明 由定理 8 和定理 1 推论 2 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cyj  且 0jy ，若 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是

   02  azP 在 z 平面上的所有根 ( 含重根 ) ，则它们既是    02*
*  azF

m
也是

  02 yp y k2 Cy j  0jy

jy jy  kj ,,2,1    02 yp  a4

   2
0 ypyayf l

mm 

      2
0 azPazaazF l

mm    2azP 

jj iyaz 2
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  0 azFm 在 z 平面上所有非 a根(含重根)。 

证明 由定理 8 和定理 3 推论即得。】 

例 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，则 

1) jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对

称的全部非 a根的充要条件是： jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是    02  azP 在

z 平面上的所有根(含重根)； 

2) jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  kj ,,2,1  是    02  azP 在 z 平面上的所有根(含重

根)的充要条件是： 2
jy  kj ,,2,1  是   a*4 的所有非0复根(含重根)。 

证明 1)由定理 8 推论 2 即得，2)由 1)根据定理 2 即得】 

定理 9 设 Ra ， Ry j  且 0jy ，若 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  )1(,,2,1 kj  是

   02  azP 在 z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)，则它们既是   0 azFm 也

是    02*
*  azF

m
还是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有共轭根(含重根)。 

证明 由题设则   0aM ，根据定理 6 和第三章§5 定理 4 即得。】 

   02  azP 根的性质  与    02*
*  azF

m
根的性质相同。 

性质 1 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  是    02  azP 的根，则 02 iyaz  也是

   02  azP 的根。 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  是    02  azP 的根的充要条件是：

02 iyaz  是    02  azP 的根。 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

    2
1 | azPzz  的充要条件是：     2

2 | azPzz  。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

    2
1 | azPzz l  的充要条件是：     2

2 | azPzz l  。 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 01 iyaz  是    02  azP 的 l 重根的

充要条件是： 02 iyaz  是    02  azP 的 l 重根。 

推论 5 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ， l 为非负整数，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

   02  azP 一对 l 重根的充要条件是：     22
0

2 | iyPyy
l

 ，但   12
0

2 


l
yy 不能整除
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  2iyP 。 

性质 2 设 Ra ， Cy 0 ， 02 iyaz  ，若 01 iyaz  是    02  azP 的根，则

02 yiaz  也是    02  azP 的根。 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ， 02 iyaz  ，则 01 iyaz  是    02  azP 的根的充要条

件是： 02 yiaz  是    02  azP 的根。 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

    2
1 | azPzz  的充要条件是：     2

2 | azPzz  。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， 01 iyaz  ， 02 iyaz  ，则 

    2
1 | azPzz l  的充要条件是：     2

2 | azPzz
l

 。 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l 为非负整数， 02 iyaz  ，则 01 iyaz  是    02  azP

的 l 重根的充要条件是： 02 yiaz  是    02  azP 的 l 重根。 

再令   22 yazs  ，则   kk
kk ssssP   


1
1

1  ，其中 0k ， k ,, 21

均为实数，   00  kP  ，实系数 k次多项式  sP 称为点a的  sP 。 

定理 10 设 Ra ，点 a的  sP 次数 1k ， Cs j  且 0js ， jl 为正整数，若 js 是

  0sP 的 jl 重根，则 jj siaz 1 ， jj siaz 2 是    02  azP 的一对 jl 重根，

其中 1)若 js 是   0sP 的 jl 重负实根，则 jj siaz 1 ， jj siaz 2 是    02  azP

在 z 平面直线 ax  上的一对 jl 重共轭根；2)若 js 是   0sP 的 jl 重的正实根，则

jj saz 1 ， jj saz 2 是    02  azP 在 z 平面实轴上的一对 jl 重实根。 

证明 若 js 是   0sP 的 jl 重根，则    sPss jl
j | ，但   1 jl

jss 不能整除  sP 。又

 2azs  ，于是      22 | azPsaz
jl

j  ，但    12 
 jl

jsaz 不能整除   2azP  。 

由于      2121
2

21 jjjjjj zzzzzzzzzz      jj sazsaazz  222 2 ，从而

      2
21 | azPzzzz jl

jj  ，故     2
1 | azPzz jl
j  ，     2

2 | azPzz jl
j  。 

但   1
1

 jl
jzz 和   1

2
 jl

jzz 都不能整除   2azP  。否则，假如     21
1 | azPzz jl
j  

或     21
2 | azPzz jl

j   ，由    02  azP 根的性质 1 推论 3，则     21
1 | azPzz jl
j   且
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    21
2 | azPzz jl

j   ， 由 于 0js ， 21 jj zz  ， 则      1, 1
2

1
1   jj l

j
l

j zzzz ，

      21
21 | azPzzzz jl

jj   ，于是      212 | azPsaz
jl

j 


，矛盾。 

所以， jj siaz 1 ， jj siaz 2 是    02  azP 的一对 jl 重根，于是 1)令

0js 即得；2)令 0js ，则 jj siaz 1 jsa  ， jj siaz 2 jsa  ，再按

书写习惯调整即得。】 

推论 1 设 Ra ，点 a的  sP 次数 1k ， Cs j  且 0js ， jl 为正整数，若 js 是

  0sP 的 jl 重 根 ， 则 jj siaz 1 ， jj siaz 2 既 是   0 azFm 也 是

   02*
*  azF

m
的一对 jl 重根，其中 1)若 js 是   0sP 的 jl 重负实根，则 jj siaz 1 ，

jj siaz 2 既是   0 azFm 也是    02*
*  azF

m
在 z 平面直线 ax  上的一对 jl 重共

轭根；2)若 js 是   0sP 的 jl 重的正实根，则 jj saz 1 ， jj saz 2 既是   0 azFm

也是    02*
* azF

m
在 z 平面实轴上的一对 jl 重实根。 

证明 由       2
0 azPazaazF l

mm  和        2
0

2* *

** azPazaazF l
mm

 ，根据

定理 10 即得。】 

推论 2 设 Ra ，点a的  sP 次数 1k ， jl 为正整数，若 js 是   0sP 的 jl 重负实根，

则 jj siaz 1 ， jj siaz 2 是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对 jl 重共轭根。 

证明 由题设，则   0aQ ，   0aM ，再根据推论 1 和第三章§3 定理 10 推论 2

或第五章§3 定理 8 推论 2 即得。】  
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§6 在 z 平面上关于点 a 成对单层对称的根全集 

定义 1 设整数 n 2 ， Ra ，   0aM ， Cy j  ， 





2
1 * n

K ； jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是 n次方程   0zf 在 z 平面上的 *K 对各不相同的成对根，

记 

 *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja   

则称 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的一个根集，且称其所有元素

， jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是   0zf 在 z 平面上关于点 a对称的 *K 对各不

相同的成对根。 

若 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根集，对 *

1 00 ajj Biyaz 

且 *
2 00 ajj Biyaz  ，则

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，其中 1)

0
0
jy 时，

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  都是 *

aB 的单元素，则称
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a成对单层对称要求的一对单

元素。2) 0
0
jy 时， az j 10

( az j 20
)是 *

aB 的 2重元素， az j 10
和 az j 20

是 *
aB 的一对

元素，则称 az j 10
， az j 20

是 *
aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a成对单层对

称要求的一对元素。 

0
0
jy 时，由于 *

10 aj Baz  ， *
20 aj Baz  ，则 az j 10

和 az j 20
是 *

aB 的两个相同

的元素。如果 az j 10
是 *

aB 的 2重元素，那么 az j 20
也是 *

aB 的 2 重元素，为便于统一

叙述还可以说 az j 10
， az j 20

都是 *
aB 的 2重元素，并理解为 az j 10

( az j 20
)是 *

aB 的

2重元素，记作   *
1 2

0 aj Bza  (   *
2 2

0 aj Bza  )。 

例 设 Ra ， Cyj 0
， *

aB 和 *#
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的二个

根 集 ， 假 设 对  *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ， 满 足 ： 1) 0
0
jy 时 ，

  *
1 1

00 ajj Bziya  ，   *
2 1

00 ajj Bziya     *#
1 1

00 ajj Bziya  ，   *#
2 1

00 ajj Bziya  ；

2) 0
0
jy 时，   *

1 2
0 aj Bza  (   *

2 2
0 aj Bza     *#

1 2
0 aj Bza  (   *#

2 2
0 aj Bza  )，则 *

aB

jj iyaz 1
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是 *#
aB 的子集，即 *#*

aa BB  。当且仅当 *#*
aa BB  且 **#

aa BB  时， *#*
aa BB  。当且仅当

*#*
aa BB  且 *#*

aa BB  时， *
aB 是 *#

aB 的真子集。 

元素与集合的关系性质 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点

a成对单层对称的二个根集，若 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，且 *#*
aa BB  ，

则 *#
1 00 ajj Biyaz  ， *#

2 00 ajj Biyaz  。 

在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根集合 *
aB 的性质 

性质 1 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根集，

则 *
1 00 ajj Biyaz  的充要条件是： *

2 00 ajj Biyaz  。 

证明 由定义 1 即得。】 

性质 2 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根集，

则 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  的充要条件是：1) 0
0
jy 时，

001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的一对单元素，即   *

1 1
00 ajj Bziya  ，   *

2 1
00 ajj Bziya  ；2)

0
0
jy 时， az j 10

( az j 20
)是 *

aB 的 2重元素，即   *
1 2

0 aj Bza  (   *
2 2

0 aj Bza  )。 

证明 由定义即得。】 

性质 3 设 Ra ， Cyj 0
， *

aB 和 *#
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的

二个根集， *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  且 *#
1 00 ajj Biyaz  ， *#

2 00 ajj Biyaz  ，

则 1) 0
0
jy 时，

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  既是 *

aB 的一对单元素，也是 *#
aB 的一对单元

素；2) 0
0
jy 时， az j 10

( az j 20
)既是 *

aB 的 2重元素，也是 *#
aB 的 2重元素。 

证明 由性质 2 即得。】 

推论 1 设 Ra ， Cyj 0
， *

aB 和 *#
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的

二个根集，若 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，且 *#*
aa BB  ，则 1) 0

0
jy 时，

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  既是 *

aB 的一对单元素，也是 *#
aB 的一对单元素；2) 0

0
jy 时，

az j 10
( az j 20

)既是 *
aB 的 2重元素，也是 *#

aB 的 2重元素。 

证明 由 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，且 *#*
aa BB  ，则 *#

1 00 ajj Biyaz  ，
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*#
2 00 ajj Biyaz  ，再由性质 3 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cyj 0
， *

aB 和 *#
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的

二个根集， *#
aB 的任何一对元素都属于 *

aB ，即由 *#
1 00 ajj Biyaz  且

 *
1 00 ajj Biyaz  ， ，则 **#

aa BB  。 

证明 由 *#
1 00 ajj Biyaz  且 *#

2 00 ajj Biyaz   *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，

由性质 3 则 1) 0
0
jy 时，由

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  是 *#

aB 的一对单元素，能推导

出
001 jj iyaz  ，

002 jj iyaz  是 *
aB 的 一 对 单 元 素 ， 即 由   *#

1 1
00 ajj Bziya  ，

  *#
2 1

00 ajj Bziya      *
1 1

00 ajj Bziya  ，   *
2 1

00 ajj Bziya  ；2) 0
0
jy 时，由

az j 10
( az j 20

)是 *#
aB 的 2重元素，能推导出 az j 10

( az j 20
)是 *

aB 的 2重元素，即由

  *#
1 2

0 aj Bza  (   *#
2 2

0 aj Bza  )   *
1 2

0 aj Bza  (   *
2 2

0 aj Bza  )。于是有 **#
aa BB  。】 

推论 3 设 Ra ， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的二个根

集，若 *#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ，则 *#
aB 至少有一对元素不属于 *

aB 。 

证明 由题设则 **#
aa BB  ，再由推论 2 即得。】 

性质 4 设 Ra ， Cyj 0
， *

aB 和 *#
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的

二个根集，若 *#
aB 至少有一对元素不属于 *

aB ，设为
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  ，则显

然有 *#
1 00 ajj Biyaz  ， *#

2 00 ajj Biyaz  且 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，

    0
001  jj iyafzf ，     0

00 2  jj iyafzf 。 

定义 2 设整数 n 2 ， Ra ， 





2
1 * n

K ，集合 

 *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja   

是 n次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根集，并且不存在 *#
aB ，使

*#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ， *#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根集，则称

*
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根全集，且称其所有元素 jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是   0zf 在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的成对根。 

*#
2 00 ajj Biyaz 

*
2 00 ajj Biyaz 
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性质 5 设 Ra ，则 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根全集的充

要条件是： *
aB 是由   0zf 在 z 平面关于点 a对称的全部各不相同的成对根组成的集合。 

证明 由定义 2 即得。】 

性质 6 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根全

集，若
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，则 

*
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  。 

证 明 用 反 证 法 。 假 设 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  不 成 立 ， 则

*
1 00 ajj Biyaz  或 *

2 00 ajj Biyaz  ，由性质 1 则 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  。

由于
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，于是 

1) 0
0
jy 时，令 *#

aB 包含 *
aB 的一切元素，

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  都是 *#

aB 的

单元素，于是找到根集合 *#
aB ，使 *#*

aa BB  且 *#*
aa BB  ， *#

aB 也是   0zf 在 z 平面上关

于点 a成对单层对称的根集合。但这与 *
aB 是根全集矛盾。 

2) 0
0
jy 时， *

10 aj Baz  且 *
20 aj Baz  ，令 *#

aB 包含 *
aB 的一切元素， az j 10

( az j 20
)是 *#

aB 的 2 重元素， az j 10
和 az j 20

是 *#
aB 的一对元素，于是找到根集合 *#

aB ，

使 *#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ， *#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根集合。

但这与 *
aB 是根全集矛盾。 

所以， *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  。】 

推论 1 设 Ra ， Cyj 0 ，
*
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点a成对单层对称的根集，

若 001 jj iyaz  ， 00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，
*

1 00 ajj Biyaz  且
*

2 00 ajj Biyaz  ，

则
*
aB 还不是根全集。 

证明 由性质 6 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根全

集，若 *
1 00 ajj Biyaz  且 ，则

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  不是   0zf

的一对复根。 

*
2 00 ajj Biyaz 
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证明 由性质 6 即得。】 

下面性质 7 及推论的证明方法与§4 性质 7 及推论相同予以省略。 

性质 7 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称

的二个根集，其中 *
aB 为根全集，则 **#

aa BB  。 

推论 设 Ra ，若 *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的二个根

全集，则 *#*
aa BB  。 

定理 1 设整数 n 2 ， Ra ， 





2
1 * n

K ，集合 

 *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja   

是由    02*
*  azF

m
在 z 平面上以 a为中点的所有各不相同的成对根组成的集合，则 *

aB

是 n次方程   0zf 在 z 平面上关于点a成对单层对称的根全集。 

证明 由题意根据§3 定理 2 和定理 3，则   0aM ，       2**
* azFzgzf

m
 ，故 *

aB

的所有元素 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 ( *,,2,1 Kj  )是方程   0zf 在 z 平面上的 *K 对

各不相同的成对根，由定义 1，则 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根

集合。 

再证 *
aB 是根全集，用反证法：假设 *

aB 还不是根全集，那么一定存在 *#
aB ，使

*#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ， *#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根集，由性

质 3 推论 3 则 *#
aB 至少有一对元素不属于 *

aB ，设为
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  ，其中

Cy j 
0

，由性质 4 则有 *#
1 00 ajj Biyaz  ， *#

2 00 ajj Biyaz  且 *
1 00 ajj Biyaz  ，

*
2 00 ajj Biyaz  ，     0

001  jj iyafzf ，     0
00 2  jj iyafzf 。特别当 0

0
jy 时，

*#
10 aj Baz  ， *#

20 aj Baz  ，故 a 是   0zf 的 2 重以上根，于是
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，由§3 定理 6 则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是

   02*
*  azF

m
的一对复根，于是 *

1 00 ajj Biyaz  ， *
2 00 ajj Biyaz  ，矛盾。所以， *

aB

是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根全集。】 

推论 1 设 Ra ，则 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根全集的充
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要条件是：   0aM ， *
aB 是由    02*

*  azF
m

在 z 平面上以 a为中点的所有各不相同的

成对根组成的集合。 

证明 由定理 1 和性质 7 推论即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 *
aB 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的成

对根组成的集合的充要条件是：   0aM ， *
aB 是由    02*

*  azF
m

在 z 平面上以 a为中

点的所有各不相同的成对根组成的集合。 

证明 由推论 1 和性质 5 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy j 
0

，
001 jj iyaz  ， *

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单

层对称的根全集，1) 0
0
jy 时，

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根的充

要条件是：
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的一对单元素。2) 0

0
jy 时， az j 10

，

az j 20
是   0zf 的一对实根的充要条件是： az j 10

( az j 20
)是 *

aB 的 2 重元素。 

证明 由题意根据推论 1，则   0aM ， *
aB 是由 在 z 平面上以 a为中

点的所有各不相同的成对根组成的集合。于是 1) 0
0
jy 时，

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz 

是    02*
*  azF

m
的一对复根的充要条件是：

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  是 *

aB 的一对

单元素。再由§3 定理 6 推论 2 即得。2) 0
0
jy 时， az j 10

， az j 20
是    02*

*  azF
m

的一对实根的充要条件是： az j 10
( az j 20

)是 *
aB 的 2 重元素。再由§3 定理 6 推论 1

即得。】 

引理 设 Ra ， Cy j  ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  是   0zf 在 z 平

面上关于点 a对称的全部各不相同的成对根的充要条件是： jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

是    02*
*  azF

m
在 z 平面上以 a为中点的所有各不相同的成对根。 

证明 令  *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja  ，由定理 1 推论 2 即得。】 

定理 2 设整数 2n ， Ra ， Cy j  ， 





2
1 * n

K ，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

 *,,2,1 Kj  是 n次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的成对根的

充要条件是：
2
jy  *,,2,1 Kj  是方程   a*4 的所有各不相同的复根。 

   02*
*  azF

m

 *,,2,1 Kj 
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证明 由引理和§3 定理 1 推论 2 即得。】 

设整数 2n ， Ra ， Cy j  且 0jy ， 





2
1 * n

K ，l 为非负整数，n次方程   0zf

在 z 平面上关于点 a对称的各不相同的成对根的对数为 *K ，若 jj iyaz 1 ，

是    02  azP 在 z 平面上的所有各不相同的根， az  是   0zf 的 l 重根，

且 l 为 0 的偶数时，记 ll * ； l 为奇数时，记 1*  ll ，由§3 定理 9 则 az  是

   02*
*  azF

m 的 *l 重根，其中 *l 为 0 的偶数，        2
0

2* *

** azPazaazF l
mm

 。

于是 

1. 2l 时， *l 为 2 的偶数，于是 az 1 ， az 2 ， jj iyaz 1 ，

 sj ,,2,1  是    02*
*  azF

m 在 z 平面上以a为中点的所有各不相同的成对根，从而它

们也是   0zf 在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的成对根， sK 1* 。 

2. 0l 或1时， 0* l ，于是 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是    02*
*  azF

m

在 z 平面上以 a为中点的所有各不相同的成对根，从而它们也是   0zf 在 z 平面上关

于点 a对称的全部各不相同的成对根， sK * 。 

推论 设 Ra ， Cy j  且 0jy ， l 为非负整数， az  是   0zf 的 l 重根，于是

1) 2l 时， az 1 ， az 2 ， jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面

上关于点 a对称的全部各不相同的成对根的充要条件是：0， 2
jy  sj ,,2,1  是   a*4 的

所有各不相同的复根；2) 0l 或 1 时， jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是   0zf

在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的成对根的充要条件是：
2
jy  sj ,,2,1  是

  a*4 的所有各不相同的复根。 

证明 由题意根据定理 2 即得。】 

设 Ra ，   0aM ，当      1, ' zfzf 时， az  是   0zf 的0重根或者 1 重根，

由§3 定理 9 推论 2 则 az  不是    02*
*  azF

m
的根。这时，若 *

aB 是   0zf 在 z 平面上

关于点 a成对严格对称的根集，根据定义则 *
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单

层对称的根集，且 *
aBa (若 *

1 00 ajj Biyaz  ， *
2 00 ajj Biyaz  ，则 0

0
jy )，这时，

jj iyaz 2

 sj ,,2,1 

jj iyaz 2
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*
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  的充要条件是：
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB

的一对单元素，即   *
1 1

00 ajj Bziya  ，   *
2 1

00 ajj Bziya  。 

例 设 Ra ， *
aB 和 *

aB 分别是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称根集合和

成对严格对称根集合， Cy j 
0

，假如 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，满足

1) 0
0
jy 时 ，   *

1 1
00 ajj Bziya  ，   *

2 1
00 ajj Bziya     *

1 1
00 ajj Bziya  ，

  *
2 1

00 ajj Bziya  ；2) 0
0
jy 时，   *

1 2
0 aj Bza  ( )   *

1 2
0 aj Bza 

(  
0

*
2 2j aa z B   )，则 *

aB 是 *
aB 的子集，即 **

aa BB  。反过来，假如 *
1 00 ajj Biyaz 

且 *
2 00 ajj Biyaz  ，满足 1) 0

0
jy 时，   *

1 1
00 ajj Bziya  ，   *

2 1
00 ajj Bziya  

  *
1 1

00 ajj Bziya  ，   *
2 1

00 ajj Bziya  ；2) 0
0
jy 时，   *

1 2
0 aj Bza  (   *

2 2
0 aj Bza  )

   *
1 2

0 aj Bza  (   *
2 2

0 aj Bza  )，则 *
aB 是 *

aB 的子集，即 **
aa BB  。当且仅当 **

aa BB  且

**
aa BB  时， **

aa BB  ；当且仅当 **
aa BB  且 **

aa BB  时， *
aB 是 *

aB 的真子集。 

性质 设 Ra ， Cyj 0
，   0zf 在 z 平面上关于点 a成对单层对称的根集合 *

aB 和

成对严格对称的根集合 *
aB 的元素对数分别为 *K 和 *K ，1)若 **

aa BB  ，则 ** KK  ；若

**
aa BB  ，则 ** KK  ；若 **

aa BB  且 **
aa BB  ，则 ** KK  ；若 **

aa BB  ， ** KK  ，则 **
aa BB  。

2)若 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ， **
aa BB  ，则 

*
1 00 ajj Biyaz  ，

*
2 00 ajj Biyaz  。 

设 Ra ，  *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja  是   0zf 在 z 平面上

关于点 a成对单层对称的根全集，利用 *
aB 可以生成   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严

格对称的根全集 *
aB ，方法如下： 

假设  *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，于是
001 jj iyaz  ，

002 jj iyaz  是

  0zf 的一对复根。令 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  。那么 

1. 0
0
jy 时，若

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则

11 l ， 12 l 。记  21,min lll  ，则 1l ，令
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  都是 *
aB 的 l 重元

素，于是
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a成对

  *
2 2

0 aj Bza 
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严格对称要求的一对 l 重元素。 

2. 0
0
jy 时， *

10 aj Baz  ， *
20 aj Baz  ，若 az j 10

( az j 20
)是   0zf 的 l 重根，

则 2l ，l 为偶数时，记 ll * ；l 为奇数时，记 1*  ll ，则令 az j 10
( az j 20

)是 *
aB 的

*l 重元素，其中 *l 为 2 的偶数， az j 10
和 az j 20

是 *
aB 的一对元素，于是 az j 10

，

az j 20
是 *

aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a 成对严格对称要求的一对元素。 

在对 *
aB 的每一对元素都进行了上述操作之后，由此生成的 *

aB 符合 z 平面上成对严

格对称根集合的定义，因此 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的根集，下

面进一步证明它是根全集。 

定理 3 设整数 n 2 ， Ra ， 





2
1 * n

K ，集合 

 *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja   

是 n 次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对单层对称的根全集，利用 *
aB 用上述方法所

生成的 *
aB 的元素对数为 *K ， Cy j 

0
，则 1) *

1 00 ajj Biyaz  ， *
2 00 ajj Biyaz  的充

要条件是： *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ；2) *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a

成对严格对称的根全集；3) **
aa BB  ， ** KK  。 

证明 由题设，则 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的根集，而且 

1)必要性显然，证充分性。若 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，由性质 6，则 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  。

故充分性成立。 

2)用反证法：假设 *
aB 还不是根全集，那么一定存在 *#

aB ，使 *#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ，

*#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的根集，由§4 性质 3 推论 3 则 *#

aB 至

少有一对元素不属于 *
aB ，设为

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  ，其中 Cy j 

0
，由§4 性质 4

则有 *#
1 00 ajj Biyaz  ， *#

2 00 ajj Biyaz  且 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，

    0
001  jj iyafzf ，     0

00 2  jj iyafzf 。 

特别当 0
0
jy 时，

*#
10 aj Baz  ，

*#
20 aj Baz  ，故 a 是   0zf 的 2 重以上根，

001 jj iyaz  ， 00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，由 1)则必有
*

1 00 ajj Biyaz  且



第五章    施图姆序列之二 

 

 
265 

*
2 00 ajj Biyaz  ，由性质 6 推论 1 则

*
aB 还不是根全集，矛盾。所以， *

aB 是   0zf 在

z 平面上关于点 a 成对严格对称的根全集。 

3)假设 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，于是
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是

  0zf 的一对复根，那么① 0
0
jy 时，

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  都是 *

aB 的单元素，

即   *
1 1

00 ajj Bziya  ，   *
2 1

00 ajj Bziya  。不妨设
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  分别

是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，记  21,min lll  ，则 1l ，由 *
aB 生成法，

则
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  都是 *
aB 的 l 重元素，因此

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  都

是 *
aB 的 1 重以上元素，即   *

1 1
00 ajj Bziya  ，   *

2 1
00 ajj Bziya  。于是由

  *
1 1

00 ajj Bziya  ，   *
2 1

00 ajj Bziya     *
1 1

00 ajj Bziya  ，   *
2 1

00 ajj Bziya  。

② 0
0
jy 时， az j 10

( az j 20
)是 *

aB 的 2 重元素，即   *
1 2

0 aj Bza  (   *
2 2

0 aj Bza  )。由

于 *
10 aj Baz  ， *

20 aj Baz  ，不妨设 az j 10
( az j 20

)是   0zf 的 l 重根，则 2l ，

l 为偶数时，记 ll * ； l 为奇数时，记 1*  ll ，由 *
aB 生成法则 az j 10

( az j 20
)是 *

aB

的 *l 重元素，其中 *l 为 2 的偶数，因此 az j 10
( az j 20

)是 *
aB 的 2 重以上元素，即

  *
1 2

0 aj Bza   (  
0

*
2 2j aa z B   ) 。 于 是 由   *

1 2
0 aj Bza  (   *

2 2
0 aj Bza  ) 

  *
1 2

0 aj Bza  (  
0

*
2 2j aa z B   )。因此 **

aa BB  。又 *
aB 和 *

aB 的元素对数分别为 *K 和 *K ，

所以 ** KK  。】 

若 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对单层对称的根全集，则 *

aB 是由各不相同

的成对元素组成的集合，利用 *
aB 用上述方法所生成的 *

aB 的成对元素不一定各不相同。

由定理 3，有 

*
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz   *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  。 

事实上，由 *
aB 的所有各不相同的成对元素组成的集合就是 *

aB 。在 *
aB 中任意取一对元

素，为减少任意取的次数，可以只在 *
aB 中选取，即用  *

1 00 ajj Biyaz  且

*
2 00 ajj Biyaz  来代表 *

1 00 ajj Biyaz  且 *
2 00 ajj Biyaz  ，或者说 

 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz    *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  。 
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§7 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根全集 

按惯例，首先要定义   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根集，但它的元

素个数却不一定是偶数，故采用生成法定义。 

定义 1 设整数 n 2 ， Ra ，   0aM ， 





2
1 * n

K ，集合 

 *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja   

是 n 次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对单层对称的根集，利用 *
aB 生成 *

aB ，方法

如下： 

假设 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，于是
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是

  0zf 的一对复根，令 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，其中 0
0
jy 时，若

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，令

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  分别是 *

aB 的 1l 重和 2l 重元素，那么就称
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是 *
aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a 成对普通对称要求的一对

元素。 

0
0
jy 时， *

10 aj Baz  ， *
20 aj Baz  ，若 az j 10

( az j 20
)是   0zf 的 l 重根，

则 2l ，l 为偶数时，记 ll * ；l 为奇数时，记 1*  ll ，令 az j 10
( az j 20

)是 *
aB 的 *l

重元素，其中 *l 为 2 的偶数， az j 10
和 az j 20

是 *
aB 的一对元素，那么就称 az j 10

，

az j 20
是 *

aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于点 a 成对普通对称要求的一对元素。 

在对 *
aB 的每一对元素都进行了上述操作之后，由此生成的 *

aB 就称为   0zf 在 z

平面上关于点 a 成对普通对称的一个根集，且称其所有元素是   0zf 在 z 平面上关于

点 a 成对(普通)对称的若干个根。 

例 1 设 Ra ， Cy j 
0

， *l 为 2 的偶数， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a

成对普通对称的二个根集，假如 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  满足 1) 0
0
jy 时，

  *
1100 ajj Blziya  ，   *

2200 ajj Blziya     *#
1100 ajj Blziya  ，   *#

2200 ajj Blziya  ；2)
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0
0
jy 时，   **

10 aj Blza  (   **
20 aj Blza  )   *#*

10 aj Blza  (   *#*
20 aj Blza  )，则 *

aB 是 *#
aB

的子集，即 *#*
aa BB  。当且仅当 *#*

aa BB  且 **#
aa BB  时， *#*

aa BB  。当且仅当 *#*
aa BB 

且 *#*
aa BB  时， *

aB 是 *#
aB 的真子集。 

元素与集合的关系性质 设 Ra ， Cy j 0
， *

aB 和 *#
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点

a 成对普通对称的根集，1) 0
0
jy 时，若   *

1100 ajj Blziya  ，   *
2200 ajj Blziya  ，且 11 l ，

12 l ，则 ， ；若 且 ，

  *
1100 ajj Blziya  ，   *

2200 ajj Blziya  ，则 11 l ， 12 l 。2) 0
0
jy 时，若   **

10 aj Blza   

(   **
20 aj Blza  )且 *l 为 2 的偶数，则 *

10 aj Baz  ， *
20 aj Baz  ；若 *

10 aj Baz  且 *
20 aj Baz  ，

  **
10 aj Blza  (   **

20 aj Blza  )，则 *l 为 2 的偶数。3)若 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，

且 *#*
aa BB  ，则 *#

1 00 ajj Biyaz  ， *#
2 00 ajj Biyaz  。 

在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根集合 *
aB 的性质 

性质 1 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根集，

则 *
1 00 ajj Biyaz  的充要条件是： *

2 00 ajj Biyaz  。 

证明 由定义 1 即得。】 

性质 2 设 Ra ， Cy j 
0

且 0
0
jy ， *

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对

称的根集， *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，则
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  分别

是   0zf 的 1l 重和 2l 重根的充要条件是：
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  分别是 *
aB 的 1l 重

和 2l 重元素。 

证明 由定义 1 即得。】 

性质 3 设 Ra ， Cy j 
0

， *l 为 2 的偶数， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于

点 a 成对普通对称的二个根集， *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  且
*#

1 00 ajj Biyaz  ，

*#
2 00 ajj Biyaz  ，于是 

1) 0
0
jy 时，则

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  分别是 *

aB 的 1l 重和 2l 重元素的充要条

*
1 00 ajj Biyaz  *

2 00 ajj Biyaz  *
1 00 ajj Biyaz  *

2 00 ajj Biyaz 
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件是：
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  分别是 *#
aB 的 1l 重和 2l 重元素。 

2) 0
0
jy 时，则 az j 10

( az j 20
)是 *

aB 的 *l 重元素的充要条件是： az j 10
 ( az j 20

)

是 *#
aB 的 *l 重元素。 

证明 由题设，则
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，于是 

1) 0
0
jy 时，由性质 2 即知命题成立。 

2) 0jy 时，不妨设 az j 10
( az j 20

)是   0zf 的 l 重根，则 2l 。证必要性。若

az j 10
( az j 20

)是 *
aB 的 *l 重元素，由定义 1 则 l 为偶数时， ll * ；l 为奇数时， 1*  ll ，

再由定义 1 则 az j 10
( az j 20

)是 *#
aB 的 *l 重元素，命题成立。充分性同理可证。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 
0

， *l 为 2 的偶数， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于

点 a 成对普通对称的二个根集， *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，且 *#*
aa BB  ，

于是 1) 0
0
jy 时，若

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  分别是 *

aB 的 1l 重和 2l 重元素，则

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  也分别是 *#

aB 的 1l 重和 2l 重元素；2) 0
0
jy 时，若 az j 10

( az j 20
)是 *

aB 的 *l 重元素，则 az j 10
( az j 20

)也是 *#
aB 的 *l 重元素。 

证明 由 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，且 *#*
aa BB  ，则 *#

1 00 ajj Biyaz  ，

*#
2 00 ajj Biyaz  ，再由性质 3 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称

的二个根集，若 *#
aB 的任何一对元素都属于 *

aB ，即由 且

 *
1 00 ajj Biyaz  ， ，则 。 

证明 由 *#
1 00 ajj Biyaz  且 *#

2 00 ajj Biyaz   *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，

由性质 3，则 1) 0
0
jy 时，若

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  分别是 *#

aB 的 1l 重和 2l 重元素，

则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  分别是 *
aB 的 1l 重和 2l 重元素，即由   *#

1100 ajj Blziya  ，

  *#
2200 ajj Blziya     *

1100 ajj Blziya  ，   *
2200 ajj Blziya  ；2) 0

0
jy 时，若

az j 10
( az j 20

)是 *#
aB 的 *l 重元素，则 az j 10

( az j 20
)也是 *

aB 的 *l 重元素，即由

*#
1 00 ajj Biyaz  *#

2 00 ajj Biyaz 

*
2 00 ajj Biyaz  **#

aa BB 
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  *#*
10 aj Blza  (   *#*

20 aj Blza  )   **
10 aj Blza  (   **

20 aj Blza  )。所以 **#
aa BB  。】 

推论 3 设 Ra ， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的二个根

集，若 *#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ，则 *#
aB 至少有一对元素不属于 *

aB 。 

证明 由题设则 **#
aa BB  ，再由推论 2 即得。】 

性质 4 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称

的二个根集，若 *#
aB 至少有一对元素不属于 *

aB ，设为
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  ，则

显然有 *#
1 00 ajj Biyaz  ， *#

2 00 ajj Biyaz  且 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ， 

    0
001  jj iyafzf ，     0

00 2  jj iyafzf 。 

定义 2 设 Ra ， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根集，并且不

存在 *#
aB ，使 *#*

aa BB  且 *#*
aa BB  ， *#

aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称

的根集，则称 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根全集，且称其所有元

素是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对(普通)对称的全部根。 

性质 5 设 Ra ，则 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根全集的充

要条件是： *
aB 是由   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对(普通)对称的全部根组成的集合。 

证明 由定义 2 即得。】 

性质 6 设 Ra ， Cyj 0
， *

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根全

集，若
001 jj iyaz  ，

002 jj iyaz  是 的一对复根，则 

*
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  。 

证 明  用 反 证 法 。 假 设 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  不 成 立 ， 则

*
1 00 ajj Biyaz  或 *

2 00 ajj Biyaz  ，由性质 1 则 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  。

由于
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，于是 

1) 0
0
jy 时，不妨设

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，

则 11 l ， 12 l 。令 *#
aB 包含 *

aB 的一切元素，
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  分别是 *#
aB 的

  0zf
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1l 重和 2l 重元素，于是找到根集合 *#
aB ，使 *#*

aa BB  且 *#*
aa BB  ， *#

aB 也是   0zf 在 z 平

面上关于点 a 成对普通对称的根集合。但这与 *
aB 是根全集矛盾。 

2) 0
0
jy 时， az j 10 ， az j 20 是   0zf 的一对实根， *

10 aj Baz  且 *
20 aj Baz  。

不妨设 az j 10 ( az j 20 )是   0zf 的 l 重根，则 2l ，于是 l 为偶数时，记 ll * ； l 为

奇数时，记 1*  ll 。令 *#
aB 包含 *

aB 的一切元素， az j 10 ( az j 20 )是 *#
aB 的 *l 重元素其

中 *l 为 2 的偶数， az j 10 和 az j 20 是 *#
aB 的一对元素，于是找到根集合 *#

aB ，使

*#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ， *#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根集合。但

这与 *
aB 是根全集矛盾。 

因此， *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 
0 ， *

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根集，

若 001 jj iyaz  ， 002 jj iyaz  是   0zf 的一对复根， *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，

则 *
aB 还不是根全集。 

证明 由性质 6 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 
0

， *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根全

集，若 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，则
001 jj iyaz  ，

00 2 jj iyaz  不是   0zf

的一对复根。 

证明 由性质 6 即得。】 

下面性质 7 及推论的证明方法与§4 性质 7 及推论相同予以省略。 

性质 7 设 Ra ， *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的二个根

集，其中 *
aB 为根全集，则 **#

aa BB  。 

推论 设 Ra ，若 *
aB 和 *#

aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的二个根

全集，则 *#*
aa BB  。 

例 2 设 Ra ， Cy j 
0

，   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的根全集为 *
aB ，

成对单层对称的根全集为 *
aB ，成对普通对称的根全集为 *

aB ，若
001 jj iyaz  ，
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00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，则 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，

*
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ， *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  。 

例 3 设 Ra ， Cy j 0
， *l 为 2 的偶数， *

aB 和 *
aB 分别是   0zf 在 z 平面上关于

点 a 成对严格对称的根集合和成对普通对称的根集合，假如  *
1 00 ajj Biyaz  且

*
2 00 ajj Biyaz  ，满足： 1) 0

0
jy 时，   *

100 ajj Blziya  ，   *
200 ajj Blziya  

  *
100 ajj Blziya  ，   *

200 ajj Blziya  ；2) 0
0
jy 时，   **

10 aj Blza  (   **
20 aj Blza  )

  **
10 aj Blza  (   **

20 aj Blza  )，则 *
aB 是 *

aB 的子集，即 **
aa BB  。反过来，假如

*
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，满足： 1) 0
0
jy 时，   *

100 ajj Blziya  ，

  *
200 ajj Blziya     *

100 ajj Blziya  ，   *
200 ajj Blziya  ；2) 0

0
jy 时，   **

10 aj Blza 

(   **
20 aj Blza  )   **

10 aj Blza  (   **
20 aj Blza  )，则 *

aB 是 *
aB 的子集，即 **

aa BB  。

当且仅当 **
aa BB  且 **

aa BB  时， **
aa BB  ；当且仅当 **

aa BB  且 **
aa BB  时， *

aB 是 *
aB 的

真子集。 

性质 设 Ra ， Cy j 0
，   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的根集合 *

aB 和

成对普通对称的根集合 *
aB 的元素个数分别为 *2K ， *K 。1)若 **

aa BB  ，则 **2 KK  ；

若 **
aa BB  ，则 **2 KK  ；若 **

aa BB  且 **
aa BB  ，则 **2 KK  ；若 **

aa BB  ， **2 KK  ，

则 **
aa BB  。2)若 *

1 00 ajj Biyaz  ， *
2 00 ajj Biyaz  ，且 **

aa BB  ，则 *
1 00 ajj Biyaz  ，

*
2 00 ajj Biyaz  。 

定理 1 设整数 n 2 ， Ra ， 





2
1 * n

K ，集合 

 *
21

* ,,2,1,|, KjCyiyaziyazB jjjjja   

是 n 次方程   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对单层对称的根全集，利用 *
aB 用§6 方法生

成的 *
aB 的元素对数为 *K ，利用 *

aB 用本节方法定义的 *
aB 的元素个数为 *K ， Cy j 

0
，

则 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的根全集，而且 1) *

1 00 ajj Biyaz  ，
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的充要条件是： ， *
2 00 ajj Biyaz  ；2) *

aB 是   0zf

在 z 平面上的关于点 a 成对普通对称的根全集；3) ***
aaa BBB  ， *** 22 KKK  。 

证明 根据§6 定理 3，则 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的根全集；

由题设，则 *
aB 是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根集，而且 

1)必要性显然，证充分性。若 ， ，则
001 jj iyaz  ，

是   0zf 的一对复根，由§6 性质 6 则 ， *
2 00 ajj Biyaz  。

故充分性成立。 

2)用反证法：假设 *
aB 还不是根全集，那么一定存在 *#

aB ，使 *#*
aa BB  且 *#*

aa BB  ，

*#
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根集，由性质 3 推论 3，则 *#

aB 至

少有一对元素不属于 *
aB ，设为

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  ，其中 Cy j 

0
，由性质 4

则有 *#
1 00 ajj Biyaz  ， *#

2 00 ajj Biyaz  且 *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ，

    0
001  jj iyafzf ，     0

00 2  jj iyafzf 。 

特别当 0
0
jy 时， *#

10 aj Baz  ， *#
10 aj Baz  ，故 a 是   0zf 的 2 重以上根，

001 jj iyaz  ， 00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，由 1)则 *
1 00 ajj Biyaz  且

*
2 00 ajj Biyaz  ，由§6 性质 6 推论 1 则

*
aB 还不是根全集，矛盾。所以 *

aB 是   0zf

在 z 平面上关于点 a 成对普通对称的根全集。 

3)假设 *
1 00 ajj Biyaz  且 *

2 00 ajj Biyaz  ，由§6 知即 *
1 00 ajj Biyaz  且

*
2 00 ajj Biyaz  ，则

001 jj iyaz  ，
00 2 jj iyaz  是   0zf 的一对复根，于是① 

0
0
jy 时，不妨设

001 jj iyaz  和
00 2 jj iyaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ，

12 l 。记  21,min lll  ，则有 11  ll ， 12  ll 。由 *
aB 生成法，

001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  都是 *
aB 的 l 重元素，即   *

100 ajj Blziya  ，   *
200 ajj Blziya  。由 *

aB 定

义法，
001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  分别是 *
aB 的 1l 重和 2l 重元素，因此

001 jj iyaz  和

00 2 jj iyaz  都 是 *
aB 的 l 重 以 上 ( 含 重 ) 元 素 ， 即   *

100 ajj Blziya  ，

*
2 00 ajj Biyaz  *

1 00 ajj Biyaz 

*
1 00 ajj Biyaz  *

2 00 ajj Biyaz 

00 2 jj iyaz  *
1 00 ajj Biyaz 

l
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  *
200 ajj Blziya  。于是由 

  *
100 ajj Blziya  ，   *

200 ajj Blziya     *
100 ajj Blziya  ，   *

200 ajj Blziya  。 

② 0
0
jy 时， *

10 aj Baz  ， *
20 aj Baz  ，不妨设 az j 10

( az j 20
)是   0zf 的 l 重根，

则 2l ，于是 l 为偶数时，记 ll * ；l 为奇数时，记 1*  ll ，则 *l 为 2 的偶数。由 *
aB

生成法，则 az j 10
( az j 20

)是 *
aB 的 *l 重元素，即   **

10 aj Blza  (   **
20 aj Blza  )。由 *

aB

定义法，则 az j 10
( az j 20

)是 *
aB 的 *l 重元素，即   **

10 aj Blza  (   **
20 aj Blza  )。于

是由   **
10 aj Blza  (   **

20 aj Blza  )   **
10 aj Blza  (   **

20 aj Blza  )。 

所以 **
aa BB  。由§6 定理 3，则 **

aa BB  ，故 ***
aaa BBB  。又 *

aB ， *
aB ， *

aB 的元

素个数分别为 *2K ， *2K ， *K ，于是有 *** 22 KKK  。】 

定理 2 设 deg  zf 2 ， Ra ，   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对单层对称的根全

集 *
aB ，成对严格对称的根全集 *

aB ，成对普通对称的根全集 *
aB 的元素个数分别为 *2K ，

*2K ， *K ，则 ***
aaa BBB  ， *** 22 KKK  ，其中 *

aB 和 *
aB 可看作是利用 *

aB 分别用§6

方法生成和用本节方法定义。 

证明 由题设不妨假设利用 *
aB 用§6 方法生成的 *#

aB 的元素个数为 *#2K ，利用 *
aB 用

本节方法定义的 *#
aB 的元素个数为 *#K ，根据定理 1，则 *#

aB 和 *#
aB 分别是   0zf 在 z 平

面上关于点 a 成对严格对称的根全集和成对普通对称的根全集，而且 

*#*#*
aaa BBB  ， *#*#* 22 KKK  。 

由§4 性质 7 推论，则 *#*
aa BB  ，于是 *#* 22 KK  ；由性质 7 推论，则 *#*

aa BB  ，于

是 *#* KK  ，所以 ***
aaa BBB  ， *** 22 KKK  ，于是命题成立。】 

推论 设 deg  zf 2 ， Ra ， Cy j 
0

，   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对单层对称

的根全集为 *
aB ，成对严格对称的根全集为 *

aB ，成对普通对称的根全集为 *
aB ，则 

1) *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  的充要条件是： *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ；

2) *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  的充要条件是： *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  ；
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3) *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  的充要条件是： *
1 00 ajj Biyaz  ， *

2 00 ajj Biyaz  。 

证明 由题意根据定理 2， *
aB 和 *

aB 可看作是利用 *
aB 分别用§6 方法生成和用本节

方法定义，于是 1)由§6 定理 3 即得；2)由定理 1 即得；3)由 1)和 2)即得。】 

定理 3 设 deg  zf 2 ， Ra ， Cy j  且 0jy ， *21 ,, Lll jj 均为正整数， l 为非负

整数，   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对单层对称的根全集 *
aB ，成对严格对称的根全集

*
aB ，成对普通对称的根全集 *

aB 的元素个数分别为 *2K ， *2K ， *K ；   0zf 在 z 平面

上关于点 a 成对严格对称的非 a 根全集 *
@B 的元素对数为 k ； jj iyaz 1 ， jj iyaz 2

是    02  azP 在 z 平面上的所有各不相同的根，其中 jj iyaz 1 ，

jj iyaz 2 分别是   0zf 在的 1jl 重和 2jl 重根，记  21,min jjj lll  。如果 az  是   0zf

的 l 重根，那么 

1) 2l 时，有 sK  1* ，其中 

l 为偶数时， 



s

j
jllK

1

* 22 (其中 



s

j
jlk

1

)，  



s

j
jj lllK

1
21

* ； 

l 为奇数时，   



s

j
jllK

1

* 212 (其中 



s

j
jlk

1

)，    



s

j
jj lllK

1
21

* 1 。 

2) 0l 或1时，有 sK * ， 



s

j
jlK

1

* (其中 



s

j
jlk

1

)，  



s

j
jj llK

1
21

* 。 

3)若 ax  是   0xM 的 *L 重根，则 
 

2
1

1* 2

1
j

s

j
j ll

ll
L 






 ，且 *
* 2LK  。 

证明 由题设则   0aM ，根据定理 2，则 *
aB 和 *

aB 可看作是利用 *
aB 分别用§6 方法

生成和用本节方法定义。由于 az  是   0zf 的 l 重根( 0l )，当 l 为 0 的偶数时，记

ll * ；当 l 为奇数时，记 1*  ll ，由§3 定理 9 则 az  是    02*
*  azF

m
的 *l 重根，其

中 *l 为 0 的偶数。又 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是    02  azP 在 z 平面上

的所有各不相同的根，而        2
0

2* *

** azPazaazF l
mm

 ，于是 

1) 2l 时， *l 为 2 的偶数； az 1 ， az 2 ， jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1 

 sj ,,2,1 
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是    02*
*  azF

m
在 z 平面上以 a 为中点的所有各不相同的成对根，由§6 定理 1 推论 1，

则它们是 *
aB 的所有元素，故 *

aB 的元素对数 sK  1* 。 

由题设 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 分别是   0zf 的 1jl 重和 2jl 重根，且 11 jl ， 12 jl ，

记  21,min jjj lll  ，则 1jl 。由根全集 *
aB 生成法，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 都是 *

aB 的

jl 重元素  sj ,,2,1  ， az 1 ( az 2 ) 是 *
aB 的 *l 重元素。故 *

aB 的元素个数





s

j
jllK

1

** 22 ，其中 l 为偶数时， 



s

j
jllK

1

* 22 ；l 为奇数时，   



s

j
jllK

1

* 212 。 

由根全集 *
aB 与非 a 根全集 *

@B 的关系性质，则 

 *
@

*

*

,,, BaaaB

l

a   ，且 klK 22 **  ，于是 



s

j
jlk

1

。 

由根全集 *
aB 定义法，则 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 分别是 *

aB 的 1jl 重和 2jl 重元素

 sj ,,2,1  ， az 1 ( az 2 )是 *
aB 的 *l 重元素。故 *

aB 的元素个数  



s

j
jj lllK

1
21

** ，

其中 l 为偶数时，  



s

j
jj lllK

1
21

* ； l 为奇数时，    



s

j
jj lllK

1
21

* 1 。 

2) 0l 或 1 时， 0* l ； jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是    02*
*  azF

m
在

z 平面上以 a 为中点的所有各不相同的成对根，由§6 定理 1 推论 1，则它们是 *
aB 的所

有元素，故 *
aB 的元素对数 sK * 。 

接下来与 1)同理可证得 



s

j
jlK

1

* (其中 



s

j
jlk

1

)，  



s

j
jj llK

1
21

* 。 

3)对于   0zf 在 z 平面上以 a 为中点的任意一对非 a 根 01 iyaz  ， 02 iyaz  (其

中 Cy 0 且 00 y )，由§6 性质 6，则 *
01 aBiyaz  ， *

02 aBiyaz  。于是无论 2l

还是 0l 或1， *
aB 中元素 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  就是   0zf 在 z 平面

上以 a 为中点的所有各不相同的成对非 a 根，其中 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 分别是

  0zf 的 1jl 重和 2jl 重根。若 ax  是   0xM 的 *L 重根，由第四章定理 17 推论 2，则 
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2

1
1* 2

1
j

s

j
j ll

ll
L 






  

下 面 证 明 *
* 2LK  。 由 于 11 jl ， 12 jl ， 则     011 2121  jjjj llll ， 故

2121 2 jjjj llll   sj ,,2,1  。于是① 2l 时，   02 ll ，  11  llll ，则 

l 为偶数时，  



s

j
jj lllK

1
21

*   *
1

21 221 Lllll
s

j
jj  



； 

l 为奇数时，    



s

j
jj lllK

1
21

* 1   *2
1

1 221 Lllll j

s

j
j  



。 

② 0l 或1时，  



s

j
jj llK

1
21

*
*

1
21 22 Lll

s

j
jj  



。总之， *
* 2LK  。】 

设 Ra ， Cy j  且 0jy ，若 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是    02  azP

在 z 平面上的所有各不相同的根，则由        2
0

2* *

** azPazaazF l
mm

 可知，它们也

是    02*
*  azF

m
在 z 平面上以 a 为中点的所有各不相同的成对非 a 根，再由定理 3 的

证明可知，它们还是   0zf 在 z 平面上以 a 为中点的所有各不相同的成对非 a 根。 

定理 4 设deg  zf 2 ， Ra ， *L 为正整数， ax  是   0xM 的 *L 重根，   0zf

在 z 平面上关于点 a 成对单层对称的根全集 *
aB ，成对严格对称的根全集 *

aB ，成对普通

对称的根全集 *
aB 的元素个数分别为 *2K ， *2K ， *K ，若      1, ' zfzf ，则 

*
*** 222 LKKK  ， ***

aaa BBB  。 

于是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对严格对称的全部根，也是   0zf 在 z 平面上关于

点 a 对称的全部各不相同的成对根，还是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对(普通)对称

的全部根。 

证明 由题意根据定理 2，则 ***
aaa BBB  ， *** 22 KKK  。 

不妨假设 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  sj ,,2,1  是    02  azP 在 z 平面上的所有

各不相同的根( Cy j  且 0jy )，其中 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2 分别是   0zf 的 1jl 重

和 2jl 重根，记  21,min jjj lll  ， az  是   0zf 的 l 重根( 0l )，由定理 3，则 

1) 2l 时，有 sK  1* ，其中 
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l 为偶数时， 



s

j
jllK

1

* 22 ，  



s

j
jj lllK

1
21

* ； 

l 为奇数时，   



s

j
jllK

1

* 212 ，    



s

j
jj lllK

1
21

* 1 。 

2) 0l 或 1 时，有 sK * ， 



s

j
jlK

1

* ，  



s

j
jj llK

1
21

* 。 

3)由于 ax  是   0xM 的 *L 重根，则
 

2
1

1* 2

1
j

s

j
j ll

ll
L 






 ，且 *
* 2LK  。 

若      1, ' zfzf ，则 0l 或 1 ， 121  jj ll ，   1,min 21  jjj lll ，于是 sK * ，





s

j
jlK

1

* s ，  



s

j
jj llK

1
21

* s2 ， sllL
s

j
jj  

1
21* 0 ，因此 sLKKK 2222 *

***  ，

又 ***
aaa BBB  ，故 ***

aaa BBB  。再由§4，§6，§7 性质 5 即得。】 

定理 5 设 deg  zf 2 ，      1, ' zfzf ， Ra ， *L 为正整数， ax  是   0xM 的 *L

重根， Cy j  ，若 2
jy  *,,2,1 Kj  是方程   a*4 的所有复根(或所有各不相同的复根)，

则 *
* LK  ，而 jj iyaz 1 ， jj iyaz 2  *,,2,1 Kj  既是   0zf 在 z 平面上关于点 a

成对严格对称的全部根，也是   0zf 在 z 平面上关于点 a 对称的全部各不相同的成对

根，还是   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对(普通)对称的全部根。 

证明 由题设不妨设   0zf 在 z 平面上关于点 a 成对单层对称的根全集 *
aB ，成对

严格对称的根全集 *
aB ，成对普通对称的根全集 *

aB 的元素个数分别为 *2K ， *2K ， *K ，

根据定理 4 和§4 (或§6)定理 2 即得。】 

推论 1 设deg  zf 2 ，      1, ' zfzf ， Ra ，   0aM ， Cy j  ，则 2
jy  *,,2,1 Kj 

是   a*4 的所有复根的充要条件是： 2
jy  *,,2,1 Kj  是   a*4 的所有各不相同的复根。 

证明 由题设不妨设 ax  是   0xM 的 *L 重根，则 *L 为正整数，根据定理 5，必要

性和充分性可分别再由§6 和§4 定理 2 即得。】 

推论 2 设 deg  zf 2 ，      1, ' zfzf ， Ra ，   0aM ，则   a*4 的所有复根各不

相等。 

证明 由推论 1 即得。】 
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第六章 
方程间的多项式关系式以及实根号运算 

§1 方程间的多项式关系式 

设  zf 为次数 2n 的实系数多项式，这一节探讨  xf 与结式  xQ ，  xM 三者之

间的具体关系式。我们知道： ， ，如果将方程

组  *2 视为关于 x ， y 的二元方程组，并将 关于 y 的结式，记为

   xMyffres 1
*

1
*

0 ,,  ，那么  xM 1 与  xM 之间，  xM 1 与  xQ 之间又有怎样的关系式？ 

我们先做如下具体分析： 

1. 当 2n  时，      xf
xf

xM '
'

!1
  

 
 

       xMxMxM
xf

xf

xM 2
'

'

1

!1
0

0
!1   

 

    
 

 
0

!1
0

00
!1

0
!2

'

'

2

xf

xf

xf
xf

xQ



    xMxf 1  

于是有      xMxfxQ 2 。 

2. 当 3n  时，  

    

    xf
xf

xfxf

xM






!2

!1!3
2

'3

 

   xQyffres ,, 10    xMyffres 2*
1

*
0 ,,

 ,, 2*
0 yxf  2*

1 , yxf
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2

'3
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   xMxf 1  

故      xMxfxQ 2 。 

3. 当 4n  时，  

       
    

    
!1!3

0

0
!1!3

!2!4

'3

'3

24

xfxf

xfxf

xf
xfxf
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   xMxf 1  

故      xMxfxQ 2 。 

4. 当 5n  时，  
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 ！
 xM 2  

显然      xMxfxQ 1 ，故有      xMxfxQ 2 。 

通过分析归纳整理，可得出如下结论： 

1.    xMxM 2
1  。 

2. 12 n 级行列式  xQ 的第 12 n 列的非零元素只有一个，它为  xf 或  xf ，若

用 i 和 j分别代表该非零元素所在的行和列，则 12  nj ，而 1 ni 或 12  ni ，而且 

1) 当 kn 4 或 14  kn 时 (其中 1k )，第 12 n 列的非零元素为  xf ，于是

       xMxfxQ ji
11  ，其中 kn 4 时， 1 ni ， 21223  knji 为偶数； 14  kn

时， 12  ni ， 24  nji 为偶数。故      xMxfxQ 1 。 
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2) 当 24  kn 或 34  kn 时(其中 0k )，第 12 n 列的非零元素为  xf ，于是

       xMxfxQ ji
11  ，其中 24  kn 时， 1 ni ， 23  nji 412  k 为偶数；

34  kn 时， 12  ni ， 24  nji 为偶数。故      xMxfxQ 1 。 

3. 方程组(2)中  xf 所带正负号即为  xQ 第 12 n 列的非零元素  xf 所带正负号。 

总之，      xMxfxQ 2 ，其正负号与方程组(2)中  xf 所带正负号相同。 

写成定理，则有 

定理 1 设  zf 的次数 n 2 ， k 为非负整数，则 

1) 当 kn 4 或 14  kn 时(其中 1k )，有      xMxfxQ 2 ； 

2) 当 24  kn 或 34  kn 时(其中 0k )，有      xMxfxQ 2 。 

总之，      xMxfxQ 2 ，其正负号与方程组(2)中  xf 所带正负号相同，当  xf 带

正号时，      xMxfxQ 2 ；当  xf 带负号时，      xMxfxQ 2 。 

推论 1 设 deg  zf 2 ，则      xMxfxQ 2 ，即 

     xMxfxQ 2 或者      xMxfxQ 2 。 

证明 由定理 1 即得】 

若将      xMxfxQ 2 改写成      zMzfzQ 2 ，我们就可以在同一个 z 平面上讨

论方程   0zf ，   0zQ ，   0zM 这三者根的相互关系。。 

例 设四次实系数代数方程   0zf 没有重根，即      1, ' zfzf ，不妨设 1z ， 2z ，

3z ， 4z 是   0zf 的所有复根，其中 12 zz  ， 34 zz  ， jhx 是 jz 和 hz 的中点  hj  。如

图所示： 

 

y

x

y

x
x23

x14

x24

x34

x13

x12 OO

z1

z2

z3

z4
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则   0jzf ， 4,3,2,1j ；   0jhxM ， 4,3,2,1  hhj 。 

根据定理 1 推论 1，则      zMzfzQ 2 ，于是 

  0jzQ ， 4,3,2,1j ；   0jhxQ ， 4,3,2,1  hhj  

显然， jzz   4,3,2,1j 既是   0zf 的单根，也是   0zQ 的单根；   0jhxf ，

而 jhxz  既是   0zM 的单根，又是   0zQ 的 2 重根。以点 12x 为例： 

记 ax 12 ，则 Ra ，   0af ， az  不是   0zf 的根， 0不是  a4 的根，同样 0

不是   a*4 的根；而 az  既是   0zM 的 1* L 重根，又是   0zQ 的 2L 重根，于是 

1.  a4 的次数 2 LK ，不妨设 12y ， 12y 是  a4 的所有复根，其中 012 y ，则

121 iyaz  ， 122 iyaz  既是   0zf 在 z 平面上关于点 a 严格对称的全部根，也是

  0zf 在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的根，还是   0zf 在 z 平面上关于点

a (普通)对称的全部根。 

2.   a*4 关于 2y 的次数 1*
*  LK ，不妨设 2

12y 是   a*4 的所有复根，其中 02
12 y ，

则 121 iyaz  ， 122 iyaz  既是   0zf 在 z 平面上关于点 a成对严格对称的全部根，

也是   0zf 在 z 平面上关于点 a对称的全部各不相同的成对根，还是   0zf 在 z 平面

上关于点 a成对(普通)对称的全部根。 

设  zf 的次数 2 ，则称      zMzfzQ 2 为方程间的多项式关系式，因为它反映

了原方程   0zf 与两个结式方程   0zQ ，   0zM 的关系。由总根号性质，显然有 

     







 MfQ

2

 。 

推论 2 设 deg  zf 2 ， ，若 0z x 既是   0zf 的 l重根，又是   0zM 的 *L

重实根，则 0z x 是   0zQ 的 *2LlL  重根。 

证明 根据推论 1 则      zMzfzQ 2 ，于是命题成立。】 

这一结论与第四章定理 17 推论 2 不谋而合。 

定理 2 设 deg  zf 2 ，a R ，   0zf 在 z 平面上关于点 a (成对)严格对称的非 a

根的对数为 k，其中 az  既是   0zf 的 l 重根，又是   0zM 的 *L 重根，则 *Lk  ，

其中当      1, ' zfzf 时， *Lk  。 

Cx 0
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证明 由题意根据定理 1 推论 2，则 az  是   0zQ 的 *2LlL  重根；不妨设

  0zf 在 z 平面上关于点 a严格对称的根的个数为 K ，则 klK 2 。 

由第三章§4 定理 2 推论，则  a4 的次数为 K ，由第三章§2 定理 3，则 LK  ，于

是 *22 Llkl  ，故 *Lk  ，其中      1, ' zfzf 时， LK  ，于是 *Lk  。】 
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§2 方程间多项式关系式的实根号运算 

本节讨论      zMzfzQ 2 的实根号运算，  zf ，  zQ ，  zM 均为实系数多项式，

其中  zf 的次数 2 ，  zM 的次数 1 。不妨设  zd 是    zMzf , 的一个实系数最大公因

式， ，以    zdzd ', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型在点 x的变号数分别记为

d
xV 和 d

xU ，其中  zd 是非零常数时，规定 0 d
x

d
x VU 。 

若   ，   0f ，   0f ，则用  V  ,
表示由   0zf 在   , 内的所有各不

相同的根组成的集合，其元素个数为  VV  ；用  U  ,
表示由   0zf 在   , 内的所

有根(含重根)组成的集合，其元素个数为  UU  。若   ，   0Q ，   0Q ，则

用  V
Q

 ,
表示由   0zQ 在   , 内的所有各不相同的根组成的集合，其元素个数为

QQ VV   ；用  U
Q

 ,
表示由   0zQ 在   , 内的所有根(含重根)组成的集合，其元素个

数为 QQ UU   。若   ，   0M ，   0M ，则用  V
M

 ,
表示由   0zM 在   , 内

的所有各不相同的根组成的集合，其元素个数为 MM VV   ；用  U
M

 ,
表示由   0zM 在

  , 内的所有根(含重根)组成的集合，其元素个数为 MM UU   。若   ，   0d ，

  0d ，则用  V
d

 ,
表示由   0zd 在   , 内的所有各不相同的根组成的集合，其元

素个数为 dd VV   ；用  U
d

 ,
表示由   0zd 在   , 内的所有根(含重根)组成的集合，

其元素个数为 dd UU   。 

 V  ,
，  V

Q

 ,
，  V

M

 ,
，  V

d

 ,
都是不允许有重元的 Cantor 集合；  U  ,

，  U
Q

 ,
，

 U
M

 ,
，  U

d

 ,
都是允许有重元的有限集合，并且元的重数必须与根的重数相等。 

下面的定理及其推论根据第一章§4 定理 3 至定理 7 及其推论即得。 

定理 1 设      zMzfzQ 2 ，  zd 是    zMzf , 的一个最大公因式，若   ，

  0Q ，   0Q ，则   0f ，   0f ；   0M ，   0M ；   0d ，   0d 。

于是 

Rx
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1)      VVV
MQ

 ,,,
 ，      VVV

dM

 ,,,
 ， 

     ddMMQQ VVVVVVVV   ； 

2)        UUUU
MMQ

 ,,,,
 ，    MMQQ UUUUUU   2 。 

推论 设      zMzfzQ 2 ，若   ，   0Q ，   0Q ，则有 

1)    MMQQ VVVVVV   ；2)    MMQQ UUUUUU   2 。 

定理 2 设      zMzfzQ 2 ，  zd 是    zMzf , 的一个最大公因式，若   ，

  0Q ，   0Q ，则有 

1) 0 ddQQ VVVVVV  ；2) 0 ddMMQQ VVVVVV  ； 

3) 0 ddQQ UUUUUU  ；4)     022  ddMMQQ UUUUUU  。 

推论 1 设      zMzfzQ 2 ，若   ，   0Q ，   0Q ，则有 

1) 0  VVVV QQ ；2) 0 MMQQ VVVV  ； 

3) 0  UUUU QQ ；4)   02  MMQQ UUUU  。 

推论 2 设      zMzfzQ 2 ，
   Qx

 ,

0 ，则   0x ，   0f ，   0f ； 

  0M ，   0M ； 01   VV ， 01  MM VV  ，其中 

1) 1  VV 时，
       fQx

 ,,

0  ； 

2) 1 MM VV  时，
       MQx

 ,,

0  ； 

3) 1 MM VVVV  时，
           MfQx

 ,,,

0  。 

推论 3 设      zMzfzQ 2 ，
   Qx

 ,

0 ，则   0x ，   0f ，   0f ；

  0M ，   0M ； 01   VV ， 01  MM VV  ，于是 

1) 1  VV 的充要条件是   00 xf ；2) 1 MM VV  的充要条件是   00 xM 。 

例 设      zMzfzQ 2 ，
   Qx

 ,

0 ，则 

1) 0  VV 的充要条件是   00 xf ；2) 0 MM VV  的充要条件是   00 xM 。 

定理 3 设      zMzfzQ 2 ，  zd 是    zMzf , 的一个最大公因式，若   ，
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  0Q ，   0Q ，则 1. 0 QQ VV  的充要条件是： 0 ddMM VVVVVV  ；

2. 当 1 QQ VV  时， 01  dd VV  ，其中 

1) 1 dd VV  的充要条件是： 1  VV ， 1 MM VV  ； 

2) 0 dd VV  的充要条件是：  VV  和 MM VV   一个为 1，另一个为 0。 

推论 1 设      zMzfzQ 2 ，   ，   0Q ，   0Q ，则 0 QQ VV  的充要

条件是： 0 MM VVVV  。 

推论 2 设      zMzfzQ 2 ，若   ，   0Q ，   0Q ， 1 QQ VV  ，则 

01   VV ， 01  MM VV  ，而且 1  VV 或 1 MM VV  。 

推论 3 设      zMzfzQ 2 ，
   Qx

 ,

0 ， 0xz  分别是   0zQ 的 L 重根，

  0zf 的 l 重根，   0zM 的 *L 重根，则 01   VV ， 01  MM VV  ，而且

1  VV 或 1 MM VV  ，于是 

1) 1 MM VVVV  时，
   Qx

 ,

0
   f

 ,


   M
 ,

 且 *2LlL  ； 

2) 当 1  VV ， 0 MM VV  时，
   Qx

 ,

0
   f

 ,
 ，且 0* L ， 1 lL ； 

3) 当 0  VV ， 1 MM VV  时，
   Qx

 ,

0
   M

 ,
 ，且 0l ， *2LL  ； 

定理 4 设      zMzfzQ 2 ，  zd 是    zMzf , 的一个最大公因式，
   Qx

 ,

0 ，

0xz  分别是   0zQ 的 L 重根，   0zf 的 l 重根，   0zM 的 *L 重根，   0zd 的 dl 重

根，则  *,min Llld  ，于是 

1. 当 0 dd VV  时，  VV  和 MM VV   一个为 1，另一个为 0，其中 

1) 当 1  VV ， 0 MM VV  时，
   Qx

 ,

0
   f

 ,
 ，且 0* L ， 1 lL ； 

2) 当 0  VV ， 1 MM VV  时，
   Qx

 ,

0
   M

 ,
 ，且 0l ， *2LL  。 

2. 当 1 dd VV  时， 1  VV ， 1 MM VV  ，有 

   Qx
 ,

0
   f

 ,


   M
 ,


   d

 ,
 ，且 *2LlL  ； 

将定理 1，定理 2 和定理 3 中的条件“若   ，   0Q ，   0Q ”换成“若
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  ，   0f ，   0f ；   0M ，   0M ”，则命题依然成立，原因是由

     zMzfzQ 2 可以推出   0Q ，   0Q 。 

定理 5 设      zMzfzQ 2 ，  zd 是    zMzf , 的一个最大公因式，   ，   0f ，

  0f ；   0M ，   0M ，则 

1. 当 1 ddMM VVVVVV  时， 1 QQ VV  ，若
   dx

 ,

0 ，则 

   dx
 ,

0
   f

 ,


   M
 ,


   Q

 ,
 。 

2. 当  VV  和 MM VV   一个为 1，另一个为 0 时， 0 dd VV  ， 1 QQ VV  ，其

中 1) 若
   fx

 ,

0 ，则
   fx

 ,

0
   Q

 ,
 ； 

2) 若
   Mx

 ,

0 ，则
   Mx

 ,

0
   Q

 ,
 。 

例 设      zMzfzQ 2 ，  zd 是    zMzf , 的一个最大公因式，若
   dx

 ,

0 ，

则   0x ，   00 xd ，   00 xf 且   00 xM ，   00 xQ 。 

用中点变号数分割法对
   dx

 ,

0 继续计算可得
   dx

NN  ,

0 ，其中 

        ,,,, 11110   NNNNx ， NN  
N2

1
 )(   。 

于是由多项式函数连续性，在实轴上存在充分小的区间  ,N N  ，使得   0d x  ，   0f x  ，

  0M x  在该小区间内仅有根 0x ，满足   0Nf  ，   0Nf  ；   0NM  ，   0NM  ，

且
NN

VV   1 ddMM
NNNN

VVVV  。根据定理 5 就有 1 QQ

NN
VV  ，而且 

   dx
NN  ,

0
   f

NN  ,


   M
NN  ,


   Q

NN  ,
 。 

推论 1 设      zMzfzQ 2 ，  zd 是    zMzf , 的一个最大公因式，若 

       Mfx
 ,,

0  ，则
   dx

 ,

0 ，
   Qx

 ,

0 。 

推论 2 设      zMzfzQ 2 ，若
       Mfx

 ,,

0  ，则
   Qx

 ,

0 。 

推论 3 设      zMzfzQ 2 ，   ，   0f ，   0f ；   0M ，   0M ，

于是 

1) 若
   fx

 ,

0 ， 0 MM VV  ，则
   fx

 ,

0
   Q

 ,
 ； 

2) 若
   Mx

 ,

0 ， 0  VV ，则
   Mx

 ,

0
   Q

 ,
 。 
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§3 方程互素点与非互素点的进一步讨论 

定理 1 设 deg  zf 2 ， Ra ，则 a是   0zf 的非互素点的充要条件是：   0af

或   0aM 。 

证明 由题意根据§1 定理 1 推论 1，则      zMzfzQ 2 ，故   0aQ 的充要条件

是：   0af 或   0aM 。再由第三章§2 定理 2 推论 2 即得。】 

定理 2 设 deg  zf 2 ， Ra ，   0af ，则 a是   0zf 的非互素点的充要条件

是：   a*3 内  2*
* yf

m
关于 2y 的次数 1* K 。 

证明 由题意根据定理 1，则 a是   0zf 的非互素点的充要条件是：   0aM 。再

由第五章§2 定理 2 推论即得。】 

定理 3 设 deg  zf 2 ， Ra ，   0aM ，l 为非负整数，若 az  是   0zf 的 l 重

根，则 0l 或1，其中 1) 0l 时，   0zf 在 z 平面直线 ax  上没有根；2) 1l 时，

  0zf 在直线 ax  上只有一个单实根 az  。 

证明 az  是   0zf 的 l 重根，假如 2l ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对实根，

由第五章§2 定理 6 推论 1 和定理 2，则 0是   a*4 的根，   0aM ，矛盾。故 0l 或 1，

于是 1) 0l 时，   0af 且   0aM ，则 a是   0zf 的互素点，再由第三章§2 定理 7

即得。2) 1l 时， az  是   0zf 的单实根。假如   0zf 在直线 ax  上有非 a根，设

它为 01 iyaz  ，其中 Ry 0 且 00 y ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在直线 ax 

上的一对共轭根，由第五章§2定理 6推论 2和定理 2，则 2
0y 是   a*4 的正实根，   0aM ，

矛盾。所以，   0zf 在直线 ax  上只有一个单实根 az  。】 

推论 1 设 deg  zf 2 ， Ra ，   0aM ，则   0zf 在 z 平面直线 ax  上没有根

或者只有一个单实根 az  。 

证明 由定理 3 即得。】 

推论 2 设 deg  zf 2 ， Ra ，   0aM ，   0af ，则   0zf 在 z 平面直线 ax 

上只有一个单实根 az  。 

证明 由定理 3 即得。】 

推论 3 设 deg  zf 2 ， Ra ，若 ax  是   0xQ 的单实根，则   0zf 在 z 平面

直线 ax  上只有一个单实根 az  。 
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证明 根据§1 定理 1 推论 1，则      xMxfxQ 2 。若 ax  是   0xQ 的单实根，

则   0aM ，   0af ，再由推论 2 即得。】 
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第七章 
方程同实部复根统一解法原理 

§1 复根的实部点与非实部点 

定义 设 a R ，   0aQ ，则 a是实系数代数方程   0zf 的非互素点，施图姆序

列  a3 内  yfm 的次数 1K ，当   0zf 在 z 平面直线 ax  上有根时，称 a是   0zf 复

根的一个实部点；当   0zf 在直线 ax  上没有根时，称 a是   0zf 复根的一个非实

部点。 

若 a R ，   0aQ ，则 a是   0zf 复根的实部点或者非实部点，二者必居其一。 

定理 1 设 a R ，则 a是   0zf 复根的实部点的充要条件是：   0zf 在 z 平面直

线 ax  上至少有一个根。 

证明 必要性显然，证充分性。若   0zf 在直线 ax  上至少有一个根，根据第三

章§2 定理 6 推论 6 和定理 2，则  a4 至少有一个实根，设它为 0y ，则   0aQ ，故 a是

  0zf 复根的实部点。】 

例 设 a R ，   0af ，则 az 0 就是   0zf 在直线 ax  上的根，由定理 1，则 a

是   0zf 复根的实部点。 

推论 1 设 a R ，若 a是   0zf 复根的非实部点，则   0zf 在直线 ax  上没有根。 

证明 由定理 1 即得。】 

推论 2 设 a R ，   0af ，则 a是   0zf 复根的实部点的充要条件是：   0zf 在

z 平面直线 ax  上至少有一对共轭根。 

证明 由题意则 a不是   0zf 的根，再根据定理 1 和   0zf 根的性质即得。】 

定理 2 设 a R ，则 a是   0zf 复根的实部点的充要条件是：  a4 至少有一个实

根。 

证明 根据定理 1 和第三章§2 定理 6 推论 6 即得。】 

推论 1 设 Ra ，   0aQ ，则 a是   0zf 复根的非实部点的充要条件是：  a4 没

有实根。 

证明 由定理 2 即得。】 
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推论 2 设 a R ，   0af ，则 a是   0zf 复根的实部点的充要条件是：  a4 至少

有一对非 0实根。 

证明 由题意根据第三章§2 定理 5，则 0不是  a4 的根。再由定理 2 和  a4 根的性

质即得。】 

  0zf 在 z 平面直线 ax  上的根均为以 a为实部的同实部(复)根。由   0zf 在 z

平面上以 a为实部的若干个同实部根组成的集合就称为   0zf 在 z 平面上以 a为实部

的一个同实部根集合。 

显然，   0zf 在直线 ax  上的所有根(含重根)就是   0zf 在 z 平面上以 a为实部

的所有同实部根，由它们全体所组成的集合就称为   0zf 在 z 平面上以 a为实部的同

实部根全集。 

定理 3 设 a R ，   0af ，则 a是   0zf 复根的实部点的充要条件是：  a*4 关于

2y 至少有一个正实根。 

证明 根据定理 1 推论 2 和第五章§2 定理 6 推论 2 即得。】 

推论 设 a R ，   0af ，   0aM ，则 a是   0zf 复根的非实部点的充要条件是：

  a*4 关于 2y 没有正实根。 

证明 由题设则   0aQ ，再由定理 3 即得。】 

设 a R ，   0aQ ，若 a是   0zf 复根的实部点，则  a4 至少有一个实根。假设 jy  

 ',,2,1 Kj  是  a4 的所有实根 (含重根 )，根据第三章§3 定理 12 则 jj iyaz 

 ',,2,1 Kj  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有根(含重根)，其解法具有统一性，方

法详见§2。令 

 ',,2,1,|' KjRyiyazB jjja   

则集合 aB' 是   0zf 在 z 平面上以 a为实部的同实部根全集。 

显然，   0zf 在 z 平面上的一个以 a为实部的同实部根全集与   0zf 复根的一个

实部点 a对应，于是又被称为是   0zf 复根的实部点 a的同实部根全集。 

若   0zf 的所有复根有 J 个各不相同的实部点，则   0zf 在 z 平面上就有 J 个各

不相同的实部点的同实部根全集，其任意两个不相同实部点的同实部根全集的交集必

为空集。  
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§2 同实部复根的统一解法 

解法一：设 Ra ，   0aQ ，则  a3 内  yfm 的次数 1K ，写成规范形式 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0 mk

k
km

kk
m

k
m

l
m ayayayayyf  

            a4  

其次数 klK 2 1 ，其中 l和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0mka ，且

mkmm aaa ,,, 10  均为实数。 

作点 a的以    yfyf mm
', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型，标准型和扩展型在

点 y  Ry 的变号数分别记为 mf
yV 和 mf

yU 。于是 1. 0 
mm ff VV 时，  a4 没有实根，

则 a是   0zf 复根的非实部点，   0zf 在 z 平面直线 ax  上没有根。 

2. 11   kVV mm ff
时，  a4 共有 1k 个各不相同的实根， a是   0zf 复根的实部

点。这时，可在   , 内找到  a4 实根的 1k 个隔离区间 1 1[ , ]  ， 2 2[ , ]  ,,
1 1

[ , ]k k  ，

其中
1 11 1 2 2 k k           ，且   0jmf  ，   0jmf  ， 1 m

j

m

j

ff VV  ， 1,,2,1 kj  。 

于是  a4 的 1k 个各不相同的实根就可表示为： 
 

   













 





l

mk
k

km
k

mmj aaaay

jj

0,,0,1,0,1,,,0, 1
1

1
10

,

， 1,,2,1 kj   

其中 jy 是  a4 的 m

j

m

j

ff
j UUl   重根。  a4 的实根个数为 

  


 
11

11

'
k

j
j

k

j

ffff lUUUUK m

j

m

j

mm
  

于是   0zf 在 z 平面的直线 ax  上的 1k 个各不相同的根就可表示为： 

 

   













 




l

mk
k

km
k

mmj aaaaiaz

jj

0,,0,1,0,1,,,0, 1
1

10

,

， 1,,2,1 kj   

由第三章§2 定理 9 推论 3，则 jz 是   0zf 在直线 ax  上的 m

j

m

j

ff
j UUl   重根，于是

  0zf 在 z 平面直线 ax  上的根的个数为 

  


 
11

11

'
k

j
j

k

j

ffff lUUUUK m

j

m

j

mm
 。 

说明：若 l和 k 均为正整数，根据第一章§4 定理 4 推论 4，则当
00

0 jj   时， 
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l

mk
k

km
k

mm aaaa

jj

0,,0,1,0,1,,,0, 1
1

10

,
00



 
0)0,1(00

,
 jj 

； 

当 0
0
j 或 0

0
j 时， 

 

   













 




l

mk
k

km
k

mm aaaa

jj

0,,0,1,0,1,,,0, 1
1

10

,
00



 

 
    mk

k
km

k
mm aaaa

jj

1,0,1,,,0, 1
1

10

,
00

 



。 

这一解法的优点是便于作理论上的阐述，缺点是不能直观表达   0zf 在 z 平面直

线 ax  上共轭根以及 az  是   0zf 的 l重根。要克服这两个缺点，可用解法二。 

解法二：设 Ra ，   0aQ ，则  a3 内  yfm 的次数 1K ，写成标准式 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0 k

k
k

kkkl
mm yyyyayf   

             a4  

其次数 klK 2 1 ，其中 l和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0 ,ma

1 2, , , k   均为实数， 0k  时， 0 1k   。根据第三章§3定理 3则有      azFzgzf m  ，

其中      yfiiyFazF m
K

mm   yfi m
kl 2 ，于是 

          ][ 2
1

22
1

2
0 kk

kkl
mm azazazazaazF   

   

0是  a4 的 l重根， az 0 是   0 azFm 的 l重根，由第三章§2 定理 5 或§3 定理 6，则

az 0 是   0zf 的 l重根。若 1l ，则 a是   0zf 复根的实部点。若 k 为正整数，令 

         kk
kk azazazazP   
 2

1
22

1
22   

于是       2
0 azPazaazF l

mm  。再令   22 yazs  ，则 

  kk
kk ssssP   


1
1

1  。 

实系数 k 次多项式  sP 为点 a的  sP ，并且   0P ，   00  kP  ，   0P 。 

作点 a的以    ',P s P s 为基的施图姆序列的标准型和扩展型，标准型和扩展型在点

s   s R 的变号数分别记为 P
sV 和 P

sU 。于是 1. 00 
PP VV 时，   0sP 没有负实根，

而 

  22 yazs  ，       2
0 azPazaazF l

mm   

于是    02  azP 以及   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上没有成对的共轭根，  a4 没有

成对非 0 实根，   0zf 在 z 平面直线 ax  上没有成对的共轭根，只有一个 l 重实根
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az  (若 0l ，则   0zf 在直线 ax  上没有根)。 

2. 110  kVV PP 时，   0sP 共有 1k 个各不相同的负实根，于是    02  azP 以

及   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上有 1k 对各不相同的共轭根， a4 有 1k 对各不相同的

非 0实根，则 a是   0zf 复根的实部点，   0zf 在 z 平面直线 ax  上有 1k 对各不相同

的共轭根。这时，可在 ]0,( 内找到   0sP 实根的 1k 个隔离区间 1 1[ , ]  ， 2 2[ , ]  ,,

1 1
[ , ]k k  ，其中

1 11 1 2 2 0k k            ，且   0jP  ，   0jP ， 1 PP
jj

VV  ，

1,,2,1 kj  。于是   0sP 的这 1k 个各不相同的负实根就可表示为 

 
),,,,1( 11

,

kkj
jj

s 


  ， 1,,2,1 kj   

其中 js 是   0sP 的 PP
j jj

UUl   重负实根。   0sP 的负实根个数为。 

    


 
11

11
0

1
k

j
j

k

j

PPPP lUUUUk
jj  。 

由 02  jj sy ，可得 jj sy  ， jj sy  ( 1,,2,1 kj  )是  a4 的 1k 对各不相同的

非 0实根。于是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的 1k 对各不相同的共轭根就可表示为 

 

 

















),,,,1(

),,,,1(

11

,

2

11

,

1

kkj

kkj

jj

jj

iaz

iaz












 1,,2,1 kj   

由第五章§5 定理 10 推论 2，则 1jz ， 2jz 是   0zf 在直线 ax  上的一对 PP
j jj

UUl   重

共轭根，故   0zf 在直线 ax  上共有 

    


 
11

11
0

1
k

j
j

k

j

PPPP lUUUUk
jj   

对共轭根， az 0 是   0zf 的 l重根，于是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的根的个数为 

 12' klK  。 

解法二还能求   0zf 在 z 平面实轴上以 a为中点的成对非 a实根，介绍如下： 

3. 00  
PP VV 时，则   0sP 没有正实根，而 

  22 yazs  ，       2
0 azPazaazF l

mm   

于是   0 azFm 在 z 平面实轴上没有以 a为中点的成对非 a实根， a4 没有成对的纯虚
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数根，从而   0zf 在 z 平面实轴上也没有以 a为中点的成对非 a实根。 

4. 120   kVV PP 时，则   0sP 共有 2k 个各不相同的正实根，于是   0 azFm

在 z 平面实轴上有以 a为中点的 2k 对各不相同的成对非 a实根，  a4 有 2k 对各不相同

的成对纯虚数根，   0zf 在 z 平面实轴上有以 a为中点的 2k 对各不相同的成对非 a实

根。这时可在 ),0[  内继续找到   0sP 实根的 2k 个隔离区间
1 11 1[ , ]k k   ，

1 12 2[ , ]k k  

,,
1 2 1 2

[ , ]k k k k   ，其中
1 1 1 1 1 2 1 21 1 2 20 k k k k k k k k                 ，且   0jP  ，

  0jP ， 1 PP
jj

VV  ， 1 1 1 21, 2, ,j k k k k    。于是   0sP 的这 2k 个各不相同的

正实根就可表示为 

 
),,,,1( 11

,

kkj
jj

s 


  ， 1 1 1 21, 2, ,j k k k k     

其中 js 是   0sP 的 PP
j jj

UUl   重的正实根。   0sP 的正实根个数为 

    







 

21

1

21

1 11
0

2
kk

kj
j

kk

kj

PPPP lUUUUk
jj  。 

saz  ，故   0 azFm 在 z 平面实轴上以 a为中点的 2k 对各不相同的成对非 a实

根为

 

 

















),,,,1(

),,,,1(

11

,

2

11

,

1

kkj

kkj

jj

jj

az

az












  1 1 1 21, 2, ,j k k k k     

由第五章§5 定理 10 推论 1，则 1jz ， 2jz 是   0 azFm 在实轴上的一对 PP
j jj

UUl   重

实根。于是   0 azFm 在实轴上以 a为中点的非 a实根(含重根)对数为 

    







 

21

1

21

1 11
0

2
kk

kj
j

kk

kj

PPPP lUUUUk
jj   

而这些实根显然也都是   0zf 的实根。 

下面的解法三，与解法二大致相同，但在细节上有较多区别，请予以关注。 

解法三：设  zf 的次数 2 ， Ra ，   0aM ，由第六章§3 定理 1，则 a是   0zf

的非互素点，由第五章§2 定理 2 推论，   a*3 内  2*
* yf

m
关于 2y 的次数 1* K ，写成标

准式 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0

2* *

** k
k

k
kkkl

mm
yyyyayf   

              a*4  
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k
l

K 
2

*
* 1 ，其中 k 为非负整数，*l 为 0 的偶数，但 k 和 *l 不能同时为零， 0

0* 
m

a ，

0k ，且 km
a  ,,,, 210*  均为实数， 0k 时， 10  k 。由第五章§3 定理 3 则

      2**
* azFzgzf

m
 ，其中        2*22*2*

*

*

** yfiiyFazF
m

K
mm

  2*2
*

*

yfi
m

kl  ，于是 

           ][ 2
1

22
1

2
0

2* *

** kk
kkl

mm
azazazazaazF   

   

0是   a*4 (关于 2y )的
2

*l
重根， az  是    02*

*  azF
m

的 *l 重根，由第五章§2 或§3 定理

9 推论 1，则 az 0 是   0zf 的 *l 重或者 1* l 重根，其中   0* ag 时， az 0 是   0zf

的 1* l 重根，故 a是   0zf 复根的实部点；   0* ag 时， az 0 是   0zf 的 *l 重根，

于是若 *l 为 2 的偶数，则 a是   0zf 复根的实部点。若 k 为正整数，令 

         kk
kk azazazazP   
 2

1
22

1
22   

于是        2
0

2* *

** azPazaazF l
mm

 。再令   22 yazs  ，则 

  kk
kk ssssP   


1
1

1   

实系数 k 次多项式  sP 为点 a的  sP ，并且   0P ，   00  kP  ，   0P 。 

作点 a的以    ',P s P s 为基的施图姆序列的标准型和扩展型，标准型和扩展型在点

s  s R 的变号数分别记为 P
sV 和 P

sU 。于是 1. 00 
PP VV 时，   0sP 没有负实根，而 

  22 yazs  ，        2
0

2* *

** azPazaazF l
mm

  

于是    02  azP 以及    02*
*  azF

m
在 z 平面直线 ax  上没有成对的共轭根，  a*4 关

于 2y 的没有正实根，从而   0zf 在 z 平面直线 ax  上没有成对的共轭根。于是若

  0* ag ，则   0zf 在直线 ax  上只有一个 1* l 重实根 az 0 ；若   0* ag ，则

  0zf 在直线 ax  上只有一个 *l 重实根 az 0 (其中 0* l ，则   0zf 在直线 ax  上

没有根)。 

2. 110  kVV PP 时，   0sP 共有 1k 个各不相同的负实根，于是    02  azP 以

及    02*
*  azF

m
在 z 平面直线 ax  上有 1k 对各不相同的共轭根，   a*4 关于 2y 有 1k 个

各不相同的正实根，   0zf 在 z 平面直线 ax  上有 1k 对各不相同的共轭根， a 是
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  0zf 复根的实部点。这时，可在 ]0,( 内找到   0sP 实根的 1k 个隔离区间 1 1[ , ], 

2 2[ , ]  ,,
1 1

[ , ]k k  ，其中
1 11 1 2 2 0k k            ，且   0jP  ，   0jP ，

1 PP
jj

VV  ， 1,,2,1 kj  。于是   0sP 这 1k 个各不相同的负实根就可表示为 

 
),,,,1( 11

,

kkj
jj

s 


  ， 1,,2,1 kj  。 

其中 js 是   0sP 的 PP
j jj

UUl   重负实根。   0sP 的负实根个数为 

    


 
11

11
0

1
k

j
j

k

j

PPPP lUUUUk
jj   

由 02  jj sy ，可得 jj sy 2  1,,2,1 kj  是   a*4 的 1k 个各不相同的正实根，从而可

求得   0zf 在 z 平面直线 ax  上的 1k 对各不相同的共轭根。 

 

 

















),,,,1(

),,,,1(

11

,

2

11

,

1

kkj

kkj

jj

jj

iaz

iaz












1,,2,1 kj   

由第五章§5 定理 10 推论 2，则 21, jj zz 是   0zf 在直线 ax  上的一对 PP
j jj

UUl   重

共轭根，故   0zf 在直线 ax  上共有 

    


 
11

11
0

1
k

j
j

k

j

PPPP lUUUUk
jj   

对共轭根。若   0* ag ，则   0zf 在直线 ax  上共有 'K  1* 2)1( kl  个根；若

  0* ag ，则   0zf 在直线 ax  上共有 'K  1* 2kl  个根。 

解法三也可用来求   0zf 在实轴上以 a为中点的成对非 a实根，介绍如下： 

3. 00  
PP VV 时，则   0sP 没有正实根，而 

  22 yazs  ，        2
0

2* *

** azPazaazF l
mm

  

   02*
*  azF

m
在 z 平面实轴上没有以 a为中点的成对非 a实根，  a*4 关于 2y 没有负实

根，从而   0zf 在 z 平面实轴上也没有以 a为中点的成对非 a实根。 

4. 120   kVV PP 时，则   0sP 共有 2k 个各不相同的正实根，    02*
*  azF

m
在

z 平面实轴上有以 a为中点的 2k 对各不相同的成对非 a实根，  a*4 关于 2y 有 2k 个各不
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相同的负实根，   0zf 在 z 平面实轴上有以 a为中的 2k 对各不相同的成对非 a实根。

这时可在 ),0[  内继续找到   0sP 实根的 2k 个隔离区间
1 11 1[ , ]k k   ，

1 12 2[ , ]k k   ,,

1 2 1 2
[ , ]k k k k   ，其中

1 1 1 1 1 2 1 21 1 2 20 k k k k k k k k                 ，且   0jP ，   0jP ，

1 PP
jj

VV  ， 1 1 1 21, 2, ,j k k k k    。于是   0sP 这 2k 个各不相同的正实根就可表示

为 

 
),,,,1( 11

,

kkj
jj

s 


  ， 1 1 1 21, 2, ,j k k k k     

其中 js 是   0sP 的 PP
j jj

UUl   重的正实根。   0sP 的正实根个数为 

    







 

21

1

21

1 11
0

2
kk

kj
j

kk

kj

PPPP lUUUUk
jj  。 

saz  ，故    02*
* azF

m
在 z 平面实轴上以 a为中点的 2k 对各不相同的成对非 a实

根为

 

 

















),,,,1(

),,,,1(

11

,

2

11

,

1

kkj

kkj

jj

jj

az

az












  1 1 1 21, 2, ,j k k k k    。 

由第五章§5 定理 10 推论 1，则 1jz ， 2jz 是    02*
*  azF

m
在实轴上的一对 PP

j jj
UUl  

重实根。于是    02*
*  azF

m
在实轴上以 a为中点的非 a实根(含重根)对数为 

    







 

21

1

21

1 11
0

2
kk

kj
j

kk

kj

PPPP lUUUUk
jj   

而这些实根显然也都是   0zf 的实根。 

总之，除了路径和视角不同，解读方式不同，解法二与解法三的相同点较多，本

质上是统一的，但不可偏废，只有对两者同步探索才能形成完整系统的统一解法理论。 
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§3 同实部复根问题的进一步讨论 

设 Rx j  ，则 jx 是   0zf 的非互素点的充要条件是：   0jxQ 。如果
   Qx

jj

j

 ,
  

 Hj ,,2,1  是   0xQ 的所有各不相同的实根，那么 jxz   Hj ,,2,1  是   0zf 的

所有非互素点，于是理论上可以说，作点 jx 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

      yfyfyf m,,, 10                               jx3  

则  yfm 的次数 1 ，方程   jx4 有实根时， jx 是   0zf 复根的实部点；方程   jx4 没有

实根时， jx 是   0zf 复根的非实部点。由
   Qx

jj

j

 ,
 ，则 j ， j 均为有限实数，

且 

jjj x   ，   0jQ  ，   0jxQ ，   0jQ  ， 1 QQ

jj
VV  ， Hj ,,2,1  。 

根据第三章§2 定理 2 推论 3 和定理 7，则 j ， j  Hj ,,2,1  都是   0zf 的互素点，

  0zf 在 z 平面直线 jx  上和直线 jx  上都没有根。 

定理 1 设
   Qx

 ,

0 ，若 0x 是   0zf 复根的实部点，则   0zf 在 z 平面带形

区域   zRe 内一定有根，而且所有这些根都在直线 0xx  上。 

证明 若 0x 是   0zf 复根的实部点，则   04 x
至少有一个实根，设它为 0y ，由第三

章§2 定理 6 推论 6，则 000 iyxz  是   0zf 在 z 平面直线 0xx  上的根，于是 00Re xz 

且   00 zf 。由于
   Qx

 ,

0 ，则 ，  均为有限实数，且 

  0x ，   0Q ，   00 xQ ，   0Q ， 1 QQ VV  。 

故   0Re z ，   00 zf ，即 000 iyxz  就是   0zf 在   zRe 内的根，于是

  0zf 在   zRe 内一定有根。下面证明   0zf 在   zRe 内的所有根(含重根)

都在直线 0xx  上。 

用反证法。假如   0zf 在   zRe 内有一个根 111 iyxz  ( Rx 1 ， Ry 1 )不在

直线 0xx  上，那么   11Re xz 且 01 xx  ，   01 zf ， 111 iyxz  是   0zf 在直

线 1xx  上的根，由第三章§2 定理 6 推论 6 和定理 2，则 1y 是   14 x
的实根，   01 xQ ，

于是   0xQ 在   , 内至少有两个不相同的根 0x 和 1x ，与 1 QQ VV  矛盾。故命题成

立。】 
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定理 2 设
   Qx

 ,

0 ，则 0x 是   0zf 复根的非实部点的充要条件是：   0zf

在   zRe 内没有根。 

证明 充分性由定理 1 即得，再证必要性。若 0x 是   0zf 复根的非实部点，则

  0zf 在 z 平面直线 0xx  上没有根。由于
   Qx

 ,

0 ，则 ， 均为有限实数，且 

  0x ，   0Q ，   00 xQ ，   0Q ， 1 QQ VV  。 

用反证法。假设   0zf 在   zRe 内至少有一个根设为 111 iyxz  ( Rx 1 ，

Ry 1 )，那么它一定不在直线 0xx  上，于是   11Re xz 且 01 xx  ，   01 zf ，

111 iyxz  是   0zf 在直线 1xx  上的根，由第三章§2 定理 6 推论 6 和定理 2，则 1y 是

  14 x
的实根，   01 xQ 。于是   0xQ 在   , 内至少有两个不相同的根 0x 和 1x ，与

1 QQ VV  矛盾。所以   0zf 在   zRe 内没有根。】 

推论 设
   Qx

 ,

0 ，则 0x 是   0zf 复根的实部点的充要条件是： 

  0zf 在   zRe 内至少有一个根。 

证明 由定理 2 即得。】 

定理 3 设
   Qx

 ,

0 ，则 0x 是   0zf 复根的实部点的充要条件是：   0zf 在

  zRe 内一定有根，而且所有这些根都在直线 0xx  上。 

证明 由定理 1 和定理 2 推论即得。】 

推论 设
   Qx

 ,

0 ，则 0x 是   0zf 复根的实部点的充要条件是：   0zf 在

  zRe 内一定有根，而且它们是   0zf 在 z 平面以 0x 为实部的所有同实部根，

由它们全体所组成的集合即为实部点 0x 的同实部根全集。 

综上所述，设
   Qx

 ,

0 ，则 0x 是   0zf 的非互素点。为了判断 0x 是复根的

实部点还是非实部点，必须弄清   0zf 在   zRe  内究竟有根还是无根：若无根，

则 0x 是   0zf 复根的非实部点；若有根，则 0x 是   0zf 复根的实部点，而且所有这

些根都在直线 0xx  上。下一章将研究   0zf 在   zRe 内有没有根以及有几个根

的问题，从而对复根的实部点和非实部点以及实部点的同实部根全集问题作进一步的

阐述。 

确定   0zf 复根的所有实部点的方法：就是先求出   0xQ 的所有各不相同的实



第七章    方程同实部复根统一解法原理 

 

 
303 

根
   Qx

jj

j

 ,
  Hj ,,2,1  ，则 jxz   Hj ,,2,1  是   0zf 的所有非互素点，然

后对它们逐个鉴别，不妨设
0j

x 是其中任意一个，若   0zf 在
00

Re jj z   内无根，

则
0j

x 是   0zf 复根的非实部点，舍去；若   0zf 在
00

Re jj z   内有根，则
0j

x 是

  0zf 复根的实部点，而且所有这些根都在直线
0j

xx  上。 

这个方法很重要，它也是判定   0zf 复根已完成隔离的方法，为下一章的同实部

根全集根号的设立和复根隔离基本思想的形成创造了条件。 

接下来，为   0zf 复根的统一近似解法寻找理论上的依据。 

假设
   Qx

 ,

0 a ，即通过某种方法求得
   Qx

 ,

0 的精确值为 a，则 Ra ，

  0aQ ，点 a是   0zf 的非互素点，作点 a的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

        yfyfyfyf m,,,, 210                               a3  

 yfm 的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0 k

k
k

kkkl
mm yyyyayf   

              a4  

其次数 klK 2 1 ，其中 l和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0ma ，

k ,,, 21  均为实数。假如 a是   0zf 复根的实部点，那么求出  a4 的所有实根(含重

根)，就可得到   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有根(含重根)。 

但事实上，根据实根号计算方法，只有通过无限次的计算，才能确保求得

   Qx  ,
0  的精确值 a，仅靠有限多次的计算只能求得其充分好的近似值 r ，即 

rax 0 ，其中   r  

我们面临的新课题是：在只能求得    Qx  ,
0  充分好的近似值 r 的情况下，如何求

  0zf 在 z 平面直线 0xx  上的每对共轭根的虚部的近似值？ 

下面的定理 4 至定理 6 既为下一章讨论同实部根全集的分类判定与统一解法的关

系打下基础，也为统一近似解法提供了重要的理论依据。 

定理 4 设
   Qx

 ,

0 ， l 为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l 重根，则 1l 时，

   fx
 ,

0 且 l U U   ； 0l 时， l U U   0 。总之，有 l U U   。 

证明 假如 deg  zf 1 ，则    zfzQ  ，于是
   Qx

 ,

0
   f

 ,
 。由第一章

§3 定理 6，则 l U U    ( 1 )，命题成立。 
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假如 deg  zf 2 ，则      zMzfzQ 2 ，由题意根据第六章§2 定理 2 推论 3，则

  0x ，   0f ，   0f ，1 0V V    ，其中 1V V   的充要条件是   00 xf 。

故 1l 时，   00 xf ， 1V V   ，由第一章§3 定理 6，则
   fx

 ,

0 且 l U U   。

0l 时，   00 xf ， 0V V   ， 0U U   ，故 0l U U    。 

总之，有 l U U   。】 

推论 1 设
   Qx

 ,

0 ，l为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l重根，则 l U U   ，

其中 0l 时，   00 xf ； 1l 时，   00 xf ，
   fx

 ,

0 。 

证明 由定理 4 即得】 

推论 2 设      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ，l为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l重根，

则 l U U   0 或1，其中 0l 时，   00 xf ； 1l 时，   00 xf ，
   fx

 ,

0 。 

证明 由题设则 0l 或1，再由推论 1 即得。】 

例题 设
   Qx

 ,

0 ， 1Q QL U U    ，l为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l重根，

则   03 x
内  yfm 的标准式为   yayf mm 0 ，其中 00 ma ， 为实数， 1  UUl ，

  00 xf ，
   fx

 ,

0 。 

证明 由题设则   0x ，   00 xQ ， 0xx  是   0xQ 的 L重根，由第三章§2 定

理 2 推论 1 和定理 3，则   04 x
的次数 1K ， 1Q QK L U U     ，于是 1K ，  yfm 的

标准式为   yayf mm 0 ，其中 00 ma ， 为实数， 0是   04 x
的单根，由第三章§2 定

理 5，则 0xz  是   0zf 的单根， 1l ，再由定理 4 推论 1 即得。】 

定理 5 设 deg  zf 2 ，
   Qx

 ,

0 ， Q QL U U   ，   03 x
内  yfm 的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0 k

k
k

kkkl
mm yyyyayf   

                04 x  

其次数 klK 2 1 ，其中 l和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0ma ，

k ,,, 21  均为实数，则 

1) l U U   ，其中 0l 时，   00 xf ； 1l 时，   00 xf ，
   fx

 ,

0 。 

2) Q QK L U U    ，      1

2
Q Q M Mk U U U U U U     

        ，其中      1, ' zfzf

0ma

0ma
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时， Q QK L U U    ，      1

2
Q Q M Mk U U U U U U     

        。 

证明 1) 由题设则 0是   04 x
的 l重根，由第三章§2 定理 5，则 0xz  是   0zf 的 l重

根，再由定理 4 推论 1 即得。 

2) 由题设则   0x ，   0Q ，   00 xQ ，   0Q ， 0xx  是   0xQ 的 L重

根，   04 x
的次数为 K ，由第三章§2 定理 3，则 K L ，其中      1, ' zfzf 时， K L 。

由第六章§1 定理 1 推论 1 和§2 定理 1 推论，则      zMzfzQ 2 且 

   2Q Q M MU U U U U U          。 

又 Q QL U U   ， l U U   ， klK 2 ，于是 Q QK L U U    ，而 

         1 1 1

2 2 2
Q Q M Mk K l L l U U U U U U     

             

其中      1, ' zfzf 时， Q QK L U U    ，而 

         1 1 1

2 2 2
Q Q M Mk K l L l U U U U U U     

            。】 

推论 1 设 deg  zf 2 ，      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ， Q QL U U   ，  03 x
内  yfm

的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0 k

k
k

kkkl
mm yyyyayf   

               04 x  

其次数 klK 2 1 ，其中 l和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0ma ，

k ,,, 21  均为实数，则 Q QK L U U    ，      1

2
Q Q M Mk U U U U U U     

        ，

l U U   0 或1，其中 0l 时，   00 xf ； 1l 时，   00 xf ，
   fx

 ,

0 。 

证明 由题设可知 0xz  是   0zf 的 l重根，再由定理 4 推论 2 和定理 5 即得。】 

设 deg  zf 2 ，      1, ' zfzf ，若无法求得
   Qx

 ,

0 的精确值 a，可设   03 x
内

 yfm 的标准式为   04 x
，根据推论 1，由 

Q QK L U U    ， l U U   ，      1

2
Q Q M Mk U U U U U U     

         

就可求得  yfm 的次数 klK 2 中 K ， l， k 的具体数值，这就为   0zf 的近似解法

创造了有利条件。 
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推论 2 设 deg  zf 2 ，      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ， Q QL U U   为奇数，

l U U   1 ，则   00 xf ，
   fx

 ,

0 ，   03 x
内  yfm 的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0 k

k
k

kkk
mm yyyyayf   

   

其中    1
1

2
Q Q M Mk U U U U   

       0 ， 00 ma ， 0k ，且 0ma ， k ,,, 21  均为

实数。 

证明 在推论 1 中令 l U U   1 即得。】 

推论 3 设 deg  zf 2 ，      1, ' zfzf ，
   Qx

,

0 ， Q QL U U   为偶数，l U U  

0 ，则   00 xf ，   03 x
内  yfm 的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0 k

k
k

kkk
mm yyyayf   

   

其中    1

2
Q Q M Mk U U U U       1 ， 00 ma ， 0k ，且 0ma ， k ,,, 21  均为实数。 

证明 在推论 1 中令 l U U   0 即得。】 

定理 6 设 deg  zf 2 ，
   Qx

 ,

0 ，
   Mx

 ,

0 ， *
M ML U U   ， l为非负

整数， 0xz  是   0zf 的 l重根，   0*3 x
内  2*

* yf
m

的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0

2* *

** k
k

k
kkkl

mm
yyyyayf   

              0*4 x  

其关于 2y 的次数
*

*

2

l
K k  1 ，其中 k 为非负整数， *l 为 0 的偶数，但 k 和 *l 不能同

时为零， 0
0* 

m
a ， 0k ，且 km

a  ,,,, 210*  均为实数，则 

1) l U U   ，其中 0l 时，   00 xf ； 1l 时，   00 xf ，
   fx

 ,

0 。 

2) *
*

M MK L U U    ，当 l 为 0 的偶数时， *l l ，    1

2
M Mk U U U U       ；

当 l为奇数时， * 1l l  ，    1
1

2
M Mk U U U U        ，其中      1, ' zfzf 时， * 0l  ，

*
*

M Mk K L U U     。 

证明 1) 由定理 4 推论 1 即得。2) 由题设则   0x ，   00 xM ， 0xx  是

  0xM 的 *L 重根，0是   0*4 x (关于 2y )的
*

2

l
重根，   0*4 x

关于 2y 的次数为 *K ，由第五
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章§2 定理 3，则 *
*K L ，其中      1, ' zfzf 时， *

*K L 。于是 *
*

M MK L U U    ，又

0xz  是   0zf 的 l重根，由 1) l U U   ，根据第五章§2 定理 9，则当 l为 0 的偶数

时， 是   0*4 x
的

2

l
重根， *l l ，故    

*
*

*

1

2 2 2
M Ml l

k K L U U U U           ；当 l为奇

数时， 是   0*4 x
的

1

2

l 
重根， 1*  ll ，故    

*
*

*

1 1
1

2 2 2
M Ml l

k K L U U U U   


         。

其中      1, ' zfzf 时， *
*K L ， 0l 或1，于是 * 0l  ，则 *

*
M Mk K L U U     。】 

若 deg  zf 2 ，则有      zMzfzQ 2 ，于是在实际应用上述定理时，根据第六

章§2 相关知识可以更灵活处理
   Qx

 ,

0 ， ，
   fx

 ,

0 三者之间

的关系。 

推论 设 deg  zf 2 ，      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ，
   Mx

 ,

0 ， *
M ML U U   ，

l为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l重根，则   0*3 x
内  2*

* yf
m

的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0

2*
** k

k
k

kkk
mm

yyyayf   
               0*4 x  

其中 *
M Mk L U U    ， 0

0* 
m

a ， 0k ，且 km
a  ,,,, 210*  均为实数，l U U   ，

0l  或1，其中 0l 时，   00 xf ； 1l 时，   00 xf ，
   fx

 ,

0 。 

证明 由题设则 0l 或1，再由定理 6 即得。】 

定理 6 推论为   0zf 的另一种近似解法创造了有利条件。不难发现，当

     1, ' zfzf 时，定理 5 和定理 6 (包括推论)中的 k 均满足 M Mk U U   。 

0

0

   Mx
 ,

0

1
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第八章 
方程复根隔离的基本思想与统一解法 

§1 卢斯判别法与卢斯表格 

设多项式   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ，其中 n  1 ， 00 a ， Ra j  ，

0,1, 2, ,j n  。为便于阐述，本章  zf 均为此式，且首项系数 00 a 。若 nzzz ,,, 21  是

方程   0zf 在 z 平面上的所有根，由总根号定义，则  ),,,,(,,, 11021 nnn aaaazzz   。 

在前几章基础上，本章用方程分根号和同实部根全集根号解决   0zf 求复根问题。

令 Ra ， iyaz  ，则由第三章可知 

         yfiyfiiyFiyFiyaf nn
1

1
010

     yifyfin
10              a1  

其中点 a 的    yfyf 10 , 分别为 

   
     

 
  
 

   
  
 

  
 

  
 















































5
5

3
3

1
1

11

4
4

2
2

00

!5!3!1
,

!4!2!
,

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

y
n

af
y

n

af
y

n

af
yafyf

y
n

af
y

n

af
y

n

af
yafyf

 

 yf0 的首项系数
  

0
! 0  a

n

af n

，    yfyf 10 , 为奇偶函数。 

由  a1 可以得到实系数多项式方程组 

 
 







0
0

1

0

yf
yf                                  a2  

要设立分根号，必须先解决复根的隔离问题，为此作点 a 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆

序列 

        yfyfyfyf m,,,, 210                        a3  

 a3 内均为实系数多项式，  yfm 是    yfyf jj 1,  的 大公因式(  1,,2,1,0  mj  )； a3

内的函数交替为奇偶函数，  yfm 为偶或奇函数。记 

  
!00 n

af
a

n

 ，
  
 !2

2

01 




n

af
a

n

，
  
 !4

4

02 




n

af
a

n

，  



第八章    方程复根隔离的基本思想与统一解法 

 

 
309 

  
 !1

1

10 




n

af
a

n

，
  
 !3

3

11 




n

af
a

n

，
  
 !5

5

12 




n

af
a

n

，  

其中
  

0
! 000  a

n

af
a

n

，从而将  a3 写成 

    4
02

2
01000

nnn yayayayf  

    5
12

3
11

1
101

nnn yayayayf  

  
    4

2
2

10
K

m
K

m
K

mm yayayayf  

后的 K 次多项式  yfm 是    yfyf 10 , 的 大公因式。 

为了判断   0zf 在 z 平面的虚轴及其右半平面上有没有根以及有几个根，引进的

卢斯判别法就要用 0a 时的施图姆序列  03 。卢斯判别法的证明，需要用到公式 

1
( )

2
r n V V     

作者研究发现该公式及其证明方法  6 也适用于复系数代数方程。 

n 次方程   0zf 在 z 平面上有 n 个根，可将它们表示为 nzzz ,,, 21  (其中可能会有

重根)，于是       nzzzzzzazf  210  ( 0 0a  ) 

设在虚轴上没有   0zf 的根，则 

  0f iy  ， 0 jziy ， y    ， 1,2, ,j n  。 

由于复数乘积的辐角等于各因子辐角的和，故    
1

arg arg
n

j
j

f iy iy z


  。 

当 y从  变到  时，把 y的角度函数  y 的增量记作  ，则 

          ，    
1

arg arg
n

j
j

f iy iy z


    。 

假如根 jz 在虚轴的右半平面上，则矢量 jiy z 是从 jz 到虚轴上动点 iy 的矢量，当 y

从  变到  ，它的辐角从
2


增加到 

2

3
，于是  arg jiy z    。 

假如 jz 在虚轴的左半平面上，则  arg jiy z     。 

设在虚轴的右半平面上有 r 个根，在虚轴的左半平面上有 l 个根， l r n  ，于是

有 

   
1

1 1
arg arg

n

j
j

f iy iy z
 

      2r l r n r r n        
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在虚轴的右半平面上的根的个数为：  1 1
[ arg ]

2
r n f iy


    

为求 r ，记    1
argf z f iy


  ，        0 1[ ]n nf iy i f y if y i y   ，其中 

   
     

 
  
  





 





4
4

2
2

00 !4

0

!2

0

!

0
,0 n

n
n

n
n

n

y
n

f
y

n

f
y

n

f
yfyf  

  4
4

2
20

nnn yayaya  

   
  
 

  
 

  
  








 








5
5

3
3

1
1

11 !5

0

!3

0

!1

0
,0 n

n
n

n
n

n

y
n

f
y

n

f
y

n

f
yfyf  

  5
5

3
3

1
1

nnn yayaya  

且 00 a ，该    yfyf 10 , 即为点 0 的    yfyf 10 , ，而      0 1y f y if y   。 

由于      yiiyf n argargarg  ， ni 为常数， 0 ni ，故 

   1
argf z f iy


   1

arg y


   

当 y从  变到  时，研究    argy y  的增量可改为研究    
 

0

1

cot
f y

y
f y

   的正

负变化情况。设 cot 在虚轴上从正变到负共有 次，从负变到正共有  次，则 

 f z     

当 cot 从正变到负时，     yfyf 10 , 从异号变为同号损失一次变号；当 cot 从负变到

正时，     yfyf 10 , 增加一次变号。作点 0 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

        yfyfyfyf m,,,, 210                              03  

令         yfyfyfyfVV my ,,,, 210  ，则当 y从  变到  时，施图姆序列  03 损失的

变号数是由  yf0 的实零点引起的，中间函数的实零点对于变号数的改变无影响，由于

已设   0f iy  ，所以  yfm 没有实零点，于是有 

  VV  。故V V          1
argf z f iy


   

将其代入  1 1
[ arg ]

2
r n f iy


   ，则有

1
( )

2
r n V V    。 

由该公式可得实系数 n 次代数方程   0zf 的卢斯判别法[6] 

卢斯判别法之一： n 次方程   0zf 在 z 平面的虚轴及其右半平面上没有根的充要
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条件是：在施图姆序列  03 内m n ，每个多项式的次数比前一个低一次，且首项系数

都是正数。 

证明 如果在  03 内 nm  ，每个多项式的次数比前一个低一次，且首项系数都是

正数，那么首先，    yfyf nm  是非零常数，      1, 10 yfyf ，因此 0 是   0zf 的互素

点，由第三章§2 定理 2 推论 3 和定理 7，则  0 0Q  ，   0zf 在直线 0x (即虚轴)上

没有根；其次，由于 1n 个首项系数都是正数，则V n  ， 0V  ，由
1

( )
2

r n V V   

可得 0r  。所以   0zf 在虚轴及其右半平面上没有根。 

反过来，如果 n 次方程   0zf 在虚轴及其右半平面上没有根，那么

1
( )

2
r n V V    中 0r  ，可得V V n   。而 0 yV n  ，因此必有V n  ， 0V  。

于是在  03 内必须满足 nm  ，每个多项式的次数比前一个低一次，且首项系数都是正

数。】 

卢斯判别法之二：n 次方程   0zf 在施图姆序列  03 内m n ，每个多项式的次数

比前一个低一次，则   0zf 在 z 平面的虚轴上没有根，在其右半平面上的根的个数等

于 1n 个首项系数组成的序列的变号数。 

证明 由题设则    yfyf nm  是非零常数，0 是   0zf 的互素点，   00 Q ，   0zf

在虚轴上没有根；不妨设在  03 内 1n 个多项式首项系数组成的序列的变号数为V ，

则 VV  ， VnV  ， nVVV   2 ，于是由
1

( )
2

r n V V    可得 Vr  。】 

卢斯判别法之三：设 K 为正整数，则 n 次方程   0zf 在 z 平面的虚轴上有 K 个根，

在其右半平面上没有根的充要条件是：在施图姆序列  03 内 Knm  ，每个多项式的

次数比前一个低一次，且首项系数都是正数， 后的 K 次方程  04 有 K 个实根，这 K 个

实根就是   0zf 在虚轴上的 K 个根的虚部。 

证明 假如   00 Q ，则 0 是   0zf 的非互素点，  03 内  yfm 的次数 1K 。  yfm

是    yfyf jj 1,  的 大 公 因 式 (  1,,2,1,0  mj  ) ， 且   01  yfm ， 于 是 可 设

     yfygyf mjj  ，  1,,2,1,0  mj  。 
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根据预章定理 2 推论 2 则
 
 







0
0

1

0

yf
yf

有解。而 

     
     







yfygyf
yfygyf

m

m

11

00 (即
     
     







yfygyf
yfygyf

m

m

,0,0,0
,0,0,0

11

00 ) 

根据预章定理 5，则
 
 







0
0

1

0

yg
yg

无解，      1, 10 ygyg ，于是 

  zf  iyf     yifyfin
10       0 1[ ]n

mi g y ig y f y   

令    yfiiyF m
K

m  ，   zg       yigygiiyg Kn
10   ，则有      iyFiygiyf m ，于是 

     zFzgzf m  

其中  zg 为点 0 的  zg ，   zFm    yfiiyF m
K

m  ，  zFm 为实系数 K 次多项式，  zg 为

实系数 Kn  次多项式。由于        yfyfyqyf jjjj 21   ，即       yfyfremyf jjj 12 ,   ，

 1,,2,1,0  mj  ，   01  yfm 。又      yfygyf mjj  ，  1,,2,1,0  mj  ，故 

             yfygyfygyqyfyg mjmjjmj 21    

又  yfm  0 ，于是        ygygyqyg jjjj 21   ，即       ygygremyg jjj 12 ,   ，

 1,,2,1,0  mj  ，   1ygm ，   01  ygm 。因此 

        ygygygyg m,,,, 210                         03  

即为方程   0zg 在点 0 的以    ygyg 10 , 为基的施图姆序列，其中   1ygm 。 

证充分性。如果 n 次方程   0zf 在其  03 内 Knm  ，每个多项式的次数比前一

个低一次，且首项系数都是正数， 后的 K 次方程  04 有 K 个实根，这 K 个实根就是

  0zf 在虚轴上的 K 个根的虚部，其中 K 为正整数，那么   00 Q ，于是由 

     yfygyf mjj  ，  1,,2,1,0  mj  。 

可知， Kn  次方程   0zg 在其  03 内 Knm  ，每个多项式的次数比前一个低一次，

且首项系数都是正数，根据卢斯判别法之一，则   0zg 在 z 平面的虚轴及其右半平面

上没有根。而    yfiiyF m
K

m  ， K 次方程   0zFm 在 z 平面虚轴上有 K 个根，由

     zFzgzf m 可知，   0zf 在 z 平面的虚轴上有 K 个根，在其右半平面上没有根。 

再证必要性。如果 n 次方程   0zf 在 z 平面的虚轴上有 K 个根，在其右半平面上

没有根，其中 K 为正整数，那么 0 是   0zf 复根的 大实部点，   00 Q ，   0zf 在 z
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平面上关于点 0 严格对称的根的个数为 K ，由第三章§4 定理 2 推论，则  04 的次数为 K 。

由第三章§3 定理 12，则 K 次方程  04 有 K 个实根，这 K 个实根就是   0zf 在虚轴上

的 K 个根的虚部。而    yfiiyF m
K

m  ，故 K 次方程   0zFm 在 z 平面虚轴上有 K 个根，

由      zFzgzf m 可知， Kn  次方程   0zg 在 z 平面的虚轴及其右半平面上没有根，

根据卢斯判别法之一则   0zg 在其  03 内 Knm  ，每个多项式的次数比前一个低一

次，且首项系数都是正数。由 

     yfygyf mjj  ，  1,,2,1,0  mj   

(其中  yf0 的首项系数 00 a )可知   0zf 在其  03 内 Knm  ，每个多项式的次数比

前一个低一次，且首项系数都是正数，于是命题成立。】 

根据除法规则，除去施图姆序列  a3 的零系数及交替正负号，可以得到实系数 n 次

代数方程   0zf 在点 a 的卢斯表格[6]： 

0
0

01
1

1

1202
2

2

23222120
2

2

13121110
1

1

030201000

|

|

|

|
|
|

nn

nn

nnn

n

n

n

ayf

ayf

aayf

aaaayf
aaaayf
aaaayf














 

其中
1101

1202

01

1










sjj

sjj

j
js aa

aa

a
a  

特别当 0a 时，该表格为   0zf 在点 0 的卢斯表格。 

只要将卢斯判别法的序列表述方式改为表格表述方式，就可得到实系数 n 次代数

方程   0zf 的卢斯表格判别法。 

卢斯表格判别法之一： n 次方程   0zf 在 z 平面的虚轴及其右半平面上没有根的

充要条件是：在点 0 的卢斯表格 左列的 1n 个系数均为正数。 

卢斯表格判别法之二：n 次方程   0zf 在点 0 的卢斯表格 左列的 1n  个系数都

不等于零，则   0zf 在 z 平面的虚轴上没有根，在其右半平面上的根的个数等于 左

列 1n 个系数的变号数。 

卢斯表格判别法之三：设 K 为正整数，则 n 次方程   0zf 在 z 平面的虚轴上有 K
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个根，在其右半平面上没有根的充要条件是：在点 0 的卢斯表格 左列自上而下的前

1m 个数均为正数， Knm  ，从第 2m 行开始往下的每一行系数均为零，第 1m

行系数所代表的 K 次方程  04 有 K 个实根，这 K 个实根就是   0zf 在虚轴上 K 个根的

虚部。 
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§2 复平面的水平平移变换 

设 Ra ，则 azs  是复平面的平移量为 a 的水平平移变换。在该变换下

azs  ReRe ， zs ImIm  ，z 平面的直线 ax  即为 s 平面的虚轴 0x ，于是 0a 时，

s 平面可看作是 z 平面在该变换的作用下向右水平平移了 a 单位所得到的新平面；

0a 时， s 平面可看作是 z 平面在该变换的作用下向左水平平移 a 单位所得到的新平

面。 

为了能够运用卢斯表格判别法，判断   0zf 在 z 平面与虚轴平行的直线及其右半

平面上有没有根以及有几个根，我们需要作复平面的水平平移变换。 

实系数 n 次多项式  zf 在 z 平面实轴上点 a 的泰勒展开式为 

 
    

  
         afaz

af
az

n

af
az

n

af
zf n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

  

其中
  

0
! 0  a

n

af n

，令  
     

 
   afs
af

s
n

af
s

n

af
st n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

 ，则  st 也为

实系数 n 次多项式，其首项系数
  

0
! 0  a

n

af n

。于是在水平平移变换 azs  下，有 

   
    

  
           zfafaz

af
az

n

af
az

n

af
aztst n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

  

即      zfaztst  。  st 在点 0 的泰勒展开式可写成 
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t
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n
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其中       0!0 0  anaft nn ，      aft nn 11 0    ,,    aft '' 0  ，    aft 0 。令 iys  ， 

记   
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y
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t
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n
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t
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则相应有 

           yitytiyitytiiyt nn
1010 ,0,0                   01  

该    ytyt 10 , 即为点 0 的    ytyt 10 , ，作点 0 的以    ytyt 10 , 为基的施图姆序列 

        ytytytyt m,,,, 210                           03  
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由于      aft nn 0 ，      aft nn 11 0    ,,    aft '' 0  ，    aft 0 ，可记 
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于是有 

    4
02

2
01000

nnn yayayayf ；     4
02

2
01000

nnn yayayayt ； 

    5
12

3
11

1
101

nnn yayayayf ；     5
12

3
11

1
101

nnn yayayayt ； 

  
    4

2
2

10
K

m
K

m
K

mm yayayayf ；     4
2

2
10

K
m

K
m

K
mm yayayayt 。 

可以看出：   0zf 的施图姆序列  a3 和   0st 的施图姆序列  03 实际上是同一个序列，

即    yfyt jj  ， mj ,,2,1,0  。于是有 

性质 设 Ra ，      zfaztst  ，则   0zf 的施图姆序列  a3 和   0st 的施图

姆序列  03 是同一个序列，于是   0zf 在点 a 的卢斯表格就是   0st 在点 0 的卢斯表

格。 

定理 1 设 Ra ，利用卢斯表格可以对 n 次方程   0zf 的根的位置做出如下判断： 

1)   0zf 在点 a 的卢斯表格 左列的 1n 个系数均为正数的充要条件是：

  0zf 在 z 平面的直线 ax  及其右半平面上没有根。 

2)   0zf 在点 a 的卢斯表格 左列的 1n  个系数都不等于零，则   0zf 在 z 平

面的直线 ax  上没有根，在其右半平面上根的个数等于 左列 1n 个系数的变号数。 

证明 不妨设      zfaztst  ，则   0st 也是 n 次方程，由性质，   0zf 在点 a

的卢斯表格就是   0st 在点 0 的卢斯表格，于是 1)   0zf 在点 a 的卢斯表格 左列

的 1n  个系数均为正数的充要条件是：   0st 在点 0 的卢斯表格 左列的 1n 个系数

均为正数。 

根据预章定理 6 推论 9，   0st 在 s 平面的虚轴及其右半平面上没有根的充要条

件是：   0zf 在 z 平面的直线 ax  及其右半平面上没有根。再由卢斯表格判别法之一

即得。 

2)   0zf 在点 a 的卢斯表格 左列的 1n  个系数都不等于零就是   0st 在点 0

的卢斯表格 左列的 1n  个系数都不等于零，由卢斯表格判别法之二，则   0st 在 s
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平面的虚轴上没有根，在其右半平面上根的个数等于(   0st 在点 0 的卢斯表格) 左

列 1n 个系数的变号数。根据预章定理 6 推论 6 和 7，则   0zf 在 z 平面的直线 ax 

上没有根，在其右半平面上根的个数等于(   0zf 在点 a 的卢斯表格) 左列 1n  个系

数的变号数。】 

推论 设 Ra ， aW 为非负整数，若 n 次方程   0zf 在点 a 的卢斯表格 左列的

1n 个系数都不等于零，且变号数为 aW ，则   0zf 在 z 平面的直线 ax  上没有根，

在其右半平面上的根的个数为 aW 。 

证明 由定理 1 即得。】 

定理 2 设 Ra ，K 为正整数，则 n 次方程   0zf 在 z 平面的直线 ax  上有 K 个

根，在其右半平面上没有根的充要条件是：在点 a 的卢斯表格 左列自上而下的前 1m

个数均为正数， Knm  ，从第 2m 行开始往下的每一行系数均为零，第 1m  行系

数所代表的 K 次方程  a4 有 K 个实根，这 K 个实根就是   0zf 在直线 ax  上 K 个根

的虚部。 

证明 不妨设      zfaztst  ，则   0st 也是 n 次方程，由性质，   0zf 在点 a

的卢斯表格就是   0st 在点 0 的卢斯表格，于是   0zf 在点 a 的卢斯表格 左列自上

而下的前 1m 个数均为正数， Knm  ，从第 2m 行开始往下的每一行系数均为零，

第 1m  行系数所代表的 K 次方程  a4 有 K 个实根，这 K 个实根就是   0zf 在 z 平面直

线 ax  上 K 个根的虚部的充要条件是：   0st 在点 0 的卢斯表格 左列自上而下的前

1m 个数均为正数， Knm  ，从第 2m 行开始往下的每一行系数均为零，第 1m 

行系数所代表的 K 次方程  04 有 K 个实根，这 K 个实根就是   0st 在 s 平面虚轴上 K

个根的虚部。 

根据预章定理 6 推论 10，   0st 在 s 平面的虚轴上有 K 个根，在其右半平面上没

有根的充要条件是：   0zf 在 z 平面的直线 ax  上有 K 个根，在其右半平面上没有根。 

再由卢斯表格判别法之三即得。】 

定理 3[5] 设   1
0 1 1

n n
n nf z a z a z a z a
     ( 00 a )，若   0zf 在 z 平面的虚轴

及其右半平面上没有根，则  zf 的所有系数均为正数，即 0ja ， 0,1, 2, ,j n  。 

证明 由于   0zf 的次数为 n ，则它共有 n 个复根。若   0zf 在 z 平面的虚轴及

其右半平面上没有根，则它的 n 个根均在虚轴的左半平面上，不妨设其中共有 s 个实
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根 ： jj pz   sj ,,2,1  ， 以 及 k 对 共 轭 复 根 jjj iz  1 ， jjj iz  2

( kj ,,2,1  )，其中 ksn 2 ，且 0jp  sj ,,2,1  ， 0j ， 0j  kj ,2,1 ，根

据因式分解定理有 

            22 22 2 2
0 1 2 1 1 2 2[ ][ ] [ ]s k kf z a z p z p z p z z z                 

将各因式相乘展开后，  zf 的所有系数均为正数，即 0ja ， 0,1, 2, ,j n  。】 

推论 1 若  zf 有负系数或零系数，则   0zf 在 z 平面的虚轴上或虚轴的右半平面

上有根。 

证明 由定理 3 即得。】 

推论 2 设 Ra ，若   0zf 在 z 平面的直线 ax  及其右半平面上没有根，则  zf

在点 a 的泰勒展开式  
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 及 azs  ，则 

     zfaztst  ，  st 也为实系数 n 次多项式，其首项系数
  

0
! 0  a

n

af n

。 

若   0zf 在 z 平面的直线 ax  及其右半平面上没有根，根据预章定理 6 推论 9，

则   0st 在 s 平面的虚轴及其右半平面上没有根，由定理 3，则  st 的所有系数均为正

数，即
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af
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af
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af nn
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均为正数。】 

推论 3 设 Ra ，若  zf 在点 a 的泰勒展开式有负系数或零系数，则   0zf 在 z 平

面的直线 ax  上或直线 ax  的右半平面上有根。 

证明 由推论 2 即得。】  
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§3 分根号与同实部根全集根号 

定理 1 设  ，若 n 次方程   0zf 在点 和点  的卢斯表格 左列的 1n 个系

数都不等于零，且变号数分别为W 和W ，则   0zf 在 z 平面直线 x  上和直线 x 

上都没有根，在带形区域 Re z   内共有W W  个根。 

证明 根据§2 定理 1 推论，则   0zf 在直线 x  上和直线 x  上都没有根，在

直线 x  和直线 x  右半平面上根的个数分别为 W 和 W ，于是   0zf 在

Re z   内共有W W  个根。】 

  0zf 在复平面上的所有根(含重根)组成的集合用总根号表示，而其在与虚轴平

行的一个带形区域内的所有根(含重根)所组成的集合可用一个分根号表示。 

定义 1 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，  ，   0zf 在点 和点 

的卢斯表格 左列的 1n 个系数都不等于零，且变号数分别为W 和W ，则将   0zf

在 Re z   内的W W q   个根所组成的集合记作 
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 (简写成
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 )。 

其中 Re z   在 ),,,, 110 nn aaaa （ 左上方记为  ,  ；W W  记在左下方。于是 

1) 0q  时，
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 。 

2) 1q  时，若这 q 个根为 qzzz ,,, 21  ，则  qzzz ,,, 21 
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（



。

这时 Re z   称为根 qzzz ,,, 21  的存在区域。假如W n  ， 0W  ，则有 

 1 2, , , nz z z  ),,,, 110 nn aaaa （
 

),,,,( 110

,

0 nnn
aaaa 

 


 

我们的新课题是：设 Ra ，若 n 次方程   0zf 在点 a 的卢斯表格 左列的 1n  个

系数中有零系数，该如何计算它在直线 ax  上及其右半平面上的根的个数。为此，可

将 左列的 1n  个系数中有零系数分为以下两种情况： 

( A ) 左列有零系数，但在零系数所在的行中其它系数不全为零； 

( B )卢斯表格的某一行系数均为零。 

然后对这两种情况分别进行讨论。 

1. 出现情况( A )时，《自动控制原理》教材通常用一个无穷小的正数来代替这
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个零，从而使点 a 的卢斯表格可以继续运算下去(否则下一行会出现 ) 。由此得到的

卢斯表格 左列的 1n  个系数都不等于零，其变号数 aW 即为   0zf 在直线 ax  右半

平面上的根的个数，而求在直线 ax  上根的个数则需要作点 a 的以    yfyf 10 , 为基的

施图姆序列 

        yfyfyfyf m,,,, 210                         a3  

设  yfm 的次数为 K ，于是 

1) 若 0K  ，则 a 是   0zf 的互素点，   0aQ ，   0zf 在直线 ax  上没有根。 

2) 若 1K  ，则 a 是   0zf 的非互素点，   0aQ ，点 a 的以    yfyf mm
', 为基的施

图姆序列的标准型和扩展型在点 y  Ry 的变号数分别记为 mf
yV 和 mf

yU ，于是

0 
mm ff VV 时， 0 

mm ff UU ， a4 没有实根，a 是   0zf 复根的非实部点，   0zf

在直线 ax  上没有根； 11   kVV mm ff 时，设 a
ff kUU mm   ，则  a4 有 1k 个各不相

同的实根，包含重根则有 ak 个实根，a 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在直线 ax  上

有 1k 个各不相同的根，包含重根则有 ak 个根。 

2. 出现情况( B )时，从该行开始往下的每一行系数均为零，利用点 a 的卢斯表格

不仅可以判断   0zf 在直线 ax  右半平面上根的个数，还可计算其在直线 ax  上根

的个数，方法如下： 

设卢斯表格从第 2m 行开始往下的每一行系数均为零，则第 1m  行系数所代表

的多项式  yfm 是    yfyf 10 , 的一个 大公因式，其次数 1K  ，a 是   0zf 的非互素点，

  0aQ 。在《自动控制原理》教材中，将  yfm 作为辅助多项式，先求  yfm 对 y的导

数  yfm
' ，并用  yfm

' 的系数替换第 2m  行的零系数，再继续计算卢斯表格。若又出现

某行系数均为零的情况，则照此办理。这样得到的点 a 的卢斯表格 左列的 1n  个系

数都不等于零，其 左列系数的变号数 aW 即为   0zf 在直线 ax  右半平面上的根的

个数。 

这样做事实上是在构建点 a 的以    yfyf mm
', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型：

点 a 的卢斯表格从第 1m  行开始往下的每一行系数都相应代表标准型或扩展型序列中

的一个多项式，于是与 1. 2)相同， 0 
mm ff VV 时， 0 

mm ff UU ， a 是   0zf 复根

的非实部点，   0zf 在直线 ax  上没有根； 11   kVV mm ff 时，设 a
ff kUU mm   ，
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则 a 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在直线 ax  上有 1k 个各不相同的根，包含重根

则共有 ak 个根。 

假如出现情况( B )按上述方法处理又出现情况( A )，则用无穷小正数来代替这个

零，使表格可继续运算下去。由此得到的卢斯表格，其 左列系数的变号数 aW 即为

  0zf 在直线 ax  的右半平面上根的个数。然后作点 a 的以    yfyf mm
', 为基的施图姆

序列的标准型和扩展型，计算   0zf 在直线 ax  上根的个数。 

对实轴上的任意点 a ，上述讨论解决了   0zf 在点 a 的卢斯表格 左列系数中有

零系数情况下如何继续计算表格的问题。在以后的表述中不再提起 左列系数原来是

否有零系数，而只说 左列系数的变号数为 aW ，相信不会引起混淆。 

由点 a 的卢斯表格和  a3 内的  yfm 可分别求得与   0zf 复根有关的两个数：一个

是 aW ，另一个是 ak 。 aW 反映的是   0zf 在直线 ax  右半平面上的根的个数，当且仅

当 0aW  时，   0zf 在直线 ax  的右半平面上没有根。 ak 表示   0zf 在直线 ax  上

根的个数(含重根)，当且仅当 0ak 时，   0zf 在直线 ax  上没有根，其中   0aQ 时，

a 是   0zf 的非互素点，  yfm 的次数 1K ，则 mm ff
a UUk   ；   0aQ 时， a 是

  0zf 的互素点，  yfm 的次数 0K ，   0zf 在直线 ax  上没有根，即 0ak 。 

于是找到了判定   0zf 在 z 平面与虚轴平行的任意一条直线上及其右半平面上

有没有根以及有几个根的方法，写成命题则有 

引理 设 Ra ，则   0zf 在 z 平面直线 ax  上根的个数为 ak ，在其右半平面上根

的个数为 aW 。 

定理 2 设  ，则   0zf 在 Re z   内共有  W W k    个根。 

证明 根据引理，则   0zf 在直线 x 的右半平面上根的个数为 aW ，在直线 x 

上及其右半平面上根的个数合计为W k  ，于是在 Re z   内共有  W W k    个

根。】 

定理 2 给出了判定   0zf 在 z 平面与虚轴平行的任意一个带形区域内有没有根以

及有几个根的方法，于是有 

定义 2 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，则将   0zf 在 Re z   内

的  W W k    q 个根组成的集合记作 
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其中 Re z   在 ),,,, 110 nn aaaa （ 左上方记为  ,  ；  W W k    记在左下方。

于是 

1) 0q  时，  
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2) 1q  时，若这 q个根为 qzzz ,,, 21  ，则 

 qzzz ,,, 21   
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这时 Re z   为根 qzzz ,,, 21  的存在区域，若 0k  ，则  W W k    中的 k 可以不

写，即 qzzz ,,, 21 
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定理 3 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，若  ，   0Q ，   0Q ，

则 0k  ， 0k  ，   0zf 在 Re z   内共有W W  个根。若 1W W q    ，则

1Q QV V   ，   0zf 复根在区间   , 内至少有一个实部点，将这 q个根设为 qzzz ,,, 21  ，

则 

 qzzz ,,, 21 
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WW





,

 ) 

证明 由题设则 和  都是   0zf 的互素点，故 0k  ， 0k  ，由定理 2，则   0zf

在 Re z   内共有W W  个根。若 1W W q    ，则   0zf 在 Re z   内至少

有一个根，设为 111 iyxz  ，其中 Rx 1 ， Ry 1 且   11Re xz ，于是 111 iyxz 

是   0zf 在直线 1xx  上的根，由第三章§2 定理 6 推论 6 和定理 2，则 1y 是   14 x 的实

根，   01 xQ ，又   1x ，故 1Q QV V   ， 1x 是   0zf 复根在   , 内的一个实部

点。再由定义 2 即得。】 

推论 设   ，   0Q ，   0Q ，若 0Q QV V   ，则 0W W   。 

证明 由定理 3 即得。】 

由推论，若   0xQ 在   , 内没有根，则   0zf 在 Re z   内没有根。 

定理 4 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，
   Qx

 ,

0 ，W W q   ，

则   0zf 在 Re z   内共有 q个根，于是 0q  时， 0x 是   0zf 复根的非实部点，
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且 
 

),,,, 110

,

nnWW
aaaa 

（



(

   f
WW





,

 )  。 

1q  时， 0x 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在   zRe 内的 q个根都在直线 0xx 

上，将这 q个根设为 qzzz ,,, 21  ，则 qzzz ,,, 21 
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其中 qzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面上以 0x 为实部的所有同实部根，由它们全体所组成

的集合
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即为实部点 0x 的同实部根全集。 

证明 由题设则  ，   0Q ，   0Q ，再由定理 3，第七章§3 定理 2 和 3 及

其推论即得。】 

下面给出同实部根全集根号定义 

定义 3 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，  Qx
],[

0


 ， qWW   ，

1q ，则将   0zf 在 Re z   内直线 0xx  上的 q个根组成的集合记作 

 
),,,, 110 nnWW

aaaa 
（

， 


 (简写成

   f
WW





,

 ) 

它是   0zf 复根的实部点 0x 的同实部根全集，其中  ,  表示带形区域 Re z  

是   0zf 在直线 0xx  上的 q个根的隔离区域，竖在  ,  外边的“ ”表示实部点 0x

的同实部根已经与其它实部点的同实部根隔离的意思，于是也称  ,  是实部点 0x

的同实部根的隔离区域，记在 ),,,, 110 nn aaaa （ 左上方；W W  记在左下方。若这 q个

根为 qzzz ,,, 21  ，则 qzzz ,,, 21 
 

),,,, 110 nnWW
aaaa 

（
， 


(

   f
WW





,

 ) 

推论 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，
   Qx

 ,

0 ， qWW   ，

则   0zf 在 Re z   内共有 q 个根，于是 1q  时， 0x 是   0zf 复根的实部点，

  0zf 在 Re z   内的 q个根都在直线 0xx  上，将这 q个根设为 qzzz ,,, 21  ，则 

 qzzz ,,, 21 
 

),,,, 110

,

nnWW
aaaa 

（




 
),,,, 110 nnWW

aaaa 
 （

， 


 

(简写成 qzzz ,,, 21 
   f

WW





,


   f

WW





,

 ) 

其中 qzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面上以 0x 为实部的所有同实部根，由它们全体所组成
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的集合
 

),,,, 110 nnWW
aaaa 

（
， 


即为实部点 0x 的同实部根全集。 

证明 由定理 4 和定义 3 即得。】 

全集根号还有另一定义 

定义 4 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，
   Qx

 ,

0 ，点 0x 的以

   yfyf mm
', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型在点 y  Ry 的变号数分别记为 ,

mf
yV

和 mf
yU ，

0

m mf f
xk U U   。若

0
1xk  ，则 0x 是   0zf 复根的实部点，将   0zf 在 z 平面

直线 0xx  上的
0xk 个根组成的集合记作 

),,,,( 110
0

0
nn

x

k
aaaa

x
  (简写成  f

x

kx

0

0
) 

它是实部点 0x 的同实部根全集，直线 0xx  称为根的存在线，在 ),,,, 110 nn aaaa （ 左上

方记为 0x ；
0xk 为根的个数，记在 ),,,, 110 nn aaaa （ 左下方。若这

0xk 个根为
0

,,, 21 xkzzz  ，

则 

 
0

,,, 21 xkzzz  ),,,,( 110
0

0
nn

x

k
aaaa

x
  (  f

x

kx

0

0

 ) 

定义 4 中，   0x ，   00 xQ ，若   00 xf ，则 0xz  是   0zf 的实根，否则

0xz  是   0zf 在直线 0xx  上的 0

2
xk
对共轭根的实部。若      1, ' zfzf ，根据第三章§7

定理 5 推论 2，则   04 x 的所有复根各不相等，即   04 x 没有重根，      1, ' yfyf mm ，故

点 0x 的以    yfyf mm
', 为基的施图姆序列的扩展型=标准型，在点 y  Ry 的变号数有

m mf f
y yU V 。 

定理 5 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，
   Qx

 ,

0 ， qWW   ，

  0zf 在 z 平面直线 0xx  上共有
0

m mf f
xk U U   个根，则 

1) 
0

m mf f
xk U U   W W q    ； 

2) 1q  时，   0zf 在直线 0xx  上共有
0xk q 个根，将这 q个根设为 qzzz ,,, 21  ，

则有 qzzz ,,, 21 
 

),,,, 110 nnWW
aaaa 

（
， 


),,,,( 110

0

nn

x

q
aaaa   。 
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(简写成 qzzz ,,, 21 
   f

WW





,

  f
x

q

0 ) 

其中 qzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面上以 0x 为实部的所有同实部根，由它们全体所组成

的集合是   0zf 复根的实部点 0x 的同实部根全集，它既可用
 

),,,, 110 nnWW
aaaa 

（
， 



表示，也可用 ),,,,( 110
0

nn

x

q
aaaa  表示。 

证明 1) 由题意根据定理 4，则 0q  时， 0x 是   0zf 复根的非实部点，于是

  0zf 在直线 0xx  上没有根，
0

0m mf f
xk U U    ，故

0

m mf f
xk U U   0W W q     。

1q 时， 0x 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在 Re z   内的 q个根都在直线 0xx 

上，。故 qWW   
0

m mf f
xk U U   。总之，

0

m mf f
xk U U   W W q    。 

2) 1q 时，由 1) 则   0zf 在直线 0xx  上共有
0xk q 个根，将这 q个根设为 

qzzz ,,, 21  ，由定义 4，则  
0

,,, 21 xkzzz   qzzz ,,, 21  ),,,,( 110
0

nn

x

q
aaaa   。 

再由定理 4推论，就有 qzzz ,,, 21   
),,,, 110 nnWW

aaaa 
（

， 


),,,,( 110

0

nn

x

q
aaaa   于

是命题成立。】 

综上所述，设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，
   Qx

 ,

0 ， qWW   ，

1q ，则 0x 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上共有
0xk q 个根，将

这q个根设为 qzzz ,,, 21  ，则 qzzz ,,, 21 
 

),,,, 110 nnWW
aaaa 

（
， 


),,,,( 110

0

nn

x

q
aaaa   。 

(简写成 qzzz ,,, 21 
   f

WW





,

  f
x

q

0 ) 

根据第三章§3 定理 12，则   04 x 共有 q个实根，这 q个实根就是   0zf 在直线 0xx  上

的 q个根的虚部。 

定理 6 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )， b 为有限实数，结式  Q x 

2 2

2 2

1
0 1 1

n n

n n
A x A x A x A


    ，

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


，令 bzs  ， 

 
     

 
   bfs
bf

s
n

bf
s

n

bf
st n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

  

  0st 在点 b 和点 b  的卢斯表格 左列系数的变号数分别记为 t
bW 和 t

bW  ，则 

1) t t
b bW W W W       ； 
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2)  qzzz ,,, 21 
 

),,,, 110 nnWW
aaaa 

（
， 


),,,,( 110

0

nn

x

q
aaaa   的充要条件是：

    qq sssbzbzbz ,,,,,, 2121   

 
     

 
   















 

bf
bf

n

bf

n

bf nn
bb

WW t
b

t
b

,
!1

,,
!1

,
!

'1
,







     
 

   















bf
bf

n

bf

n

bf nn
bx

q

,
!1

,,
!1

,
!

'1
0

  

证明 由题设则      zfbztst  。又
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  

    Q
 ,

 ，根

据第一章§3 定理 1，则 0 0x b s  

       
 

   



















bQ
bQ

n

bQ

n

bQ nn
bb

,
!1

,,
!1

,
!

'

2

1

2

,
22





 

1) 根据预 章定理 6 推论 3，则   0zf 在 Re z   内根的个数等于   0st 在

Reb s b     内根的个数。根据定理 4，即 t t
b bW W W W       。 

2) 证必要性。若  qzzz ,,, 21 
 

),,,, 110 nnWW
aaaa 

（
， 


),,,,( 110

0

nn

x

q
aaaa   ，则

1W W q    ，由定理 4 推论，则 0x 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在 Re z   内

的 q个根 qzzz ,,, 21  都在直线 0xx  上，由 1)，则 1t t
b bW W q     ，由定理 4 推论及预

章定理 6 推论 3，则 bxs  00 是   0st 复根的实部点，   0st 在 Reb s b     内

的 q个根 bzs  11 ， bzs  22 ,, bzs qq  都在直线 bxx  0 上，根据定理 5，  0st

在 s 平面直线 bxx  0 上共有
0x bk q  个根，而且 

    qq sssbzbzbz ,,,,,, 2121 
 

 
     

 
   















 

bf
bf

n

bf

n

bf nn
bb

WW t
b

t
b

,
!1

,,
!1

,
!

'1
,







     
 

   















bf
bf

n

bf

n

bf nn
bx

q

,
!1

,,
!1

,
!

'1
0



 
再证充分性。若     qq sssbzbzbz ,,,,,, 2121 

 

 
     

 
   















 

bf
bf

n

bf

n

bf nn
bb

WW t
b

t
b

,
!1

,,
!1

,
!

'1
,







     
 

   















bf
bf

n

bf

n

bf nn
bx

q

,
!1

,,
!1

,
!

'1
0

  

则 1t t
b bW W q     ，由定理 4 推论，则 bxs  00 是   0st 复根的实部点，   0st 在

Reb s b     内的 q个根 bzs  11 ， bzs  22 ,, bzs qq  都在直线 bxx  0 上。

由 1)，则 1W W q    ，由定理 4 推论及预 章定理 6 推论 3，则 0x 是   0zf 复根的实
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部点，   0zf 在 Re z   内的 q 个根 qzzz ,,, 21  都在直线 0xx  上，根据定理 5，

  0zf 在直线 0xx  上共有
0xk q 个根，而且 

 qzzz ,,, 21 
 

),,,, 110 nnWW
aaaa 

（
， 


),,,,( 110

0

nn

x

q
aaaa   。】 
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§4 复根隔离的基本思想和系列根号的同步计算 

设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，在 z 平面的实轴上任意取一点 a，结

式   2 2

2 2

1
0 1 1

n n

n n
Q x A x A x A x A


     ，若 a是   0Q x  的实根，则 a是   0zf 的非互

素点，否则 a是   0zf 的互素点。假设   0Q x  各不相同的实根个数为 H ，那么   0zf

的非互素点个数也为 H ( 2H n )，在实轴上除了这 H 个非互素点外，其余都是   0zf

的互素点。于是在实轴上任取一点 a，则 a恰好是   0zf 的非互素点的可能性极低(几

乎为零)，而 a是   0zf 的互素点的可能性却极高(几乎是百分之百)。 

在 z 平面上，我们称实轴上的区间  , 是与带形区域   zRe 相对应的区间，

而带形区域   zRe 是与区间  , 相对应的区域。 

复根隔离的基本思想：首先，找到 n次方程   0zf 的 n 个复根 nzzz ,,, 21  的存在

区域   zRe ，其中  , 均为有限实数，   0Q ，   0Q ，W n  ， 0W  ，于

是有 

 1 2, , , nz z z  ),,,, 110 nn aaaa （
 

),,,,( 110

,

0 nnn
aaaa 

 


 

其次，对带形区域   zRe 进行分割及判断，假设在区间   , 内取到的分割

点都是   0zf 的互素点，计算其相应的卢斯表格，就可将   zRe 分割成若干个

带形的子区域，在每个子区域内   0zf 根的个数可以简单计算。若在某个子区域内

  0zf 根的个数为零，则把该子区域舍去，剩下的每个子区域内都含有   0zf 若干

个根，组成的集合可用分根号表示。然后在剩下区域相对应的区间内，判断   0Q x  各

不相同的实根个数。 

1. 若为 1，则   0Q x  在该区间内只有一个实根，它是   0zf 复根的实部点，该

区域内   0zf 的复根都在通过该实部点并且与虚轴平行的直线上，它们具有相同的实

部，于是该区域为   0zf 复根的该实部点的同实部根的隔离区域； 

2. 若大于 1，则对该区域继续进行这种分割判断工作，直到每个子区域(都含有

  0zf 若干个根)相对应的区间内，   0Q x  各不相同的实根个数都为 1 为止，其各区

域都是   0zf 复根各实部点的同实部根的隔离区域。 

利用卢斯表格和   0Q x  以及施图姆定理，对   0zf 的 n个复根的存在区域所进

行的这种分割判断工作，其实际效果是将   0zf 的所有复根按实部大小进行分割、分
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类，并不断地将实部相等的复根归为一类的过程，而且只要经过有限多次的分割判断

就能找到 复根所有实部点的同实部根的隔离区域  ,j j  ， ，其中

J H 且 nJ  ， 1 1 2 2 J J           ，使得 

 1 2, , , nz z z  ),,,, 110 nn aaaa （
 

),,,,( 110

,

0 nnn
aaaa 

 
  

),,,,( 110

1

,
nn

J

j
WW aaaajj

jj



  


 

其中   0jQ   ，   0jQ   ， 1
j j

Q QV V   ， 1
j j jW W q    ， 1,2, ,j J  。于是   0zf

复根的所有实部点为 

 
),,,,( 22 110

,

nnj AAAAx
jj

 


(
   Q

jj  ,
 )， 1,2, ,j J   

其中 jx 是   0xQ 的
j j

Q Q
jL U U   重根。   0zf 复根的非实部点的个数为 H J 。 

在实部点 jx 的同实部根全集
 

),,,, 110 nnWW
aaaa

jj

jj


（
， 


中，   0zf 复根(含重根)的

个数
j jjq W W   ， 1,2, ,j J  。这 jq 根都在 z 平面直线 jxx  上，由§3 定理 5，   0zf

在直线 jxx  上共有
jx jk q 个根，且

 
),,,, 110 nnWW

aaaa
jj

jj


（
， 


),,,,( 110 nn

x

q
aaaa

j

j
  。由

第三章§3 定理 12，则   jx4 共有 jq 个实根，这 jq 个实根就是   0zf 在直线 jxx  上 jq

个根的虚部，且  
1 1

j j

J J

j
j j

q W W n 
 

    。 

设   jx4 的次数为 jK ，则 j jK L ，其中      1, ' zfzf 时， j jK L ， 1,2, ,j J  。 

如果继续对隔离区域  ,j j  用中点分割法进行不断地分割及判断，就能得到 jx

充分好的近似值( 1,2, ,j J  )。 

上述为隔离的基本思想，但要找到   0zf 复根所有实部点的同实部根的隔离区域，

还有便捷方法： 

1. 先求出   0Q x  的所有各不相同的实根 

 
),,,,( 22 110

,

nnj AAAAx
jj

 


(
   Q

jj  ,
 )， 1,2, ,j H   

2. 对 jx  1, 2, ,j H  进行鉴别，不妨设
0j

x 是其中任意一个，于是 

1) 若
0 0

0
j j

W W   ，则
0j

x 是   0zf 复根的非实部点，舍去； 

2) 若
00 0

1
j j jW W q    ，则

0j
x 是   0zf 复根的实部点，

0 0
Rej jz   是   0zf

  0zf Jj ,,2,1 
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在 z 平面直线
0j

xx  上的
0j

q 个根的隔离区域，即该区域为复根实部点
0j

x 的同实部根的

隔离区域。 

3. 将 2. 中找到的   0zf 复根所有实部点的同实部根的隔离区域重新排序记为

 ,j j  ， 1,2, ,j J  ，其中 J H 且 nJ  ， 1 1 2 2 J J           ，   0jQ   ，

  0jQ   ， 1
j j

Q QV V   ， 1
j j jW W q    ， 1,2, ,j J  。于是   0zf 复根所有实部点

为 

 
),,,,( 22 110

,

nnj AAAAx
jj

 


(
   Q

jj  ,
 )， 1,2, ,j J   

其中 jx 是   0Q x  的
j j

Q Q
jL U U   重根。n次方程   0zf 的 n 个复根 nzzz ,,, 21  的所组

成的集合 1 2, , , nz z z  ),,,, 110 nn aaaa （
 

),,,,( 110

1

,
nn

J

j
WW aaaajj

jj



  



 
分析最大实部根问题 

性质 设
   Qx

JJ

J

 ,
 是 n次方程   0zf 复根的最大实部点， 1

J J JW W q    ，则

0
J

W  ，
J JW q  ，而且  zf 在点 J 的泰勒展开式的所有系数

       
 

 1 '

, , , ,
! 1 ! 1!

n n
J J Jf f f

n n

  




 Jf  均为正数。 

证明 由题设则   0zf 在 z 平面的直线 Jx  及其右半平面上没有根，根据§2 定

理 1，则   0zf 在点 J 的卢斯表格最左列的 1n  个系数均为正数， 0
J

W  ，于是

J JW q  ；再由§2 定理 3 推论 2 即知命题成立。】 

若
   Qx

JJ

J

 ,
 是   0zf 复根的最大实部点( 1

J J JW W q    )，由性质，则

0
J

W  ，
J JW q  ，于是   0zf 在直线 Jx x 上有

J Jx Jk q W  个根，在其右半平面上

没有根(求在直线 Jx x 上的这
J

W 个根的问题，就是数学史上的最大实部根问题)，故

  0zf 在 z 平面上关于点 Jx 严格对称的根的个数为
J

W ，由第三章§4 定理 2 推论和§3

定理 12 则   Jx4 的次数为
J

W ，   Jx4 有
J

W 个实根，这
J

W 个实根就是   0zf 在直线

Jx x 上的
J

W 个根的虚部。 

另一方面，根据§2 定理 2，则   0zf 在点 Jx 的卢斯表格最左列自上而下的前 1m

个数均为正数，
J

m n W  ，从第 2m 行开始往下的每一行系数均为零，第 1m 行系
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数所代表的
J

W 次方程   Jx4 有
J

W 个实根，这
J

W 个实根就是   0zf 在直线 Jx x 上

J
W 个根的虚部。 

下面研究系列根号的同步计算 

定理 1 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


，

1W W q    ，于是 

1. 若 0)
2

( 
 

Q ，则
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 
 ， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

2
nnq

aaaa 



 


 

2. 若 0)
2

( 
 

Q ，则
2

Q QV V    或 QV ，其中 

1) 
2

Q QV V    时，
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

],
2

[

nn
AAAA 



 


 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|,
2

|(

2

nnWW
aaaa 




 




。 

2) 
2

Q QV V    时，
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

]
2

,[

nn
AAAA 



 


 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|
2

,|(

2

nnWW
aaaa 



 
 




 

证明  由
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  

    Q
 ,

 ，则  , 均为有限实数，且

0x   ，   0Q   ，  0 0Q x  ，   0Q   ， 1Q QV V   。根据第一章§2 定理 1，有 

1. 若 0)
2

( 
 

Q ，则
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 
 。 

1W W q    ，由§3 定理 5，则   0zf 在直线
2

 
x 上共有

2

k q   个根，且 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

2
nnq

aaaa 



 


 

2. 若 0)
2

( 
 

Q ，则
2

Q QV V    或 QV ，其中 

1) 
2

Q QV V    时，
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

],
2

[

nn
AAAA 
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而 
2

 
，   0Q   ， 0)

2
( 

 
Q ，

2

0Q QV V    ，由§3 定理 3 推论，则
2

0W W    ，

2

1W W W W q          ，故 ),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|,
2

|(

2

nnWW
aaaa 




 




。 

2) 
2

Q QV V    时，与 1)同理可证。】 

若
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


， 1W W q    ，由定理 1 就可用中点变号数分割

法同步计算
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


和 ),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





，方法如下： 

1. 用中点
2

 
把闭区间  ,  分成两半 

1) 若 0)
2

( 
 

Q ，则
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 
 ， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

2
nnq

aaaa 



 


。 

2) 若 0)
2

( 
 

Q ，则计算以    ',Q x Q x 为基的施图姆序列标准型在点
2

 
的变

号数
2

QV  。
2

Q QV V    时，记 1 
2

 
， 1  ；

2

Q QV V    时，记 1  ， 1 
2

 
，

由定理 1，则
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22

11

110

],[

nn
AAAA  


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

aaaa 
 




 

其中    0 1 1, ,x      ， 11  
2

1
 )(   。 

2. 以 ],[ 11  作为 0x 的新的隔离区间，重复上述做法 

1) 若 0)
2

( 11 
 

Q ，则 ),,,,( 22
11

110

],[

0 nn
AAAAx  



2
11  

 ， 

),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

aaaa 





),,,,( 110

2
11

nnq
aaaa 



 


 

2) 若 0)
2

( 11 
 

Q ，则有 

),,,,( 22
11

110

],[

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22

22

110

],[

nn
AAAA  


， 

),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

aaaa 





),,,,( 110

)|,|( 22

22
nnWW

aaaa 
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其中    0 2 2 1 1, ,x      ，   
222

2

1
。 

3. 如此重复 N 次，可得 

),,,,( 22
11

110

],[

0 nn
AAAAx

NN


 


),,,,( 22 110

],[

nn
AAAA

NN

 


 

),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

aaaa
NN

NN










),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa

NN

NN


 



 

其中         ,,,, 11110   NNNNx ， NN  
N2

1
 )(   。若以 N 或

N 作为 0x 的近似值，则误差小于
N2

1
)(   。 

若继续这种构造区间的步骤，将得到闭区间序列，后一个闭区间包含在前一个闭

区间中，它是一递缩的闭区间套 ：        1 1 2 2, , , ,N N              

由于  lim limN NN N
 

 
  0

2



N


，所以两变量 N 和 N 趋向于共同的极限，设为 a ，

则 lim limN NN N
a 

 
  且   a ，于是

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


a  

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110 nn

a

q
aaaa    

引理 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 00 a )，
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


，

且 ),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


，则 0x 是   0zf 复根的实部点， 1W W q    ，且有 

1. 0)
2

( 
 

f 的充要条件是 0)
2

( 
 

Q 。 

2. 若 0)
2

( 
 

f ，则 0)
2

( 
 

Q ，
2

V V    或V ，其中 

1) 
2

V V    时，
2

Q QV V    ；2) 
2

V V    时，
2

Q QV V    。 

证明 由题设则 0x   ，  0 0f x  ， 0z x 就是   0zf 在直线 上的根，由

第七章§1 定理 1 和§3 定理 2 推论，则 0x 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在 Re z  

内至少有一个根，于是 1W W q    。 

当 1n  时，    zfzQ  ；当 2n  时，有      zMzfzQ 2 ，于是 

1. 若 0)
2

( 
 

f ，则 0)
2

( 
 

Q ；反过来，若 0)
2

( 
 

Q ，根据第一章§2 定理 1，

则 0x
2

 
 ，于是 ),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


2

 
 ， 0)

2
( 

 
f 。 

0xx 
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2. 若 0)
2

( 
 

f ，由 1. 则 0)
2

( 
 

Q ，再由第一章§2 定理 1，则
2

V V    或V ；

2

Q QV V    或 QV ，其中 

1) 
2

V V    时， 0x ),,,,( 110

],
2

[

nn aaaa 



 


， 0x ,
2

(
 

） 。假如
2

Q QV V    ，

则 0x ),,,,( 22 110

]
2

,[

nn
AAAA 



 


， （0x ），
2

 
，矛盾。故

2

Q QV V    。 

2) 
2

V V    时，与 1)同理可证。】 

定理 2 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 0 0a  )，
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


，

且 ),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


，则 1W W q    ，于是 

1. 若 0)
2

( 
 

f ，则 ),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


2

 
 ， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 
 ， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

2
nnq

aaaa 



 


 

2. 若 0)
2

( 
 

f ，则
2

V V    或V ，其中 

1) 
2

V V    时， ),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


),,,,( 110

],
2

[

nn aaaa 



 


， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

],
2

[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|,
2

|(

2

nnWW
aaaa 




 




。 

2) 
2

V V    时， ),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


),,,,( 110

]
2

,[

nn aaaa 



 


， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

]
2

,[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|
2

,|(

2

nnWW
aaaa 



 
 




 

证明 根据引理和定理 1 及第一章§2 定理 1 即得。】 
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定理 3 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 0 0a  )，
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


，

且 ),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


，以    zfzf ', 为基的施图姆序列标准型的最后多项式没有

实根，则 1W W q    ，于是 

1. 若 0)
2

( 
 

f ，则 ),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


2

 
 ， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 
 ， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

2
nnq

aaaa 



 


 

2. 若 0)
2

( 
 

f ，则 1) 0)
2

()( 
  ff 时，有 

),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


),,,,( 110

],
2

[

nn aaaa 



 


， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

],
2

[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|,
2

|(

2

nnWW
aaaa 




 




。 

2) 0)
2

()( 
  ff 时，有 ),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


),,,,( 110

]
2

,[

nn aaaa 



 


， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

]
2

,[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|
2

,|(

2

nnWW
aaaa 



 
 




。 

证明 根据定理 2 及第一章§2 定理 3 即得。】 

当      1, ' zfzf 时，以    zfzf ', 为基的施图姆序列标准型的最后多项式是非零常

数，它当然没有实根。如果标准型的最后多项式没有实根，由定理 3 就可用普通二分法来

同步计算   0zf 的单实根 ),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


，以及
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



和 ),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





，方法如下： 

1. 用中点
2

 
把闭区间   , 分成两半 
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1) 若 0)
2

( 
 

f ，则 ),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


2

 
 ， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 
 ， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

2
nnq

aaaa 



 


 

2) 若 0)
2

( 
 

f ，则 0)
2

()( 
  ff 时，记 1 2

 
， 1  ； 0)

2
()( 

  ff 时，

记  1 ， 1 2

 
。由定理 3，则

 
),,,,( 110

,

0 nn aaaax  
  

),,,,( 110

, 11

nn aaaa  


， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  

  
),,,,( 22

11

110

,

nn
AAAA  


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

aaaa 
 




 

其中     ,, 110 x ， 11  
2

1
 )(   。 

2. 以  11, 作为新的隔离区间，重复上述做法 

1) 若 0)
2

( 11 
 

f ，则
 

),,,,( 110

,

0
11

nn aaaax  


2
11  

 ， 

 
),,,,( 22

11

110

,

0 nn
AAAAx  



2
11  

 ， 

 
),,,,( 110

11

11
nnWW

aaaa 






，
),,,,( 110

2
11

nnq
aaaa 



 


 

2) 若 0)
2

( 11 
 

f ，则有
 

),,,,( 110

,

0
11

nn aaaax  
  

),,,,( 110

, 22

nn aaaa  


， 

 
),,,,( 22

11

110

,

0 nn
AAAAx  

  
),,,,( 22

22

110

,

nn
AAAA  


， 

),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

aaaa 





),,,,( 110

)|,|( 22

22
nnWW

aaaa 
 




 

其中    11220 ,,  x ， 22  
22

1
 )(   。 

3. 如此重复 N 次，可得
 

),,,,( 110

,

0
11

nn aaaax
NN


 

  
),,,,( 110

,

nn aaaa
NN

 


， 

 
),,,,( 22

11

110

,

0 nn
AAAAx

NN


 

  
),,,,( 22 110

,

nn
AAAA

NN

 


， 

),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

aaaa
NN

NN










),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa

NN

NN
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其中         ,,,, 11110   NNNNx ， NN  
N2

1
 )(   。若以 N 或

N 作为 0x 的近似值，则误差小于
N2

1
)(   。 

若继续这种构造区间的步骤，将得到闭区间序列，后一个闭区间包含在前一个闭

区间中，它是一递缩的闭区间套：           NN  ,,,, 2211  

由于  lim limN NN N
 

 
  0

2



N


，所以两变量 N 和 N 趋向于共同的极限，设为 a ，

则 ),( a ，于是 
 

),,,,( 110

,

0 nn aaaax  


a  

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


a  

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110 nn

a

q
aaaa   。 

引理 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 2n  ， 0 0a  )， ，

且  0 0f x  ，
   Mx

 ,

0 ，于是 

1. ( ) 0
2

M
 

 的充要条件是 ( ) 0
2

Q
 

 。 

2. 若 ( ) 0
2

M
 

 ，则 ，
2

M MV V    或 MV ，其中 

1) 
2

M MV V    时，
2

Q QV V    ；2) 
2

M MV V    时，
2

Q QV V    。 

证明 由题设 2n  ，则有 ，于是 

1. 必要性显然，证充分性。若 ( ) 0
2

Q
 

 ，根据第一章§2 定理 1，则 ，

又  0 0f x  ，则  0M x  ( ) 0
2

M
 

 。 

2. 若 ( ) 0
2

M
 

 ，由 1.则 ，再由第一章§2 定理 1，则
2

M MV V    或 MV ，

 

2

Q QV V    或 QV ，并且与定理 2 引理同理可证 1) 
2

M MV V    时，
2

Q QV V    ；2) 
2

M MV V   

时，
2

Q QV V    。】 

定理 4 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 2n  ， 0 0a  )， ，

1W W q    ，且  0 0f x  ，
 

    ),,,,(
2

1
1

2

110
,

0 


 nnnn BBBBx 


，于是 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



0)
2

( 
 

Q

     zMzfzQ 2

0x
2

 


0)
2

( 
 

Q

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  
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1. 若 ( ) 0
2

M
 

 ，则
 

    ),,,,(
2

1
1

2

110
,

0 


 nnnn BBBBx 


， 

， 

 

2. 若 ( ) 0
2

M
 

 ，则
2

M MV V    或 MV ，其中 

1) 
2

M MV V    时，  
    ),,,,(

2

1
1

2

110
,

0 


 nnnn BBBBx 


    ),,,,(
2

1
1

2

110

],
2

[








 nnnn BBBB 


，

 

， 

。 

2) 
2

M MV V    时，
 

    ),,,,(
2

1
1

2

110
,

0 


 nnnn BBBBx 


    ),,,,(
2

1
1

2

110

]
2

,[








 nnnn BBBB 


 

， 

 

证明 根据引理和定理 1 及第一章§2 定理 1 即得。】 

引理 设 ， 是 的一个最大公因式，若 ，

， ； ， ，且 1M MV V V V       ，于是 

。 

其中 ， ， ， ， ， 1W W q    ，于是 

1. 若 ( ) 0
2

d
 

 ，则 0)
2

( 
 

f ， ( ) 0
2

M
 

 ， 0)
2

( 
 

Q ； 

2. 若 ( ) 0
2

d
 

 ，则 0)
2

( 
 

f ， ( ) 0
2

M
 

 ， ；
2

d dV V    或 dV ，其

中 

1) 
2

d dV V    时，
2

V V    ，
2

M MV V    ，
2

Q QV V    ； 

2

 


 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 


),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

2
nnq

aaaa 



 


 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

],
2

[

nn
AAAA 



 


),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|,
2

|(

2

nnWW
aaaa 




 





 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

]
2

,[

nn
AAAA 



 


),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|
2

,|(

2

nnWW
aaaa 



 
 





     zMzfzQ 2  zd    zMzf ,
   dx

 ,

0

  0f   0f   0M   0M

   dx
 ,

0
   f

 ,


   M
 ,


   Q

 ,


  0x   00 xd   00 xf   00 xM   00 xQ

0)
2

( 
 

Q
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2) 
2

d dV V    时，
2

V V    ，
2

M MV V    ，
2

Q QV V    。 

证明 若 ，显然 ， 1d dV V   ，于是 ，

根据第六章§2 定理 5，则 ，且有 

。 

其中 ， ， ， ， ， 0z x 就是   0zf 在

直线 上的根，由第七章§1 定理 1 和§3 定理 2 推论，则 0x 是   0zf 复根的实部

点，   0zf 在 Re z   内至少有一个根，故 1W W q    ，于是 

1. 若 ( ) 0
2

d
 

 ，根据第一章§2 定理 1，则 0x
2

 
 ，于是结论成立。 

2. 若 ( ) 0
2

d
 

 ，则 0x
2

 
 ，于是 ( ), ( ), ( )

2 2 2
f M Q
       

全不等于零，否则，

不妨设 0)
2

( 
 

f ，根据第一章§2 定理 1，则 0x
2

 
 ，矛盾。再由第一章§2 定理 1，

则
2

d dV V    或 dV ，并且与定理 2 引理同理可证 1)和 2)成立。 

定理 5 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 2n  ， 0 0a  )， 是 的一

个最大公因式， ，若 ，

， ； ， ，且 1M MV V V V       ，则 

),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


，
 

    ),,,,(
2

1
1

2

110
,

0 


 nnnn BBBBx 


，

且 1W W q    ，于是 

1. 若 ，则 ， 

),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


2

 
 ， 

 
    ),,,,(

2

1
1

2

110
,

0 


 nnnn BBBBx 


， 

， 

 

2. 若 ，则
2

d dV V    或 dV ，其中 

   dx
 ,

0   1 ddMM VVVVVV 

1 QQ VV 

   dx
 ,

0
   f

 ,


   M
 ,


   Q

 ,


  0x   00 xd   00 xf   00 xM   00 xQ

0xx 

 zd    zMzf ,

 
11

11
1

1
10 nn

nn dzdzdzdzd  
 

 
),,,,(

11 110

,

0 nn ddddx  


  0f   0f   0M   0M

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



0)
2

( 
 

d
 

),,,,(
11 110

,

0 nn ddddx  


2

 


2

 


 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 


),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

2
nnq

aaaa 



 


0)
2

( 
 

d
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1) 
2

d dV V    时， ， 

),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


),,,,( 110

],
2

[

nn aaaa 



 


， 

 
    ),,,,(

2

1
1

2

110
,

0 


 nnnn BBBBx 


    ),,,,(
2

1
1

2

110

],
2

[








 nnnn BBBB 


 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

],
2

[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa 





),,,,( 110

)|,
2

|(

2

nnWW
aaaa 




 




。 

2) 
2

d dV V    时， ， 

),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  


),,,,( 110

]
2

,[

nn aaaa 



 


， 

 
    ),,,,(

2

1
1

2

110
,

0 


 nnnn BBBBx 


    ),,,,(
2

1
1

2

110

]
2

,[








 nnnn BBBB 


，

 
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

]
2

,[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
aaaa  




),,,,( 110

)|
2

,|(

2

nnWW
aaaa 



 
 




 

证明 由 2n  ，则 ，根据引理和定理 1 及第一章§2 定理 1 即得。】 

定理 6 设   nn
nn azazazazf  


1
1

10  ( 2n  ， 0 0a  )， 是 的一

个最大公因式， ，以    zdzd ', 为基的施图姆序列

标准型的最后多项式没有实根，若 ， ， ；

， ，且 1M MV V V V       ，则 

),,,,( 110

],[

0 nn aaaax  
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1
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§5 同实部根全集的分类判定与统一解法的关系 

定义 设
   Qx

 ,

0 ， 1W W q    ，则
   f

WW





,

 是   0zf 复根实部点 0x 的

同实部根全集，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上共有
0xk q 个根，且

   f
WW





,

  f
x

q

0 ，

于是1. 当直线 0xx  上的这 q个根全是   0zf 的实根时， 0xz  是   0zf 的 q重实根，

则称
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集。 

2. 当直线 0xx  上的这 q个根不全是   0zf 的实根时，则称
   f

WW





,

 为有虚根

类型的同实部根全集，其中 1)   00 xf 时，称
   f

WW





,

 为有实根虚根类型的同实部

根全集；2)   00 xf 时，称
   f

WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集。 

定理 设
   Qx

 ,

0 ， 1W W q    ， l 为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l 重根，

   f
WW





,

 是   0zf 复根的实部点 0x 的同实部根全集，则 

1. 
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集的充要条件是： 

l U U W W q        。 

2. 
   f

WW





,

 为有虚根类型的同实部根全集的充要条件是： 

l U U W W q        。 

其中 1) 
   f

WW





,

 为有实根虚根类型的同实部根全集的充要条件是： 

1 l U U W W q         ； 

2) 
   f

WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集的充要条件是： 0l U U    。 

证明 由题意，则   0zf 在直线 0xx  上共有 q个根；根据第七章§3 定理 4，则

l U U   ，于是 1. 直线 0xx  上的这 q 个根全是   0zf 的实根的充要条件是：

l U U W W q        。2. 直线 0xx  上的 q个根不全是   0zf 的实根的充要条件是：

l U U W W q        。其中 1)   00 xf 的充要条件是： 1l ；2)   00 xf 的充要条

件是： 0l 。再由定义即得。】 
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推论 设      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ， 1W W q    ， l 为非负整数， 0xz  是

  0zf 的 l 重根，
   f

WW





,

 是   0zf 复根实部点 0x 的同实部根全集，则 l U U   ，

0l  或1，其中 1. q为奇数时，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上必有实根 0xz  ， 1l  ，

  00 xf ，
   fx

 ,

0 ，于是 1) 若 1q  ，则
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全

集，它只有一个元素就是
   fx

 ,

0 ；2) 若 q 为 3 的奇数，则
   f

WW





,

 为有实

根虚根类型的同实部根全集，这个实根就是
   fx

 ,

0 。 

2. q 为偶数时，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上没有实根， 0l  ，   00 xf ， 

   f
WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集。 

证明 由题意，则   0zf 在直线 0xx  上的 q个根均为单根；由第七章§3 定理 4

推论 2，则 l U U   ， 0l  或1，其中 0l  时，   00 xf ； 1l  时，   00 xf ，
   fx

 ,

0 。

再由定理和   0zf 根的性质即得。】 

例 1 设
   Qx

 ,

0 ， 1Q QL U U    ， l 为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l 重根，

由第七章§3 例题，则   03 x
内  yfm 的标准式为   yayf mm 0 ，其中 00 ma ， 为实数，

1l U U    ，   00 xf ，
   fx

 ,

0 。 

显然，   04 x
只有一个单实根 0 ，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上只有一个单实根

0xz  ，于是
0

1m mf f
xk U U    ，不妨设W W q   ，根据§3 定理 5，则 

0

m mf f
xk U U   1W W q      

   f
WW





,

 是   0zf 复根实部点 0x 的同实部根全集，且
   f

WW





,

  f
x0

1
 。 

根据定理，则
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集，它只有一个元素，就是 

   fx
 ,

0 ，无须再求解。 

下面讨论同实部根全集的分类判定与统一解法的关系(为节省篇幅，作者将两种解

法结合在一起参与讨论。) 

设
   Qx

 ,

0 ， 1W W q    ，则
   f

WW





,

 是   0zf 复根实部点 0x 的同实部

0ma
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根全集，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上共有
0xk q 个根，且

   f
WW





,

  f
x

q

0 ，  03 x

内  yfm 的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0 k

k
k

kkkl
mm yyyyayf   

                 04 x  

其次数 klK 2 1 ，其中 l 和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0ma ，

k ,,, 21  均为实数，则 0 是   04 x
的 l 重根，于是 0xz  是   0zf 的 l 重根，由第七章§3

定理 4 推论 1，则 l U U   ，其中 0l 时，   00 xf ； 1l 时，   00 xf ，
   fx

 ,

0 。 

(若 deg  zf 2 ，且
   Mx

 ,

0 ，则   0*3 x
内  2*

* yf
m

的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0

2* *

** k
k

k
kkkl

mm
yyyyayf   

               0*4 x  

其关于 2y 的次数
*

* 1
2

l
K k   ，其中 k 为非负整数， *l 为 0 的偶数，但 k 和 *l 不能同

时为零， 0
0* 

m
a ， 0k ，且 km

a  ,,,, 210*  均为实数，于是 0 是   0*4 x
关于 2y 的

*

2

l
重

根，而   0x ，   00 xM ，由第五章§2 定理 9，l 为 0 的偶数时， *l l ；l 为奇数

时， * 1l l  。) 

由   0x ，   00 xQ ，根据第三章§3 定理 3，则      0xzFzgzf m  ，其中

     yfiiyFxzF m
K

mm  0  yfi m
kl 2 ，于是 

          ][ 2
01

22
01

2
0000 kk

kkl
mm xzxzxzxzaxzF   

   

(由   0x ，   00 xM ，根据第五章§3 定理 3，则       2
0

**
* xzFzgzf

m
 ，其

中        2*22*2
0

*
*

*

** yfiiyFxzF
m

K
mm

  2*2
*

*

yfi
m

kl  ，于是 

           ][ 2
01

22
01

2
000

2
0

* *

** kk
kkl

mm
xzxzxzxzaxzF   

  ) 

若 k 为正整数，令          kk
kk xzxzxzxzP   
 2

01
22

01
2

0
2

0  ，则 

      2
0000 xzPxzaxzF l

mm  (        2
000

2
0

* *

** xzPxzaxzF l
mm

 ) 

再令   22
0 yxzs  ，则 

  kk
kk ssssP   


1
1

1   

实系数 k 次多项式  sP 为点 0x 的  sP ，且   0P ，   00  kP  ，   0P 。 

点 0x 的以   ,P s  sP ' 为基的施图姆序列的标准型和扩展型在点 s  s R 的变号数
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分别记为 P
sV 和 P

sU ，则   0sP 共有 0
P PU U  个负实根，    02

0  xzP 以及   00  xzFm

(或    02
0

*
*  xzF

m
)在 z 平面直线 0xx  上共有 0

P PU U  对共轭根，  04 x
共有 0

P PU U  对

非 0 实根(   0*4 x
关于 2y 共有 0

P PU U  个正实根)，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上共有

0
P PU U  对共轭根。 0xz  是   0zf 的 l 重根，于是   0zf 在 z 平面直线 0xx  上共有

02( )P Pl U U  个根。由 §3 定理 5，则有 02( )P Pl U U   m mf fU U  W W q    ，

   f
WW





,

  f
x

q

0 。又 l U U   ，于是 02( )P PU U     W W U U q l         ，

根据定理，则 

1. l U U W W q        时，
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集，且 

02( )P PU U     W W U U q l         0 ， 1l q  。 

  0sP 没有负实根，   0zf 在直线 0xx  上没有共轭根， z
   fx

 ,

0 是   0zf

的 q重实根，于是这 q个
   fx

 ,

0 就是同实部根全集
   f

WW





,

 的全部元素。 

2. 1 l U U W W q         时，
   f

WW





,

 为有实根虚根类型的同实部根全集。

且 

02( )P PU U     W W U U q l         0 。 

q l 为偶数，   0sP 共有
2

q l
个负实根，于是    02

0  xzP 以及   00  xzFm (或

   02
0

*
*  xzF

m
)在直线 0xx  上共有

2

q l
对共轭根，   04 x

共有
2

q l
对非 0 实根(   0*4 x

关于 2y 共有
2

q l
个正实根 )，   0zf 在直线 0xx  上共有

2

q l
对共轭根， z

   fx
 ,

0 是   0zf 的 l 重实根，于是   0zf 在直线 0xx  上的这 q个根就是同实

部根全集
   f

WW





,

 的全部元素。 

3. 0l U U    时，
   f

WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集，且 

02( )P PU U  W W q     

q为偶数，   0sP 共有
2

q
个负实根，    02

0  xzP 以及   00  xzFm (或    02
0

*
*  xzF

m
)
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在直线 0xx  上共有
2

q
对共轭根，   04 x

共有
2

q
对非 0 实根(   0*4 x

关于 2y 共有
2

q
个正实

根)，   0zf 在直线 0xx  上共有
2

q
对共轭根， 0xz  不是   0zf 的根，于是这

2

q
对共

轭复根就是同实部根全集
   f

WW





,

 的全部元素。 

从以上讨论可以看出：1) 全实根类型的同实部根全集
   f

WW





,

 的 q个元素就是

q 个
   fx

 ,

0 ，无须再求解；2) 对有实根虚根类型的同实部根全集
   f

WW





,

 ，

若能求得
   fx

 ,

0 的精确值 a，则 a R ，   0aQ ，就可以用第七章的统一解法求

出   0zf 在直线 ax  上的所有根，它们就是
   f

WW





,

 的所有元素；3) 对全虚根类

型的同实部根全集
   f

WW





,

 ，若能求得
   Qx

 ,

0 或
   Mx

 ,

0 的精确值 a，

也可以用第七章的统一解法求出   0zf 在直线 ax  上的所有根，它们就是

   f
WW





,

 的所有元素。 

例 2 设 deg  zf 2 ，则有 ，不妨设 是 的一个最

大公因式，若 ， ， ； ， ，且

1M MV V V V       ，根据§4 定理 5 引理，则 

 

其中 ， ， ， ， ， 1W W q    ，故

   f
WW





,

 是   0zf 复根实部点 0x 的同实部根全集， 0z x 是   0zf 的实根，

1l U U    ，于是 

1) l U U W W q        时，
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集，这时这

q个
   fx

 ,

0 (或写成 )就是同实部根全集
   f

WW





,

 的全部元素。 

2) 1 l U U W W q         时，
   f

WW





,

 是有实根虚根类型的同实部根全集。

如果能求得 的精确值 a，则 a R ，   0aQ ，也同样可以用第七章的统一

     zMzfzQ 2  zd    zMzf ,

   dx
 ,

0   0f   0f   0M   0M

   dx
 ,

0
   f

 ,


   M
 ,


   Q

 ,


  0x   00 xd   00 xf   00 xM   00 xQ

   dx
 ,

0

   dx
 ,

0



第八章    方程复根隔离的基本思想与统一解法 

 

 
347 

解法求出   0zf 在直线 ax  上的所有根。 

要通过实根号运算或者计算求得
   fx

 ,

0 ，
   Mx

 ,

0 (包括 )，

   Qx
 ,

0 精确值 a是有难度的，但也不是绝无可能。假如
   fx

 ,

0 是   0zf 所

有复根中重数最大的根，那么通过以    zfzf ', 为基的施图姆序列扩展型内部的实根号

运算，是可以求得其精确值 a的。对
   Mx

 ,

0 (包括 )，
   Qx

 ,

0 也

同样如此。 

如此不便就有必要探求      1, ' zfzf 条件下，   0zf 的统一近似解法。 

  

   dx
 ,

0

   dx
 ,

0
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§6 方程复根统一近似解法 

近似解法一 

设 deg  zf 2 ，      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ， Q QL U U   ， 1W W q    ，则

   f
WW





,

 是   0zf 复根实部点 0x 的同实部根全集，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上

共有
0xk q 个根，且

   f
WW





,

  f
x

q

0 。在无法求得
   Qx

 ,

0 的精确值 a 的情

况下可设   03 x
内  yfm 的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0 k

k
k

kkkl
mm yyyyayf   

                04 x  

其次数 2 1K l k   ，其中 l 和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0ma ，

k ,,, 21  均为实数，则 0 是   04 x
的 l 重根， 0xz  是   0zf 的 l 重根，由第七章§3 定

理 5 推论 1，则有 Q QK L U U    ，l U U   ，    1

2
Q Qk U U U U   

       M MU U   ，

其中 0l  或1， 0l  时，   00 xf ； 1l  时，   00 xf ，
   fx

 ,

0 。于是可求得  yfm

的次数 2K l k  中 K ，l ，k 的具体数值，这就为   0zf 的近似解法创造了有利条件。

根据§5 定理推论，则 

1. q 为奇数时，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上必有实根 0xz  ， 1l  ，   00 xf ，

   fx
 ,

0 ，于是 

1) 若 1q  ，则
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集，它只有一个元素就是

   fx
 ,

0 ，无须再求解。 

2) 若 q为 3 的奇数，则
   f

WW





,

 为有实根虚根类型的同实部根全集，这个

实根就是
   fx

 ,

0 。由第七章§3 定理 5 推论 2，   03 x
内  yfm 的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0 k

k
k

kkk
mm yyyyayf   

   

其中  1
1

2
Q Qk U U 

       0M MU U    ， 00 ma ， 0k ，且 kma  ,,,, 210  均为实

数。 

我们说 0k  ，否则假如 0k  ，则 1Q QL U U    ，   yayf mm 0 ，   04 x
只有 1 个实
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根，   0zf 在直线 0xx  只有 1 个根，矛盾。于是 k 为正整数。 

若无法求得
   fx

 ,

0 的精确值 a，而通过根号计算求得其充分好的近似值 r ，

即 

rax 0 ，其中   r ，   0rf ，但   0rf ，   0rQ 。 

r 是   0zf 的互素点，作点 r 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

        yfyfyfyf
rm,,,, 210                            r3  

其最后多项式  
rmf y 是非零常数。我们称 rz 0 是   0zf 的一个近似的单实根。 

由多项式函数的连续性，可取  r3 内次数为 Q QK U U   的    yrfyf mm ,
00



( rmm 0 )，作为  a3 内    yafyf mm , 的近似函数，并依据 

1l U U    ，  1
1

2
Q Qk U U 

      

对  yfm0
中有关系数作适当的修改，并改称为点 r 近似的  yfm0

。假设点 r 近似的  yfm0

的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
000 k

k
k

kkk
mm yyyyayf   

             r4  

其中 k 为正整数， 000
ma ， 0k ，且 kma  ,,,, 2100

 均为实数。令 

   rzFm0
   yfiiyF m

k
m 00

21 ，则 

          ][ 2
1

22
1

2
000 kk

kk
mm rzrzrzrzarzF   

  ，令 

         kk
kk rzrzrzrzP   
 2

1
22

1
22   

于是       2
000

rzPrzarzF mm  。再令   22 yrzs  ，则 

  kk
kk ssssP   


1
1

1   

实系数 k 次多项式  sP 称为点 r 近似的  sP ，且   0P ，   00  kP  ，   0P 。 

作点 r 的以近似    sPsP ', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型，标准型和扩展型

在点 s  s R 的变号数分别记为 P
sV 和 P

sU 。 

必须说明：由于      1, ' zfzf ，若 a是   0zf 复根的实部点 0x 的精确值，   0aQ ，

则点 a的  sP 没有重根，      1, ' sPsP ，作点 a以    sPsP ', 为基的施图姆序列只有标

准型，没有扩展型，按约定：点 a以    sPsP ', 为基的施图姆序列的扩展型 = 标准型，
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在点 s  Rs 的变号数有 P P
s sU V 。 

事实上，   0aQ ，假如点 a的  sP 有 2重以上根，不妨设 0s 是   0sP 的 0l 重根，

且 0 2l  ，   00 P ，则 00 s ，根据第五章§5 定理 10 推论 1，则 01 siaz  ，

02 siaz  是   0 azFm 的一对 0l 重根。假设 01 siaz  和 02 siaz  分别

是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，由第三章§3 定理 10 推论 1 则  0 1 2min ,l l l ， 1 0 2l l  ，

2 0 2l l  ，与      1, ' zfzf 矛盾。所以，点 a的  sP 没有重根。 

但是， r 作为实部点 0x 的近似值，作点 r 以近似的    sPsP ', 为基的施图姆序列却

可能既有标准型又有扩展型。点 r 近似的  sP 必须满足的条件是： 

02( )P PU U      1W W U U q         (为 2 的偶数) 

若不满足该条件，必须对点 r 近似的  yfm0
有关系数再作适当修改，直到满足该条件为

止。 

根据该条件，则 0 1P PU U   。设 0 1
P PV V k   ，则 1 1k  。否则，假设 0 0P PV V   ，

则 0 0P PU U   ，矛盾。 0 1 1P PV V k    ，   0sP 共有 1k 个各不相同的负实根，

  22 yrzs  ，       2
000

rzPrzarzF mm  ，则   0
0

 rzFm 在 z 平面直线 rx  上

有 1k 对的各不相同的共轭根，  r4 有 1k 对各不相同的非 0 实根，从而   0zf 在 z 平面

直线 rx  上有 1k 对各不相同的近似共轭根。 

我们可在 ( ,0] 内找到   0sP 实根的 1k 个隔离区间 1 1[ , ],  2 2[ , ]  ,,
1 1

[ , ]k k  ，其

中
1 11 1 2 2 0k k            ，且   0jP   ，   0jP   ， 1

j j

P PV V   ， 11, 2, ,j k  。

于是   0sP 的这 1k 个各不相同的负实根就可表示为 

 
),,,,1( 11

,

kkj
jj

s 


  ， 11, 2, ,j k  。 

其中 js 是   0sP 的
j j

P P
jl U U   重负实根。   0sP 的负实根个数为 

 1
0

P Pk U U   
1

1
j j

k
P P

j

U U 


 
1

1

k

j
j

l


  。 

由 02  jj sy ，可得 jj sy  ， jj sy   11,2, ,j k  是  r4 的 1k 对各不相同的

非 0 实根。于是   0zf 在 z 平面的直线 rx  上有 1k 对各不相同的近似共轭根 
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),,,,1(

),,,,1(

11

,

2

11

,

1

kkj

kkj

jj

jj

irz

irz












 11, 2, ,j k   

由第五章§5 定理 10 推论 2，则 21, jj zz 是   0zf 在直线 rx  上的一对
j j

P P
jl U U   重近

似共轭根，故   0zf 在直线 rx  上共有 

 1
0

P Pk U U   
1

1
j j

k
P P

j

U U 


 
1

1

k

j
j

l


   

对近似共轭根。 rz 0 是   0zf 近似的单实根，于是   0zf 在 z 平面直线 rx  上的

近似根的个数为
1

1

1 2
k

j
j

l


   
1

1

1 2
j j

k
P P

j

U U 


   01 2( )P PU U   W W q    。 

值得注意：由于      1, ' zfzf ，如果出现某对近似共轭复根 21 00
, jj zz 的重数 

0 0 0
2

j j

P P
jl U U     

并不说明   0zf 有 2 重以上根，仅表明它有
0j

l 对共轭复根的近似表达式相同，而且若

用另一个比 r 更好的 1r 作为 0x 的近似值，作点 1r 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列，用

同样方法所求出的这
0j

l 对近似共轭复根就会有不同的近似表达式。 

2. q 为偶数时，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上没有实根， 0l  ，   00 xf ，

   f
WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集。由第七章§3 定理 5 推论 3，  03 x
内  yfm 的

标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0 k

k
k

kkk
mm yyyayf   

   

其中  1

2
Q Qk U U     1M MU U    ， 00 ma ， 0k ，且 kma  ,,,, 210  均为实数。 

若无法求得
   Qx

 ,

0 的精确值 a，而通过根号计算求得其充分好的近似值 r ， 

即 rax 0 ，其中   r ，   0rQ ，但   0rf ，   0rQ 。 

r 是   0zf 的互素点，作点 r 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

        yfyfyfyf
rm,,,, 210                          r3  

其最后多项式  
rmf y 是非零常数。我们称 r 是   0zf 复根的一个近似的实部点。 

由多项式函数的连续性，可取  r3 内次数为 Q QK U U   的    yrfyf mm ,
00
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( rmm 0 )，作为  a3 内    yafyf mm , 的近似函数，并依据 

0l U U    ，  1

2
Q Qk U U    

对  yfm0
中有关系数作适当的修改，并改称为点 r 近似的  yfm0

。假设点 r 近似的  yfm0

的标准式为  

      ]11[ 2
1

122
1

2
000 k

k
k

kkk
mm yyyayf   

              r4  

其中 k 为正整数， 000
ma ， 0k ，且 kma  ,,,, 2100

 均为实数。令 

   rzFm0
   yfiiyF m

k
m 00

2 ，则 

        ][ 2
1

22
1

2
000 kk

kk
mm rzrzrzarzF   

  ，令 

         kk
kk rzrzrzrzP   
 2

1
22

1
22   

于是     2
000

rzParzF mm  。再令   22 yrzs  ，则 

  kk
kk ssssP   


1
1

1   

实系数 k 次多项式  sP 称为点 r 近似的  sP ，且   0P ，   00  kP  ，   0P 。 

余下部分与 1. 2)相同的不再赘述，所不同的是 

1) 点 r 近似的  sP 必须满足的条件是 02( )P PU U  W W q    。若不满足该条件，

必须对点 r 近似的  yfm0
有关系数再作适当修改，直到满足该条件为止。 

2)   0zf 在 z 平面的直线 rx  上的近似根的个数为 

1

1

2
k

j
j

l

  

1

1

2
j j

k
P P

j

U U 


  02( )P PU U  W W q     

近似解法二 

设 deg  zf 2 ，      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ，
   Mx

 ,

0 ， *
M ML U U   ，l 非

负整数， 0xz  是   0zf 的 l 重根，若 1W W q    ，则
   f

WW





,

 是   0zf 复根的

实部点 0x 的同实部根全集，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上共有
0xk q 个根，且

   f
WW





,

  f
x

q

0 。根据第七章§3 定理 6 推论，   0*3 x
内  2*

* yf
m

的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0

2*
** k

k
k

kkk
mm

yyyayf   
                0*4 x  



第八章    方程复根隔离的基本思想与统一解法 

 

 
353 

其中 k  *
M ML U U   1 ， 0

0* 
m

a ， 0k ，且 km
a  ,,,, 210*  均为实数，l U U   ，

0l  或1，其中 0l  时，   00 xf ； 1l  时，   00 xf ，
   fx

 ,

0 。这就为   0zf

的近似解法二创造了有利条件。 

根据§5 定理推论，若 1q  ， 1l  ，则   0zf 在 z 平面直线 0xx  上只有一个根，

就是实根
   fx

 ,

0 ，
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集，它只有一个元素

就是
   fx

 ,

0 ，无须再求解。 

不妨设 q 2 ，于是若 q为偶数，则   0zf 在直线 0xx  上没有实根， 0l  ，   00 xf ，

   f
WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集；若 q为 3 的奇数，则   0zf 直线 0xx  上

有一个实根 0xz  ， 1l  ，   00 xf ，
   fx

 ,

0 ，
   f

WW





,

 为有实根虚根类型的

同实部根全集，这个实根就是
   fx

 ,

0 。 

若无法求得
   Mx

 ,

0 的精确值 a，而通过根号计算求得其充分好的近似值 r ，

即 rax 0 ，其中   r ，   0rM ，但   0rf ，   0rM ，   0rQ 。 

r 是   0zf 的互素点，作点 r 的以    2*
1

2*
0 , yfyf 为基的施图姆序列 

        2*2*
2

2*
1

2*
0 *,,,, yfyfyfyf

rm
                        r*3  

其最后多项式  *

* 2

rm
f y 是非零常数。由多项式函数的连续性，可取   r*3 内关于 2y 的次

数 *K  *
M ML U U   的    2*2* ,*

0
*
0

yrfyf
mm

 ( **
0 rmm  )，作为   a*3 内    2*2* ,** yafyf

mm
 的

近似函数，称为点 r 近似的  2*
*
0

yf
m

。假设点 r 近似的  2*
*
0

yf
m

的标准式为 

      ]11[ 2
1

122
1

2
0

2*
*
0

*
0

k
k

k
kkk

mm
yyyayf   

                 r*4  

其中 k  *
M ML U U   1 ， 0

0*
0


m
a ， 0k ，且 km

a  ,,,, 210*
0

 均为实数。令 

       2*22*2*
*
0

*
0

*
0

yfiiyFrzF
m

k
mm

 ，则 

         ][ 2
1

22
1

2
0

2*
*
0

*
0

kk
kk

mm
rzrzrzarzF   

   

其中 k 为正整数，令          kk
kk rzrzrzrzP   
 2

1
22

1
22  ，于是 

     2
0

2*
*
0

*
0

rzParzF
mm

 。再令   22 yrzs  ，则 
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  kk
kk ssssP   


1
1

1   

实系数 k 次多项式  sP 称为点 r 近似的  sP ，且   0P ，   00  kP  ，   0P 。 

作点 r 以近似的    sPsP ', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型，标准型和扩展型

在点点 s  s R 的变号数分别记为 P
sV 和 P

sU 。 

必须说明：由于      1, ' zfzf ，若 a是   0zf 复根的实部点 0x 的精确值，则点 a

的  sP 没有重根，      1, ' sPsP ，作点 a以    sPsP ', 为基的施图姆序列只有标准型，

没有扩展型，但是 r 作为实部点 0x 的近似值，作点 r 以近似的    sPsP ', 为基的施图姆

序列却可能既有标准型又有扩展型。 

点 r 近似的  sP 必须满足的条件是：1) 若W W q   为 3 的奇数，则 

02( )P PU U      1W W U U q         (为 2 的偶数) 

2) 若W W q   为偶数，则 02( )P PU U  W W q    。 

若不满足该条件，必须对点 r 近似的  2*
*
0

yf
m

有关系数作适当修改，直到满足该条件为

止。 

根据该条件，则 0 1P PU U   。设 0 1
P PV V k   ，则 1 1k  ，   0sP 共有 1k 个各不相

同的负实根，   22 yrzs  ，      2
0

2*
*
0

*
0

rzParzF
mm

 ，故    02*
*
0

 rzF
m

在 z 平面

直线 rx  上有 1k 对的各不相同的共轭根，  r*4 有 1k 个各不相同的正实根，从而   0zf

在 z 平面直线 rx  上有 1k 对各不相同的近似共轭根。 

我们可在 ( ,0] 内找到   0sP 实根的 1k 个隔离区间 1 1[ , ],  2 2[ , ]  ,,
1 1

[ , ]k k  ，其

中
1 11 1 2 2 0k k            ，且   0jP   ，   0jP   ， 1

j j

P PV V   ， 11, 2, ,j k  。

于是   0sP 的这 1k 个各不相同的负实根就可表示为 

 
),,,,1( 11

,

kkj
jj

s 


  ， 11, 2, ,j k   

其中 js 是   0sP 的
j j

P P
jl U U   重负实根。   0sP 的负实根个数为 

 1
0

P Pk U U   
1

1
j j

k
P P

j

U U 


 
1

1

k

j
j

l


  。 

由 02  jj sy 可得 jj sy 2  11, 2, ,j k  是   r*4 关于 2y 的 1k 个各不相同的正实根。于

是   0zf 在 z 平面的直线 rx  上有 1k 对各不相同的近似共轭根 
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 11, 2, ,j k   

由第五章§5 定理 10 推论 2，则 21, jj zz 是   0zf 在直线 rx  上的一对
j j

P P
jl U U   重近

似共轭根，故   0zf 在直线 rx  上共有 

 1
0

P Pk U U   
1

1
j j

k
P P

j

U U 


 
1

1

k

j
j

l


   

对近似共轭根，其中 

1) 若 q为偶数，   0zf 在 z 平面直线 rx  上的近似根的个数为 

1

1

2
k

j
j

l

  

1

1

2
j j

k
P P

j

U U 


  02( )P PU U  W W q    。 

2) 若 q为 3 的奇数，则 rz 0 是   0zf 近似的单实根，于是   0zf 在 z 平面直

线 rx  上的近似根的个数为  

1

1

1 2
k

j
j

l


   
1

1

1 2
j j

k
P P

j

U U 


   01 2( )P PU U   W W q    。 

第一篇实系数代数方程的统一解法原理到此结束，作者将在第二篇介绍复系数代

数方程的统一解法原理。 



 

 

 
 

 

 

第二篇 

复系数代数方程 
统一解法原理 
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第一章 
方程复根的求解路径 

整式代数方程统一解法原理的形成，不仅要有实系数代数方程统一解法原理，还

必须有复系数代数方程统一解法原理，于是这一章阐述复根的求解路径。 

§1 原方程与实系数二元多项式方程组的关系 

设复系数 n 次多项式   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ，其中 1n  ， 0 0c  ， jc C ，

j j jc a ib  ， ja R ， jb R ， 0,1,2, ,j n  ，且 0 0b  ， 1 2, , , nb b b 不全为零， 0 0 0a c  ，

i 为虚数单位。为便于阐述，本篇  zf 均为此式(在最后一章 0 0c  )。若 nzzz ,,, 21  是方

程   0zf 在 z 平面上的所有根，则  ),,,,(,,, 12121 nnn cccczzz   。 

与实系数代数方程相同，为了能够通过设立分根号和同实部根全集根号来解决

  0zf 求复根的问题，必须先解决在设立过程中遇到的各种问题，建立相应的统一解

法理论，并从探寻复根的求解路径开始。记 

  nn
nn azazazaza  


1
1

10  ，   nn
nn bzbzbzbzb  


1
2

2
1

1   

则  za 和  zb 是实系数多项式，且有 

     zibzazf   

其中  zf ，  za ，  zb 在 z 平面上任意点 x 的泰勒展开式分别为 

 
    

  
         xfxz

xf
xz

n

xf
xz

n

xf
zf n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

  

 
    

  
         xaxz
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n
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n
n
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'
1

1

  

 
  
   

  
         xbxz
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xz

n
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xz

n
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zb n

n
n

n







 





!1!2!1

'
2

2
1

1

  

其中
     

0
!! 0  a

n

xa

n

xf nn

，
  
 

  
 

  
 !1!1!1

111











n

xb
i

n

xa

n

xf nnn

， ,      
!1!1!1

''' xb
i

xaxf
 ，

     xibxaxf  ，并且
  
  1

1

!1
b

n

xb n





。令 yxz  ，则      yxibyxayxf  ，而 
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n
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'
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并记  
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n
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n
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y
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n
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n
n

n

y
n
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n
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n
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yxB  

于是      yxAyxAyxa ,, 10  ，      yxByxByxb ,, 10  ，其中  0 ,A x y ，  1 ,A x y ，

 0 ,B x y ，  1 ,B x y 均为实系数二元多项式。 

令      yxiByxAyxF ,,, 000  ，      yxiByxAyxF ,,, 111  ，则有 
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于是有      yxFyxFyxf ,, 10  ，再令    
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其中    yxfyxf ,,, 10 均为实系数二元多项式，且
  

0
! 0  a

n

xa n

。令 iyxz  ，则 

  zf          yxfiyxfiiyxFiyxFiyxf nn ,,,, 1
1

010
     yxifyxfi n ,, 10   

于是由 
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  zf  iyxf      yxifyxfi n ,, 10                        (1) 

可得实系数二元多项式的方程组 

 
 







0,
0,

1

0

yxf
yxf

                                (2) 

我们称(1)是方程   0zf 与方程组(2)的多项式关系式。 
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§2 方程组解的性质与最大公因式方程(一)根的性质 

设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  ,,0 yxf  yxf ,1 在 0xx  ， 0yy  时函数值满足   0, 000 yxf

且   0, 001 yxf ，则称  00 , yx 是方程组(2)的一个(复数)解。 

方程组(2)解的性质 

   yxfyxf ,,, 10 均为实系数二元多项式，(2)解的性质及其推论与第一篇第二章(2)

解的性质 2 及其推论完全相同，证明方法相同予以省略。 

性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx 是方程组(2)的解，则  00 , yx 也是方程组(2)的解

(其中 0x ， 0y 分别是 0x ， 0y 的共轭复数)。 

推论 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则  00 , yx 是(2)的解的充要条件是：  00 , yx 是(2)的解。 

例 1 设 a R ， Cy 0 ，则  0, ya 是(2)的解的充要条件是：  0, ya 是(2)的解。 

设 Cx 0 ，将方程组(2)转化成恒定元为 x x 0 的一元方程组 

 
 







0,
0,

01

00

yxf
yxf

                                  02 x  

则   02 x
是 y的复系数多项式方程组(其中 Rx 0 时，   02 x

是 y的实系数多项式方程组)。 

  
0

! 0
0  a

n

xa n

，故  yxf ,00 是 y 的次数为 n的多项式，但  yxf ,01 却有可能是 y 的

零多项式，即当它关于 y 的系数全为零时。 

设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  ,,00 yxf  yxf ,01 在 0yy  时函数值满足   0, 000 yxf 且

  0, 001 yxf ，则称 0y 是方程组   02 x
的一个(复数)解。若  yxf ,01 是 y 的零多项式，则

对 Cy  0 ，  yxf ,01 在 0yy  时函数值   0, 001 yxf ，于是方程   0,00 yxf 的根就是

方程组   02 x
的解。显然， 0y 是   02 x

的解的充要条件是：    yxfyy ,| 000 且

   yxfyy ,| 010 。 

再设 l为非负整数，若    yxfyy l ,| 000 且    yxfyy l ,| 010 ，但   1
0

 lyy 不能同时

整除    yxfyxf ,,, 0100 ，则称 0y 是方程组   02 x
的 l重(复数)解。若  yxf ,01 是 y 的零多项

式，则方程   0,00 yxf 的 l重根就是方程组   02 x
的 l重解。统计解的个数，重解按重数

计算。 

由   02 x
所有复数解(含重解)组成的集合可写成

 
     











 

 02
0,
0,

|
01

00 xCy
yxf
yxf

y  
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下面定理 1 及其推论的证明方法与第一篇第二章定理 1 及其推论相同予以省略。 

定理 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则  00, yx 是方程组(2)的解的充要条件是： 0y 是   02 x
的解。 

推论 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则  00 , yx 是(2)的解的充要条件是： 

   yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 。 

设  yxd ,0 是  ,,00 yxf  yxf ,01 关于 y 的一个最大公因式，  yxf ,00 ，  yxf ,01 ，

 yxd ,0 可视为关于 0x ， y 的实系数二元多项式，于是当 Cx 0 时，  yxd ,0 是 y 的复系

数多项式；当 Rx 0 时，  yxd ,0 是 y 的实系数多项式。 

两个 y 的系数不全为零的多项式  ,,00 yxf  yxf ,01 关于 y 的最大公因式总是一个 y

的系数不全为零的多项式，即它是非零多项式。于是用     yxfyxf ,,, 0100 来表示 y 的首

项系数是1的那个最大公因式。若      1,,, 0100 yxfyxf ，则称  ,,00 yxf  yxf ,01 关于 y 互

素。 

设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  yxd ,0 在 0yy  时函数值   0, 00 yxd ，则称 0y 是方程

  0,0 yxd 的一个(复)根。显然， 0y 是   0,0 yxd 的根的充要条件是：    yxdyy ,| 00 。

再设 l 为非负整数，若    yxdyy l ,| 00 ，但   1
0

 lyy 不能整除  yxd ,0 ，则称 0y 是方程

  0,0 yxd 的 l重(复)根。统计根的个数，重根按重数计算。 

  0,0 yxd 所有复根(含重根)组成的集合可写成     Cyyxdy 0,| 0 。 

下面定理 2 及其推论根据预章定理 2 及其推论即得。 

定理 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ， l为非负整数，则 

1) 0y 是   02 x
的解的充要条件是： 0y 是   0,0 yxd 的根。 

2) 0y 是   02 x
的 l重解的充要条件是： 0y 是   0,0 yxd 的 l重根。 

推论 1 设 Cx 0 ，则   02 x
所有复数解(含重解)组成的集合与   0,0 yxd 所有复根

(含重根)组成的集合是两个相等的集合，即 

 
     











 

 02
0,
0,

|
01

00 xCy
yxf
yxf

y      Cyyxdy  0,| 0  

于是   0,0 yxd 的所有复根就是   02 x
的所有复数解。 

推论 2 设 Cx 0 ，若   02 x
复数解(含重解)的个数为

0xK ，  yxd ,0 关于 y 的次数为 K ，

则 KKx 
0

，故   02 x
有解的充要条件是： 1K 。 
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推论 3 设 Cx 0 ，则   02 x
无解的充要条件是：      1,,, 0100 yxfyxf 。 

定理 3 设 Cx 0 ，
     
     







yxdyxgyxf
yxdyxgyxf

,,,
,,,

00101

00000 ，则
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

无解，  ,,00 yxg

 yxg ,01 关于 y 互素，即      1,,, 0100 yxgyxg 。 

证明  yxd ,0 是    yxfyxf ,,, 0100 关于 y 的最大公因式，根据预章定理 5 即得。】 

  0,0 yxd 根的性质  性质及推论 1至 4与第一篇   0,0 yxd 根的性质 2及推论相

同。 

性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   0,0 yxd 的根，则 0y 是   0,0 yxd 的根。 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 0y 是   0,0 yxd 的根的充要条件是： 0y 是   0,0 yxd 的

根。 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    yxdyy ,| 00 的充要条件是：    yxdyy ,| 00 。 

例 2 设 Ra ， Cy 0 ，则    yadyy ,|0 的充要条件是：    yadyy ,|0 。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则    yadyy l ,|0 的充要条件是：

   yadyy
l

,|0 。 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l为非负整数，则 0y 是   0, yad 的 l 重根的充要条件是：

0y 是   0, yad 的 l重根。 

设 Ra ， Ry 0 ，l为非负整数，若 0y 和 0y 都是   0, yad 的 l 重根，则称 0y ， 0y

是   0, yad 的一对 l 重共轭(复)根，其中 0y 为纯虚数时，称 0y ， 0y 是   0, yad 的一

对 l 重共轭纯虚数根。 

推论 5 设 Ra ， Ry 0 ， l为非负整数，则 0y ， 0y 是   0, yad 的一对 l 重共轭

复根的充要条件是：      yadyyyy
ll ,|00  ，但     1

0
1

0

 
ll yyyy 不能整除  yad , 。 

证明   0, yad 是 y 的实系数代数方程，由第一篇第二章§2 性质推论 5 即得。】 

  02 x
解的性质 性质及推论 1 至 4 与第一篇   02 x

解的性质 2 及其推论相同。 

性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   02 x
的解，则 0y 是   02 x 的解。 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 0y 是   02 x
的解的充要条件是： 0y 是   02 x 的解。 

例 3 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y 是  a2 的解的充要条件是： 0y 是  a2 的解。 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则    yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 的充要条件是： 
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   yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010  

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l为非负整数，则    yafyy l ,| 00 且    yafyy l ,| 10  

的充要条件是：    yafyy
l

,| 00 且    yafyy
l

,| 10 。 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ， l为非负整数，则 0y 是  a2 的 l 重解的充要条件是： 0y

是  a2 的 l重解。 

设 Ra ， Ry 0 ， l为非负整数，若 0y 和 0y 都是方程组  a2 的 l 重解，则称 0y ，

0y 是  a2 的一对 l 重共轭(复数)解，其中 0y 为纯虚数时，称 0y ， 0y 是  a2 的一对 l 重共

轭纯虚数解。 

推论 5 设 Ra ， Ry 0 ， l为非负整数，则 0y ， 0y 是  a2 的一对 l 重共轭复数解

的充要条件是：     yafyyyy
ll ,| 000  且      yafyyyy

ll ,| 100  ，但     1

0
1

0

 
ll yyyy

不能同时整除    yafyaf ,,, 10 。 

证明  yad , 是    yafyaf ,,, 10 关于 y的最大公因式，于是      yadyyyy
ll ,|00  ，

但     1

0
1

0

 
ll yyyy 不能整除  yad ,       yafyyyy

ll ,| 000  且      yafyyyy
ll ,| 100  ，

但     1

0
1

0

 
ll yyyy 不能同时整除    yafyaf ,,, 10 。 

根据定理 2，则 0y ， 0y 是  a2 的一对 l 重共轭复数解的充要条件是： 0y ， 0y 是

  0, yad 的一对 l 重共轭复根。再由   0,0 yxd 根的性质推论 5 即得。】 
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§3 原方程根与方程组解及最大公因式方程根的关系 

定理 4 设 Cx 0 ， Cy 0 ， l为正整数，若    yxfyy l ,| 000 且    yxfyy l ,| 010 ，

则    iyxfyy l  00 | ，即 000 iyxz  是   0zf 的 l重以上根。 

证明 令 iyxz  0 ，则由关系式(1)可得 

       yxfiyxfiiyxfzf nn ,, 01
1

000
                     01 x  

于是由题设则    iyxfyy l  00 | ，   00 yyizz  ，根据    iyxfzf  0 的整除性质，

则    zfzz l |0 ，即 000 iyxz  是   0zf 的 l重以上根。】 

定理 5 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx 是方程组(2)的解，则 000 iyxz  是   0zf 的

根。 

证明 若  00 , yx 是(2)的解，则   0, 000 yxf 且   0, 001 yxf ，于是 

         0,, 001000000  yxifyxfiiyxfzf n  

故 000 iyxz  是   0zf 的根。】 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx 是(2)的解，则 001 iyxz  ， 002 yixz  都是

  0zf 的根。 

证明 若  00 , yx 是(2)的解，则  00 , yx 也是(2)的解，再由定理 5 即得。】 

例 4 设 Ra ， Cy 0 ，若  0, ya 是(2)的解，则  0, ya 也是(2)的解， 01 iyaz  和

02 yiaz  都是方程   0zf 的根，其中 

1) 当 Ry 0 时， 00 yy  ，则    00 ,, yaya  ， 21 zz  ； 

2) 当 Ry 0 时， 00 yy  ，则    00 ,, yaya  ， 21 zz  。 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   02 x
的解，则 001 iyxz  ， 002 yixz  都是

  0zf 的根。 

证明 由推论 1 和定理 1 即得。】 

推论 3 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   0,0 yxd 的根，则 001 iyxz  ， 002 yixz 

都是   0zf 的根。 

证明 由推论 2 和定理 2 即得。】 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ，若 001 iyxz  ， 002 iyxz  都是   0zf 的根，
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则称 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf (在 z 平面上)的一对(复)根，其中 Rx 0 ， Ry 0

时， 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf (在 z 平面直线 0xx  上)的一对共轭(复)根。 

本篇一对复根，一对复数解的定义与第一篇一对复根，一对复数解的定义相比较

只是多了一个限制条件 00 y ，从而将 00 y 的情形排除在外，它们性质也是如此，证

明予以省略。 

  0zf 一对复根的性质 设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz 

是   0zf 的一对复根的充要条件是：    iyxfyy  0
2
0

2 | 。 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ，若  00 , yx ，  00 , yx  都是方程组(2)的解，则称

 00 , yx ， 00, yx  是(2)的一对(复数)解，其中 Rx 0 ， Ry 0 时， 00 , yx ， 00 , yx  是(2)

的一对实数解。 

方程组(2)一对复数解的性质 设 Cx 0 ， Cy 0 且 00 y ，则  00 , yx ，  00 , yx  是

(2)的一对复数解的充要条件是：    yxfyy ,| 00
2
0

2  且    yxfyy ,| 01
2
0

2  。 

由(2)解的性质所决定，本篇一对复根和一对复数解，仅为特例，如例 5。 

定理 6 设 Rx 0 ， Ry 0 ，则 000 iyxz  是   0zf 在 z 平面直线 0xx  上的根的

充要条件是：  00 , yx 是方程组(2)的实数解。 

证明 若 000 iyxz  是   0zf 在直线 0xx  上的根，则     0000  iyxfzf 。于

是由关系式(1)，就有         0,, 000001
1

000   zfiyxfyxfiyxfi nn 。 

   yxfyxf ,,, 10 均为实系数二元多项式， Rx 0 ， Ry 0 ，于是    001000 ,,, yxfyxf 均

为实数，而 ni 和 1ni 一个为实数，另一个为纯虚数，必有
 
 







0,
0,

001

000

yxf
yxf

，因此， 00 , yx

是(2)的实数解。 

反过来，若  00 , yx 是(2)的实数解，由定理 5，则 000 iyxz  是   0zf 在直线 0xx 

上的根。】 

当 Rx 0 ， Ry 0 时， 000 iyxz  是 z 平面直线 0xx  上的一个点，点 0z 在 z 平面

上关于直线 0xx  的对称点就是它自身，于是若 000 iyxz  是   0zf 的根，则 0z 在 z 平

面上关于直线 0xx  对称。 

例 5 设 Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ，由定理 6，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf
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(在 z 平面直线 0xx  上)的一对共轭(复)根的充要条件是：  00 , yx ，  00 , yx  是(2)的一

对实数解。 

推论 1 设 Ra ，则 az 0 是   0zf 的实根的充要条件是： 0,a 是(2)的实数解。 

证明 在定理 6 中令 ax 0 ， 00 y 即得。】 

推论 2 设 Rx 0 ， Ry 0 ，则 000 iyxz  是   0zf 在 z 平面直线 0xx  上的根的

充要条件是： 0y 是   02 x
的实数解。 

证明 由定理 6 和定理 1 即得。】 

推论 2表明 设 Rx 0 ， Ry 0 ，则    iyxfyy  00 | 的充要条件是：   yxfyy ,| 000

且    yxfyy ,| 010 。 

设 Cx 0 ， iyxz  0 ，则            yxfiyxfiiyxFiyxFiyxfzf nn ,,,, 01
1

0001000
  

其中    yxfiiyxF n ,, 0000  ，    yxfiiyxF n ,, 01
1

01
 ，  0 0 , ,f x y  yxf ,01 均为关于 0x ，y 的

实系数二元多项式。 

若   02 x
有解，由定理 2 推论 2，则  0 0 , ,f x y  yxf ,01 关于 y的最大公因式  yxd ,0 关

于 y 的次数 1K ，      1,,, 0100 yxfyxf 。  yxd ,0 是关于 0x ， y 的实系数二元多项式，

设 

     
     







yxdyxgyxf
yxdyxgyxf

,,,
,,,

00101

00000  

其中  0 0 , ,g x y  yxg ,01 均为关于 0x ，y 的实系数二元多项式，  yxg ,00 是 y 的系数不全

为零的多项式，即它是非零多项式，但  yxg ,01 却有可能是 y 的零多项式，由定理 3，

则
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

无解，  0 0 , ,g x y  yxg ,01 关于 y 互素，即      1,,, 0100 yxgyxg ，于是 

       yxfiyxfiiyxfzf nn ,, 01
1

000
      ],][,,[ 00100 yxdiyxigyxgi KKn    

令         yxigyxgiiyxgzg Kn ,, 01000   ，则      ],[ 000 yxdiiyxgiyxf K 。 

再令    yxdiiyxF K
d ,, 00  ，则        iyxFiyxgiyxfzf d ,000  ，于是 

     00 , xzxFzgzf d   

该式与 0x 有关，可称它是  zf 在 z 平面上点 0x 的分解式，其中  zg 称为点 0x 的  zg ，

     yxdiiyxFxzxF K
dd ,,, 0000  ，  00, xzxFd  是关于 0x ， 0xz  的复系数二元多项式，
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故  00 , xzxFd  是  0xz  的复系数 K 次多项式，也是 z 的复系数 K 次多项式，  zg 为复

系数 Kn  次多项式。 

由
     
     







yxdyxgyxf
yxdyxgyxf

,,,
,,,

00101

00000 可得
     
     











],[,,

],[,,

001
1

01
1

00000

yxdiyxgiyxfi

yxdiyxgiyxfi
KKnn

KKnn

 

令    yxgiiyxG Kn ,, 0000
 ，    yxgiiyxG Kn ,, 01

1
01

 ，又    yxfiiyxF n ,, 0000  ， 

   yxfiiyxF n ,, 01
1

01
 ，    yxdiiyxF K

d ,, 00  ，于是
     
     







iyxFiyxGiyxF
iyxFiyxGiyxF

d

d

,,
,,,

00101

00000 。 

由 iyxz  0 ，则有
     
     







00001001

00000000

,,,
,,,

xzxFxzxGxzxF
xzxFxzxGxzxF

d

d  

其中  000 , xzxF  是  0xz  的次数为 n的多项式，但  001 , xzxF  却有可能是  0xz  的

零多项式，即当它关于  0xz  的系数全为零时。由于   02 x
有解， 

     
     







 yxfiiyxFxzxF
yxfiiyxFxzxF

n

n

,,,
,,,

01
1

01001

0000000 ，于是
 
 







0,
0,

001

000

xzxF
xzxF

有解，根据预章定理 2

推论 3，则  ,, 000 xzxF   001 , xzxF  关于  0xz  非互素，即      1,,, 001000  xzxFxzxF 。 

 
 







0,
0,

001

000

xzxG
xzxG

无解。否则，假如
 
 







0,
0,

001

000

xzxG
xzxG

有解，则  Cy 0 ，将

000 iyxz  代入
 
 







0,
0,

001

000

xzxG
xzxG

后，满足
 
 







0,
0,

0001

0000

xzxG
xzxG

。于是有 

     
     











0,,,
0,,,

001
1

0010001

0000000000

yxgiiyxGxzxG
yxgiiyxGxzxG

Kn
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因此 0y 是
 
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg

的解，矛盾。根据预章定理 5，则      1,,, 001000  xzxGxzxG ，

即  ,, 000 xzxG   001 , xzxG  关于  0xz  互素，  00 , xzxFd  是  ,, 000 xzxF   001 , xzxF 

关于  0xz  的一个最大公因式。 

综上所述，设 Cx 0 ，若   02 x
有解，则  yxd ,0 关于 y 的次数 1K ，  zf 就能在 z

平面上的点 0x 分解成两个 z 的复系数多项式  zg 与  00 , xzxFd  的乘积，即 

     00 , xzxFzgzf d   

其中  zg 为点 0x 的  zg 。由 iyxz  0 ，该式又可写成      ],[ 000 yxdiiyxgiyxf K 。

于是说点 0x 的  zg ，就意味着      00 , xzxFzgzf d  或      ],[ 000 yxdiiyxgiyxf K 。

反之亦然。 
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   iyxgzg  0 的整除性质 与    iyxfzf  0 的整除性质相同。 

点 0x 的  zg 性质 1 设 Rx 0 ， Ry 0 ， 000 iyxz  ， 

        yxigyxgiiyxgzg Kn ,, 01000    

其中  0 0 , ,g x y  yxg ,01 均为关于 0x ， y 的实系数二元多项式，且  0 0 , ,g x y  yxg ,01 关

于 y 互素，即      1,,, 0100 yxgyxg ，则   00 zg ，于是  0zz  不能整除  zg ，即  0yy 

不能整除  iyxg 0 。 

证明 用反证法：假如   00 zg ，则 000 iyxz  是   0zg 在 z 平面直线 0xx  上的

根，由定理 6 推论 2 则 0y 是  
 







0,
0,

01

00

yxg
yxg 的实数解，于是    yxgyy ,| 000 且    yxgyy ,| 010 ，

 0 0 , ,g x y  yxg ,01 关于 y 非互素，矛盾。所以   00 zg ， 0zz  不能整除  zg ， iyxz  0 ，

   00 yyizz  ，由    iyxgzg  0 的整除性质，则  0yy  不能整除  iyxg 0 。】 

点 0x 的  zg 性质 1 表明 若 Rx 0 ，则   0zg 在 z 平面直线 0xx  上没有根。 

下面继续定理 6 的推论 

推论 3 设 Rx 0 ， Ry 0 ， l为非负整数，则    iyxfyy l  00 | 的充要条件是： 

   yxfyy l ,| 000 且    yxfyy l ,| 010 。 

证明 当 0l 时，命题显然成立；当 1l 时，由定理 4 充分性成立，再证必要性。

若    iyxfyy l  00 | ，则 000 iyxz  是   0zf 的 l重以上根， 1l ， Rx 0 ， Ry 0 ，

则 000 iyxz  是   0zf 在 z 平面直线 0xx  上的根，由定理 6 推论 2， 0y 是   02 x
的实

数解，于是有 

     ],[ 000 yxdiiyxgiyxf K  

由点 0x 的  zg 性质 1，则  0yy  不能整除  iyxg 0 ，于是      1, 00  iyxgyy l
，因

此    yxdyy l ,| 00 。  yxd ,0 是  0 0 , ,f x y  yxf ,01 关于 y的最大公因式，于是 

   yxfyy l ,| 000 且    yxfyy l ,| 010 。】 

推论 4 设 Ra ， Ry 0 ，l为非负整数，则 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax 

上的 l重根的充要条件是： 0y 是  a2 的 l重实数解。 

证明 由推论 3，则    iyafyy l  |0 ，但   1
0

 lyy 不能整除  iyaf  的充要条件

是：    yafyy l ,| 00 且    yafyy l ,| 10 ，但   1
0

 lyy 不能同时整除    yafyaf ,,, 10 。 

故命题成立。】 
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当 Ra 时，  yad , 是 y的实系数多项式。 

推论 5 设 Ra ， Ry 0 ，l为非负整数，则 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax 

上的 l重根的充要条件是： 0y 是   0, yad 的 l重实根。 

证明 由推论 4 和定理 2 即得。】 

设 Cx 0 ， Cy 0 ， 000 iyxz  ，若  00 , xzxFd  在 0zz  时函数值    000 , xzxFd

    0,, 0000  yxdiiyxF K
d ，则 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd (在 z 平面上)的一个(复)根。

显然， 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根的充要条件是：    000 ,| xzxFzz d  。 

再设 l 为非负整数，若    000 ,| xzxFzz d
l  ，但   1

0
 lzz 不能整除  00 , xzxFd  ，

则 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd (在 z 平面上)的 l重(复)根。 

   iyxFxzxF dd ,, 000  的整除性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，l为非负整数， iyxz  0 ，

000 iyxz  ，则    000 ,| xzxFzz d
l  的充要条件是：    iyxFyy d

l ,| 00 。 

它与    iyxfzf  0 整除性质相同，仅有形式差异。 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd

的根的充要条件是：    iyxFyy d ,| 00 ； 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的 l 重根的充要

条件是：    iyxFyy d
l ,| 00 ，但   1

0
 lyy 不能整除  iyxFd ,0 。 

下面继续定理 6 的推论 

推论 6 设 Ra ， Ry 0 ，l为非负整数，则 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax 

上的 l重根的充要条件是： 00 iyaz  是   0,  azaFd 在 z 平面直线 ax  上的 l重根。 

证明  由题设和    yadiiyaF K
d ,,  ，则    yadyy l ,|0 ，但   1

0
 lyy 不能整除

 yad , 的充要条件是：    iyaFyy d
l ,|0 ，但   1

0
 lyy 不能整除  iyaFd , 。因此， 0y 是

  0, yad 的 l重实根的充要条件是： 00 iyaz  是   0,  azaFd 在 z 平面直线 ax  上的

l重根。再根据推论 5 即得。】 
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§4 方程一对对偶复根与方程组一对对偶复数解 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 001 iyxz  ， 002 yixz  都是   0zf 的根，特别当

Rx 0 且 Ry 0 时， 00 iyx  是   0zf 的 2 重以上根，则称 001 iyxz  ， 002 yixz  是

  0zf (在 z 平面上)的一对对偶(复)根。 

定义解析： 

1) 当 Rx 0 或 Ry 0 时，若 001 iyxz  ， 002 yixz  都是   0zf 的根，就可称

001 iyxz  ， 002 yixz  是   0zf (在 z 平面上)的一对对偶(复)根。 

2) 当 Rx 0 且 Ry 0 时， 002 yixz  00 iyx  ，若 001 iyxz  ， 002 iyxz  都是

  0zf 的根，则要求 00 iyx  是   0zf 的 2 重以上根，才能称 001 iyxz  ， 002 iyxz 

是   0zf (在 z 平面直线 0xx  上)的一对对偶(复)根，其中 00 y 时，则要求 0x 是

  0zf 的 2重以上根，才能称 01 xz  ， 02 xz  是   0zf 的一对对偶实根。 

事实上， 001 iyxz  ， 002 iyxz  ，若 00 iyx  是   0zf 的单根，则 1z 和 2z 实际

上是   0zf 的同一个根；只有要求 00 iyx  是   0zf 的 2 重以上根，才能确保 1z 和 2z

是   0zf 的一对根。 

根据    iyxfzf  0 的整除性质，则 00 iyx  是   0zf 的 2 重以上根的充要条件是

   iyxfyy  0
2

0 | 。 

  0zf 一对对偶复根的性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 yixz  是

  0zf 的一对对偶复根的充要条件是：   iyxfyy  00 | 且    iyxfyy  00 | ，特别当

Rx 0 且 Ry 0 时，有    iyxfyy  0
2

0 | 。 

证明 若 001 iyxz  ， 002 yixz  是   0zf 的一对对偶复根，则 

   zfzz |1 且    zfzz |2 。 

令 iyxz  0 ，则    01 yyizz  ，由    iyxfzf  0 的整除性质，有    iyxfyy  00 | ；

令 iyxz  0 ，则    02 yyizz  ，由    iyxfzf  0 的整除性质，有    iyxfyy  00 |

特别当 Rx 0 且 Ry 0 时，由定义， 00 iyx  是   0zf 的 2 重以上根，   iyxfyy  0
2

0 | 。 

反过来，若    iyxfyy  00 | 且    iyxfyy  00 | ，特别当 Rx 0 且 Ry 0 时，有

   iyxfyy  0
2

0 | ，由    iyxfzf  0 的整除性质有    zfzz |1 ；由    iyxfzf  0 的
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整除性质有    zfzz |2 。于是 001 iyxz  ， 002 yixz  都是   0zf 的根，特别当

Rx 0 且 Ry 0 时，由于    iyxfyy  0
2

0 | ，则 00 iyx  是   0zf 的 2 重以上根，因

此 001 iyxz  ， 002 yixz  是   0zf 的一对对偶复根。】 

推论 1 设 Cx 0 ，则 01 xz  ， 02 xz  是   0zf 的一对对偶复根的充要条件是：

 iyxfy 0| 且  iyxfy 0| ，特别当 Rx 0 时，有  iyxfy 0
2 | 。 

证明 在性质中令 00 y 即得。】 

推论 2 设 Rx 0 或 Ry 0 ，则 001 iyxz  ， 002 yixz  是   0zf 的一对对偶复

根的充要条件是：    iyxfyy  00 | 且    iyxfyy  00 | 。 

证明 在性质中令 Rx 0 或 Ry 0 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根

的充要条件是：     iyafyyyy  |00 。 

证明  若 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，则    zfzz |1 且

   zfzz |2 。令 iyaz  ，则    01 yyizz  ，   02 yyizz  ，由    iyafzf  的

整除性质，则    iyafyy  |0 且    iyafyy  |0 ，于是 1) 当 Ry 0 时， 00 yy  ，

     1, 00  yyyy ，则     iyafyyyy  |00 ；2) 当 Ry 0 时， 00 yy  ，由定义，

0iya  是   0zf 的 2 重以上根，即    iyafyy  |2
0 ，必要性也成立。 

反过来，若     iyafyyyy  |00 ，则    iyafyy  |0 且    iyafyy  |0 ，由

   iyafzf  的整除性质，则    zfzz |1 且    zfzz |2 ，于是 01 iyaz  ， 02 yiaz 

都是   0zf 的根，特别当 Ry 0 时， 00 yy  ，有    iyafyy  |2
0 ，即 0iya  是   0zf

的 2 重以上根，因此 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根。】 

设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，则根 1z

和 2z 在 z 平面上关于直线 ax  对称，其中 1) Ry 0 时， 01 iyaz  ， 02 iyaz  是

  0zf 在 z 平面直线 ax  上的一对对偶根；2) Ry 0 时， 01 iyaz  ， 02 yiaz  是

  0zf 在 z 平面上但不在直线 ax  上的一对对偶根( 0y 为纯虚数时， 01 iyaz  ，

02 yiaz  是   0zf 在 z 平面实轴上的一对对偶实根)。 

推论 4 设 Ra ， Ry 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf  (在 z 平面直线 ax 



整式代数方程统一解法原理 

 

 
374 

上)的一对对偶(复)根的充要条件是：    iyafyy  |2
0 。 

证明 在推论 3 中令 Ry 0 即得。】 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx ， 00 , yx 都是方程组(2)的解，特别当 Rx 0 且

Ry 0 时，   yxfyy ,| 00
2

0 且    yxfyy ,| 01
2

0 ，则称  00 , yx ， 00 , yx 是(2)的一对对

偶(复数)解。 

定义解析：1) 当 Rx 0 或 Ry 0 时，若  00 , yx ， 00 , yx 都是(2)的解，就可称  00 , yx ，

 00 , yx 是(2)的一对对偶复数解；2) 当 Rx 0 且 Ry 0 时， 00 , yx  00 , yx ，若  00 , yx ，

 00 , yx 都是(2)的解，则要求满足    yxfyy ,| 00
2

0 且    yxfyy ,| 01
2

0 ，才能称  00 , yx ，

 00 , yx 是(2)的一对对偶实数解。 

方程组(2)一对对偶复数解的性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则  00 , yx ，  00 , yx 是(2)的

一对对偶复数解的充要条件是：   yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 ，   yxfyy ,| 000 且

   yxfyy ,| 010 ，特别当 Rx 0 且 Ry 0 时，    yxfyy ,| 00
2

0 且    yxfyy ,| 01
2

0 。 

证明 由题设和定义根据定理 1 推论即得。】 

推论 1 设 Cx 0 ，则  0,0x ，  0,0x 是(2)的一对对偶复数解的充要条件是：

 yxfy ,| 00 且  yxfy ,| 01 ，  yxfy ,| 00 且  yxfy ,| 01 ，特别当 Rx 0 时，  yxfy ,| 00
2 且

 yxfy ,| 01
2 。 

证明 在性质中令 00 y 即得。】 

推论 2 设 Rx 0 或 Ry 0 ，则  00 , yx ， 00 , yx 是(2)的一对对偶复数解的充要条件

是：    yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 ，    yxfyy ,| 000 且    yxfyy ,| 010 。 

证明 在性质中令设 Rx 0 或 Ry 0 即得。】 

定理 7 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 yixz  是   0zf 的一对对偶复

根的充要条件是：  00 , yx ，  00 , yx 是方程组(2)的一对对偶复数解。 

证明 若 001 iyxz  ， 002 yixz  是   0zf 的一对对偶复根，则  zf 的次数 2n  ，

    0001  iyxfzf  ，     0002  yixfzf ，由关系式(1)有 
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于是 1) 当 n为偶数时，
nn ii  ，

11   nn ii ，有 
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2) 当 n为奇数时，
nn ii  ，

11   nn ii ，有 
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于是无论 n为偶数或奇数，都有 
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故  00 , yx 是(2)的解，由(2)解的性质，  00 , yx 也是(2)的解。特别当 Rx 0 且 Ry 0 时，

由一对对偶复根定义， 00 iyx  是   0zf 的 2 重以上根，即    iyxfyy  0
2

0 | ，由定

理 6 推论 3，则    yxfyy ,| 00
2

0 且    yxfyy ,| 01
2

0 ，于是  00 , yx ，  00 , yx 是(2)的一

对对偶复数解。 

反过来，若  00 , yx ，  00 , yx 是(2)的一对对偶复数解，由定理 5，则 001 iyxz  ，

002 yixz  都是   0zf 的根。特别当 Rx 0 且 Ry 0 时，由一对对偶复数解定义，

   yxfyy ,| 00
2

0 且    yxfyy ,| 01
2

0 ，由定理 6 推论 3，   iyxfyy  0
2

0 | ，即 00 iyx 

是   0zf 的 2 重以上根，于是 001 iyxz  ， 002 yixz  是   0zf 的一对对偶复根。】 

推论 1 设 Cx 0 ，则 01 xz  和 02 xz  是   0zf 的一对对偶复根的充要条件是：

 0,0x ，  0,0x 是(2)的一对对偶复数解。 

证明 在定理 7 中令 00 y 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根的

充要条件是：  0, ya ，  0, ya 是(2)的一对对偶复数解。 

证明 在定理 7 中令 Rax 0 即得。】 
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推论 3 设 Ra ， Ry 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax 

上的一对对偶根的充要条件是：  0, ya ，  0, ya 是(2)的一对对偶实数解。 

证明 在推论 2 中令 Ry 0 即得。】 

推论 4 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对对偶实根的充要条件是： 0,a ，

 0,a 是(2)的一对对偶实数解。 

证明 在推论 3 中令 00 y 即得。】 

推论 5 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf (在 z 平面实

轴上)的一对对偶实根的充要条件是：  0, ya ，  0, ya 是(2)的一对对偶复数解。 

证明 在推论 2 中令 0y 为纯虚数即得。】 

为了更好地理解定理 7 及其推论，我们引入 

定义 设 jz ， hz 是 z 平面上的任意两点  hj  ，若 jhx 是 jz 和 hz 的中点，则称 jhx 是

jz 对 hz 的对影中点。 

由第一篇第二章§5 中点定义， jhx 是 jz 和 hz 的中点，包含以下二层含义： 

1) 当 hj zz  时， jhx 为线段 hj zz 的中点；2) 当 hj zz  时， hjjh zzx  。 

对影中点性质 设 jz ， hz 是 z 平面上的任意两点  hj  ，则 jhx 是 jz 对 hz 的对影中

点的充要条件是：
2

hj
jh

zz
x


 。 

证明 显然， jhx 是 jz 对 hz 的对影中点的充要条件是： jhx 是 jz 和 hz 的中点。再由

中点性质即得。】 

例 设 Ryxyx hhjj ,,, ， jjj iyxz  和 hhh iyxz  是 z 平面上的任意两点  hj  ，

则 jhx 是 jz 对 hz 的对影中点的充要条件是： jhx
22

hjhj yy
i

xx 



 。 

推论 1 设 jz ， hz 是 z 平面上的任意两点  hj  ， jhx 是 jz 对 hz 的对影中点，若

jhjhj iyxz  ，则 hz jhjh yix  。 

证明 由题意根据对影中点性质，则
2

hj
jh

zz
x


 ，

2
jh

jh

zz
x


 。若 jhjhj iyxz  ，

则 hz jjh zx  2  jhjhjh yixx  2 jhjh yix  。】 
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推论 2 设 jz ， hz 是 z 平面上的任意两点  hj  ，若 jhjhj iyxz  ， jhjhh yixz  ，

则 jhx 是 jz 对 hz 的对影中点。 

证明 若 jhjhj iyxz  ， jhjhh yixz  ，则 jhjhh iyxz  ，
2

hj
jh

zz
x


 ，由对影中

点性质， jhx 是 jz 对 hz 的对影中点。】 

推论 3 设 jz ， hz 是 z 平面上的任意两点  hj  ，若 jhx 是 jz 对 hz 的对影中点， hjx

是 hz 对 jz 的对影中点，则 hjjh xx  。 

证明 由题意根据对影中点性质，
2

hj
jh

zz
x


 ，

2
jh

hj

zz
x


 ，故 hj

jh
jh x

zz
x 




2
。】 

推论 4 设 jz 和 hz 是 z 平面上的任意两点，若 jhx 是 jz 对 hz 的对影中点，则 jhx 也

是 hz 对 jz 的对影中点。 

证明 若 jhx 是 jz 对 hz 的对影中点，则 jhx 是 jz 和 hz 的中点， jhx 也是 hz 和 jz 的中

点，由定义，则 jhx 是 hz 对 jz 的对影中点。】 

推论 4 将在第三章用到。 

对于 z 平面上任意两点 jz ， hz  j h ，它们有两个对影中点： jhx 和 hjx ，其中 jhx 是

jz 对 hz 的对影中点， hjx 是 hz 对 jz 的对影中点，且 hjjh xx  ，于是称 jhx ， jhx 是 jz ， hz

的一双对影中点。由对影中点性质及推论，对于 jz ， hz 可以有两种表达式： 








jhjhh

jhjhj

yixz

iyxz
或








hjhjj

hjhjh

yixz

iyxz
 

其中 hjjh xx  ， jhjhh yixz  hjhj iyx  ，于是 hjjh yy  ，可见两种表达式本质相同。为

了方便，我们规定 j h ，并选择







jhjhh

jhjhj

yixz

iyxz
作为 z 平面上任意两点 jz ， hz 的表达

式。 

设 1 2, , , nz z z 是复系数 n次代数方程   0zf 的所有复根， jz 和 hz 是其中任意两个

根  nhhj ,,3,2,1  ， jhx 是 jz 对 hz 的对影中点，令 jhjhj iyxz  ，由推论 1 则
jhjhh yixz  ，

jhjhj iyxz  和 jhjhh yixz  都是   0zf 的根，特别当 Rx jh  且 Ry jh  时，
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jhjhh yixz   jjhjh ziyx  ，则 jhjh iyx  是   0zf 的 2重以上根，故 jhjhj iyxz  ，

jhjhh yixz  是   0zf 以 jhx ， jhx 为一双对影中点的一对对偶复根。于是   0zf 的

这 n个复根(无论是否有重根)合计可组成
 

2

12 


nn
Cn 对对偶复根。 

设 Cx jh  ， Cy jh  ，若 jhjhj iyxz  ， jhjhh yixz  是   0zf 的一对对偶复根，

则又称 jhjhj iyxz  ， jhjhh yixz  是   0zf 以 jhx ， jhx 为一双对影中点的成对对偶

根。特别当 Raxx jhjh  时，则 jhj iyaz  ， jhh yiaz  是   0zf 以 a， a为一双

对影中点的成对对偶根，它们在 z 平面上关于直线 ax  对称。 

定义  设 Ra ， Cy 0 ，若 0y ， 0y 都是方程组  a2 的解，特别当 Ry 0 时，

   yafyy ,| 0
2

0 且    yafyy ,| 1
2

0 ，则称 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭(复数)解。 

定义解析：在 Ra 的前提下，1) 当 Ry 0 时，若 0y ， 0y 都是  a2 的解，就可称 0y ，

0y 是  a2 的一对共轭复数解；2) 当 Ry 0 时，若 0y ， 0y 都是  a2 的解，则要求满足

   yafyy ,| 0
2

0 且    yafyy ,| 1
2

0 ，即 0y 是  a2 的 2重以上解，才能称 0y ， 0y 是  a2

的一对共轭实数解。 

 a2 一对共轭复数解的性质 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭复数

解的充要条件是：     yafyyyy ,| 000  且     yafyyyy ,| 100  。 

证明 若 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭复数解，则 

   yafyy ,| 00 且    yafyy ,| 10 ，    yafyy ,| 00 且    yafyy ,| 10  

1) 当 Ry 0 时，      1, 00  yyyy ，于是 

    yafyyyy ,| 000  且     yafyyyy ,| 100   

2) 当 Ry 0 时， 00 yy  ，由定义，则    yafyy ,| 0
2

0 且    yafyy ,| 1
2

0 ，必要

性也成立。 

反过来，若     yafyyyy ,| 000  且     yafyyyy ,| 100  ，则 

   yafyy ,| 00 且    yafyy ,| 10 ，    yafyy ,| 00 且    yafyy ,| 10  

于是 0y ， 0y 都是  a2 的解，特别当 Ry 0 时，由于 00 yy  ，有    yafyy ,| 0
2

0 且

   yafyy ,| 1
2

0 ，因此 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭复数解。】 
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引理 设 Ra ， Cy 0 ，则  0, ya ， 0, ya 是方程组(2)的一对对偶复数解的充要条

件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭复数解。 

证明 由题设和定义根据定理 1 即得。】 

方程组(2)一对对偶复数解的性质推论 3 设 Ra ， Cy 0 ，则  0, ya ，  0, ya 是(2)

的一对对偶复数解的充要条件是：     yafyyyy ,| 000  且     yafyyyy ,| 100  。 

证明 由引理和  a2 一对共轭复数解的性质即得。】 

定理 8 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根的

充要条件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭复数解。 

证明 由引理和定理 7 推论 2 即得。】 

定理 8 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则     iyafyyyy  |00 的充要条件是： 

    yafyyyy ,| 000  且     yafyyyy ,| 100  。 

点 a的  zg 性质 2 设 Ra ，         yaigyagiiyagzg Kn ,, 10   ，其中  0 , ,g a y

 yag ,1 均为关于 a， y 的实系数二元多项式，且  0 , ,g a y  yag ,1 关于 y 互素，即

     1,,, 10 yagyag ，于是 

1)   0g z  没有以 a， a为一双对影中点的成对对偶根； 

2) 设 Ry 0 ， 01 iyaz  ， 02 yiaz  ，则  1zz  和  2zz  不能同时整除  zg ，

即  0yy  和  0yy  不能同时整除  iyag  。 

证明 1) 用反证法：假如   0g z  有以 a，a为一双对影中点的成对对偶根，设为

01 iyaz  ， 02 yiaz  ( Cy 0 )，则 Ry 0 (否则，假如 Ry 0 ，则 0iya  是   0g z  的

2重以上根，于是  0 0g a iy  ，与性质 1，  0 0g a iy  ，矛盾)。那么由定理 8，则 0y ，

0y 是
 
 







0,
0,

1

0

yag
yag

的一对共轭复数解，故     yagyyyy ,| 000  且     yagyyyy ,| 100  ，

 0 , ,g a y  yag ,1 关于 y 非互素，矛盾。所以，   0g z  没有以 a，a为一双对影中点的

成对对偶根。2) 由 1)则  1zz  和  2zz  不能同时整除  zg 。 iyaz  ，   01 yyizz  ，

   02 yyizz  ，由    iyagzg  的整除性质，则  0yy  和  0yy  不能同时整除

 iyag  。】 

定义 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y ， 0y 都是   0, yad 的根，特别当 Ry 0 时， 0y 是
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  0, yad 的 2 重以上根，即    yadyy ,|2
0 ，则称 0y ， 0y 是   0, yad 的一对共轭(复)

根。 

定义解析：在 Ra 的前提下，1) 当 Ry 0 时，若 0y ， 0y 都是   0, yad 的根，就

可称 0y ， 0y 是   0, yad 的一对共轭复根。2) 当 Ry 0 时，若 0y ， 0y 都是   0, yad 的

根，则要求 0y 是   0, yad 的 2 重以上根，即    yadyy ,|2
0 ，才能称 0y ， 0y 是   0, yad

的一对共轭实根。 

  0, yad 一对共轭复根的性质 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是   0, yad 的一对

共轭复根的充要条件是：     yadyyyy ,|00  。 

它的证明方法与  a2 一对共轭复数解的性质相同。 

引理 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭复数解的充要条件是： 0y ，

0y 是   0, yad 的一对共轭复根。 

证明  yad , 是  0 , ,f a y  yaf ,1 关于 y 的最大公因式，因此     yafyyyy ,| 000 

且     yafyyyy ,| 100  的充要条件是：     yadyyyy ,|00  。于是命题成立。】 

定理 9 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根的

充要条件是： 0y ， 0y 是   0, yad 的一对共轭复根。 

证明 由引理和定理 8 即得。】 

定理 9 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则     iyafyyyy  |00 的充要条件是： 

    yadyyyy ,|00   

定义 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  ， 02 yiaz  都是   0,  azaFd 的根，特别

当 Ry 0 时， 0iya  是   0,  azaFd 的 2 重以上根，则称 01 iyaz  ， 02 yiaz  是

  0,  azaFd  (在 z 平面上)的一对对偶(复)根。 

定义解析：在 Ra 的前提下，1) 当 Ry 0 时，若 01 iyaz  ， 02 yiaz  都是

  0,  azaFd 的根，就可称 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd  (在 z 平面上但不

在直线 ax  上)的一对对偶(复)根，其中 0y 为纯虚数时， 01 iyaz  ， 02 yiaz  是

  0,  azaFd 在 z 平面实轴上的一对对偶实根。2) 当 Ry 0 时，若 01 iyaz  ，

02 iyaz  都是   0,  azaFd 的根，则要求 0iya  是   0,  azaFd 的 2 重以上根，才
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能称 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0,  azaFd  (在 z 平面直线 ax  上)的一对对偶(复)

根，其中 00 y 时，则要求 a是   0,  azaFd 的 2 重以上根，才能称 az 1 ， az 2 是

  0,  azaFd 的一对对偶实根。 

  0,  azaFd 一对对偶复根的性质 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz 

是   0,  azaFd 的一对对偶复根的充要条件是：     iyaFyyyy d ,|00  。 

它的证明方法与   0zf 一对对偶复根的性质推论 3 相同。 

引理 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是   0, yad 的一对共轭复根的充要条件是：

01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd 的一对对偶复根。 

证明 由题设和    yadiiyaF K
d ,,  ，则 

    yadyyyy ,|00  的充要条件是：     iyaFyyyy d ,|00  。于是命题成立。】 

定理 10 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根

的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd 的一对对偶复根。 

证明 由引理和定理 9 即得。】 

定理 10 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则     iyafyyyy  |00 的充要条件是： 

    iyaFyyyy d ,|00  。 
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§5 最大公因式方程(二)根的性质与相关定理 

 00 , xzxFd  是  ,, 000 xzxF   001 , xzxF  关于  0xz  的最大公因式，它是关于 0x ，

 0xz  的复系数二元多项式，于是  00 , xzxFd  是  0xz  的复系数多项式，也是 z 的

复系数多项式。 

定理 11 设 Cx 0 ， Cy 0 ，l 为非负整数，则 1) 0y 是   0,0 yxd 的根的充要条件

是： 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd 在 z 平面上的根；2) 0y 是   0,0 yxd 的 l 重根的充

要条件是： 000 iyxz  是   0, 00  xzxFd 在 z 平面上的 l 重根。 

证明  由题设和    yxdiiyxF K
d ,, 00  ，则 1)    yxdyy ,| 00 的充要条件是：

   iyxFyy d ,| 00 。故命题成立。2)    yxdyy l ,| 00 ，但   1
0

 lyy 不能整除  yxd ,0 的

充要条件是：    iyxFyy d
l ,| 00 ，但   1

0
 lyy 不能整除  iyxFd ,0 。故命题成立。】 

  0, 00  xzxFd 根的性质 

性质 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 001 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根，则 002 yixz  是

  0, 00  xzxFd 的根。 

证明 若 001 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根，则   0, 010  xzxFd 。于是 

      0,,, 0100000  xzxFiyxFyxdi dd
K  

0y 是   0,0 yxd 的根，由   0,0 yxd 根的性质，则 0y 是   0,0 yxd 的根，即   0, 00 yxd ，

于是       0,,, 0000020  yxdiyixFxzxF K
dd ，故 002 yixz  是   0, 00  xzxFd 的根。】 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  是   0, 00  xzxFd 的根的充要条件是：

002 yixz  是   0, 00  xzxFd 的根。 

证明     10000 ziyxyix  ，      0000 ,, xzxFxzxF dd 




  ，充分性由性质即得。】 

推论 2 设 Cx 0 ， Cy 0 ， 001 iyxz  ， 002 yixz  ，则 

   001 ,| xzxFzz d  的充要条件是：    002 ,| xzxFzz d  。 

证明 由推论 1 根据余数定理的推论即得。】 

例 6 设 Ra ， Cy 0 ， 01 iyaz  ， 02 yiaz  ，则 

   azaFzz d  ,|1 的充要条件是：    azaFzz d  ,|2  
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推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， 01 iyaz  ， 02 yiaz  ，则 

   azaFzz d
l  ,|1 的充要条件是：    azaFzz d

l  ,|2 。 

证明 若    azaFzz d
l  ,|1 ，令 iyaz  ，则    01 yyizz  ，由    iyaFazaF dd ,, 

的整除性质则    iyaFyy d
l ,|0 。由    yadiiyaF K

d ,,  可得    yadyy l ,|0 。由   0,0 yxd

根的性质推论 3 则    yadyy
l

,|0 。再由    yadiiyaF K
d ,,  可得    iyaFyy d

l
,|0 。

   02 yyizz  ，由    iyaFazaF dd ,,  的整除性质，则    azaFzz d
l  ,|2 。充分性

同理可证。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 01 iyaz  是   0,  azaFd 的 l 重根

的充要条件是： 02 yiaz  是   0,  azaFd 的 l 重根。 

证明 根据推论 3 即得。】 

设 Ra ， Ry 0 ，l 为非负整数，若 01 iyaz  和 02 yiaz  都是   0,  azaFd 的

l 重根，则称 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd (在 z 平面上)的一对 l 重对偶(复)

根(其中 0y 为纯虚数时，称 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd 在 z 平面实轴上的

一对 l 重对偶实根)。 

推论 5 设 Ra ， Ry 0 ，l 为非负整数，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd

的一对 l 重对偶复根的充要条件是：     iyaFyyyy d

ll ,|00  ，但     1

0
1

0

 
ll yyyy 不

能整除  iyaFd , 。 

证明 由    yadiiyaF K
d ,,  ，则      yadyyyy

ll ,|00  ，但     1

0
1

0

 
ll yyyy 不能

整除  yad , 的充要条件是：      iyaFyyyy d

ll ,|00  ，但     1

0
1

0

 
ll yyyy 不能整除

 iyaFd , 。 

根据定理 11，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd 的一对 l 重对偶复根的充

要条件是： 0y ， 0y 是   0, yad 的一对 l 重共轭复根。再由   0,0 yxd 根的性质推论 5

即得。】 

定理 12 设 Ra ， Ry 0 ，l 为非负整数，则 0y ， 0y 是   0, yad 的一对 l 重共轭

复根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd  (在 z 平面上)的一对 l 重对

偶复根。 
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证明 由定理 11 即得。】 

例 7 设 Ra ， 0y 为纯虚数， l 为非负整数，则 0y ， 0y 是   0, yad 的一对 l 重共

轭纯虚数根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd 在 z 平面实轴上的

一对 l 重对偶实根。 

证明 在定理 12 中令 0y 为纯虚数即得。】 

定理 13 设 Ra ，      azaFzgzf d  , ， Ry 0 ， 21, ll 均为非负整数，若 01 iyaz 

和 02 yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时，   zgzz |1 ，但  2zz 

不能整除  zg ；2) 21 ll  时，   zgzz |2 ，但  1zz  不能整除  zg ；3) 21 ll  时， 1zz 

和  2zz  都不能整除  zg 。 

证明  由题设则    zfzz l |1
1 ，但   1

1
1 lzz 不能整除  zf ；    zfzz l |2

2 ，但

  1
2

2 lzz 不能整除  zf ；由点 a的  zg 性质 2，则  1zz  和  2zz  不能同时整除  zg ，

于是 

1) 21 ll  时，    zgzz |1 ，但  2zz  不能整除  zg 。否则，假如  1zz  不能整除

 zg ，则      1,1
1  zgzz l ，    azaFzz d

l  ,|1
1 ，由   0, 00  xzxFd 根的性质推论 3，

则    azaFzz d
l  ,|1

2 ，又 121  ll ，故    azaFzz d
l   ,|1

2
2 ，   zfzz l |1

2
2 ，矛盾。 

2) 21 ll  时，与 1)同理可证。 

3) 21 ll  时，则  1zz  和  2zz  都不能整除  zg 。否则① 假如    zgzz |1 ，但

 2zz  不能整除  zg ，则      1,2
2  zgzz l ，   azaFzz d

l  ,|2
2 ，由   0, 00  xzxFd

根的性质推论 3，则    azaFzz d
l  ,|2

1 ，于是    azaFzz d
l  ,|1

1 。再由    zgzz |1 ，

则    zfzz l |1
1

1 ，矛盾。② 假如    zgzz |2 ，但  1zz  不能整除  zg ，则与①同理

可得    zfzz l |1
2

2 ，矛盾。】 

推论 设 Ra ， K 为正整数，      ],[ yadiiyagiyaf K ， Ry 0 ， 21, ll 均为非

负整数，若 01 iyaz  和 02 yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时，

   iyagyy  |0 ，但  0yy  不能整除  iyag  ；2) 21 ll  时，    iyagyy  |0 ，但

 0yy  不能整除  iyag  ；3) 21 ll  时，  0yy  和  0yy  都不能整除  iyag  。 

证明 令 iyaz  ，    yadiiyaF K
d ,,  ，由题设则      azaFzgzf d  , 。又  1z z 
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 0i y y ，   02 yyizz  ，由    iyagzg  的整除性质，则    zgzz |1 的充要条件

是：    iyagyy  |0 ；    zgzz |2 的充要条件是：    iyagyy  |0 。再由定理 13 即

得。】 

定理 14 设 Ra ，  a2 有解， Ry 0 ， 21, ll 均为非负整数，若 01 iyaz  和

02 yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 01 iyaz  ， 02 yiaz  是

  0,  azaFd 的一对 2l 重对偶复根， 01 iyaz  是   0zg 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时，

01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd 的一对 1l 重对偶复根， 02 yiaz  是   0zg 的

12 ll  重根；3) 21 ll  时，记 lll  21 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd 的

一对 l 重对偶复根， 01 iyaz  和 02 yiaz  都不是   0zg 的根。 

证明 由于  a2 有解，则      azaFzgzf d  , ，再由题意根据定理 13，那么 

1) 21 ll  时，    zgzz |1 ，但  2zz  不能整除  zg ，则 2z 不是   0zg 的根，于

是 02 yiaz  是   0,  azaFd 的 2l 重根，由   0, 00  xzxFd 根的性质推论 4，则

01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd 的一对 2l 重对偶复根。 01 iyaz  分别是

  0zf 的 1l 重根，   0,  azaFd 的 2l 重根，于是 01 iyaz  是   0zg 的 21 ll  重根。 

2) 21 ll  时，与 1)同理可证。 

3) 21 ll  时，  1zz  和  2zz  都不能整除  zg ，则 1z 和 2z 都不是   0zg 的根。

又 lll  21 ，所以 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd 的一对 l 重对偶复根。】 

推论 1 设 Ra ， a2 有解， Ry 0 ， lll ,, 21 均为非负整数， 01 iyaz  和 02 yiaz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd 的一对 l 重

对偶复根的充要条件是：  21,min lll  。 

证明 由定理 14，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0,  azaFd 的一对 l 重对偶复根

  21 ll  时， 2ll  ； 21 ll  时， 1ll  ； 21 ll  时， 21 lll    21,min lll  。】 

推论 2 设 Ra ， a2 有解， Ry 0 ， 21, ll 均为非负整数，若 01 iyaz  和 02 yiaz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 0y ， 0y 是   0, yad 的一对 2l 重共轭

复根， 01 iyaz  是   0zg 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时， 0y ， 0y 是   0, yad 的一对 1l 重

共轭复根， 02 yiaz  是   0zg 的 12 ll  重根；3) 21 ll  时，记 lll  21 ，则 0y ， 0y 是
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  0, yad 的一对 l 重共轭复根， 01 iyaz  和 02 yiaz  都不是   0zg 的根。 

证明 由定理 14 和定理 12 即得。】 

推论 3 设 Ra ， a2 有解， Ry 0 ， lll ,, 21 均为非负整数， 01 iyaz  和 02 yiaz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 0y ， 0y 是   0, yad 的一对 l 重共轭复根的充要条

件是：  21,min lll  。 

证明 由推论 1 和定理 12 即得。】 
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§6 方程组的解与结式方程的根 

将    yxfyxf ,,, 10 关于 y 的结式，记为    xQyffres ,, 10 ，则 

  xQ
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nnnn

nnnn

nnnn
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这是一个 12 n 阶行列式，展开后是 x的实系数多项式，次数为 2n ，可设 

  22

22

1
1

10 nn
nn AxAxAxAxQ  
   

其中 0 0A  ， 20 1, , ,
n

A A A 均为实数。将  xQ 看作函数，通过行列式计算  xQ 对 12 n 个

不同数的函数值，解线性方程组可求得 20 1, , ,
n

A A A 的具体数值。 

定理  5  如果  00 , yx  是方程组(2)的一个复数解，那么 0x 就是   0xQ 的一个根；

反过来，如果 0x 是   0xQ 的一个复根，那么
     

  0
!1!
0

1
0 






n

xa

n

xa nn

，或者存在一个复

数 0y ，使  00 , yx 是方程组(2)的一个解。】 

 xQ 代表结式，故称   0xQ 为结式方程。由于
  

0
! 0

0  a
n

xa n

，定理可改写成 

定理 15 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx 是方程组(2)的解，则 0x 是   0xQ 的根；反

之，若 0x 是   0xQ 的根，则至少存在一个复数 0y ，使  00 , yx 是方程组(2)的解。 

推论 1 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若 0y 是   02 x
的解，则 0x 是   0xQ 的根；反之，若 0x

是   0xQ 的根，则至少存在一个复数 0y ，使 0y 是   02 x
的解。 

证明 由定理 15 和定理 1 即得。】 

n

n























1
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推论 2 设 Cx 0 ，则   02 x
有解的充要条件是：   00 xQ 。 

证明 由推论 1 即得。】 

设 Cx 0 ，若   00 xQ ，根据推论 2 则   02 x
有解，  zf 就能在 z 平面上的点 0x 分

解成两个 z 的复系数多项式  zg 与  00 , xzxFd  的乘积，即      00 , xzxFzgzf d  。 

定理 16 设 jjj iyxz   nj ,,2,1  是 n 次方程   0zf 的所有复根 ( Rx j  ，

Ry j  )， jhjhj iyxz  ， jhjhh yixz   nhhj ,,3,2,1  是   0zf 的
 

2

1nn
对对

偶复根，则  jj yx ,  nj ,,2,1  是方程组 (2)的 n 个实数解；  jhjh yx , ，  jhjh yx ,

( nhhj ,,3,2,1  )是(2)的
 

2

1nn
对对偶复数解； jxx   nj ,,2,1  ， jhxx  ， jhxx 

 nhhj ,,3,2,1  都是   0xQ 的根，于是  jxx  ，  jhxx  ，  jhxx  都是  xQ 的

一次因式，而且 

      jh

n

hhj
jh

n

j
j xxxxxxAxQ  

 2,11
0       ( RA 0 且 00 A ) 

方程组(2)有 2n 个解，   0xQ 有 2n 个根，(2)的一个解对应   0xQ 的一个根。 

证明 根据定理 6 和定理 7 以及定理 15 即得，必须说明的是 

1. 在   0zf 没有重根，对影中点没有重合，并且根与对影中点也不重合的情况

下， jxx   nj ,,2,1  ， jhxx  ， jhxx   nhhj ,,3,2,1  都是   0xQ 的单根(即

 jxx  ， jhxx  ， jhxx  都是  xQ 的1重因式)，这些根的个数总和等于 222 nCn n  ，

恰好等于   0xQ 的次数，因而这 2n 个根就是   0xQ 的所有复根。于是有 

      jh

n

hhj
jh

n

j
j xxxxxxAxQ  

 2,11
0       ( RA 0 且 00 A ) 

方程组(2)有 2n 个各不相同的复数解，   0xQ 有 2n 个根，可以说(2)的一个解对应

  0xQ 的一个根。 

2. 在   0zf 有重根或对影中点有重合或根与对影中点有重合的情况下，它依然

有 n个复根(含重根)，可组合成
 

2

12 


nn
Cn 对对偶复根，对影中点也依然是

 
2

1nn
对

(只是有重合而已)，方程组(2)复数解的个数也还是 2n 个(其中会有相同的解)，   0xQ



第一章    方程复根的求解路径 

 

 
389 

依然有 2n 个根，这时只需换一种更普通的表述方式，说  jxx  ，  jhxx  ，  jhxx  都

是  xQ 的一次因式。这些因式的次数之和为 222 nCn n  ，恰好等于  xQ 的次数，因而

它们就是  xQ 的全部因式。于是有 

      jh

n

hhj
jh

n

j
j xxxxxxAxQ  

 2,11
0       ( RA 0 且 00 A )  】 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 ，l 为非负整数，若  00 , yx 是方程组(2)所有复数解(含相同

解)组成的集合的 l 重元素，则称  00 , yx 是(2)的 l 重(复数)解。 

 00 , yx 是(2)的 l 重解的充要条件是：  00 , yx 是(2)所有复数解(含相同解)组成的集

合的 l 重元素。  00 , yx 是(2)的 0重解的充要条件是：  00 , yx 不是(2)的解。 

对 n次方程   0zf ，由定理 16，方程组(2)有 2n 个解，   0xQ 有 2n 个根，(2)的

一个解对应   0xQ 的一个根。若 0x 是   0xQ 的一个 L 重根，则(2)恰好有 L 个解与之

相对应，这 L 个解可写成 

 jyx ,0 ， Lj ,,2,1  。 

这 L 个解就是(2)所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中 0xx  的全部解。 

由(2)所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 可写成 

      
     











 

 2,
0,
0,

|,,
1

0 CyCx
yxf
yxf

yxyx  

其中 0xx  的全部解(含相同解)组成的集合可写成 

   
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx  

因此，说  jyx ,0 ( Lj ,,2,1  )是(2)所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中

0xx  的全部解，就意味着    Ljyx j ,,2,1|,0     
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx 。 

写成推论则有 

推论 1 设 Cx 0 ，则
0x

0x 是   0xQ 的 L 重根的充要条件是： Cy j  ， Lj ,,2,1  ，

使得  jyx ,0  Lj ,,2,1  是方程组(2)所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中 0xx 

的全部解(含相同解)，即    Ljyx j ,,2,1|,0     
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx  
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推论 1 可简述成 设 Cx 0 ，则 0x 是   0xQ 的 L 重根的充要条件是：(2)所有复数

解(含相同解)组成的集合   yx, 中 0xx  的全部解的个数为 L 。 

推论 2 设 Ra ，   Ry j 0 且   00 jy ， Ry j  ， l 为非负整数， az 0 是 n次方程

  0zf 的 l 重实根，  0
jj iyaz   tj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有各

不相同的非 a根，其中  0
jj iyaz  是   0zf 的  0

jl 重根； jj iyaz 1 ， jj yiaz 2

( sj ,,2,1  )是   0zf 在 z 平面上但不在直线 ax  上的以 a， a为一双对影中点的所

有各不相同的成对对偶根，其中 jj iyaz 1 ， jj yiaz 2 分别是   0zf 的 1jl 重和 2jl

重根， ax  是   0xQ 的 L 重实根，则   0zf 在 z 平面上以 a， a为一双对影中点的

成对对偶根共有
      








 s

j
jj

t

j

jj ll
llll

1
21

1

00

2

1

2

1
对，而且 
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j
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j
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jj llll
llll

L
1
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1 1
21

00

2

1

2

1
2    2

1
1

1

202 2 j

s

j
j

t

j
j llll 



  

其中当 nl  时， 0t ， 0s ， 2nL  ；当 0l 时，    



s

j
jj

t

j
j lllL

1
21

1

20 2 。 

证明 1) 不妨设 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的一个根(其中 Ry 0 )，

由定理 16，则相应的  ax  是  xQ 的一次因式。  0
jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上

的  0
jl 重根  tj ,,2,1  ，则相应的  ax  是  xQ 的  



t

j
jl

1

0 次因式； az 0 是   0zf 的 l

重实根，于是相应的  ax  是  xQ 的 l 次因式。 

2) 不妨设 jhj iyaz  ， jhh yiaz  是   0zf 的一对对偶复根(其中 Cy jh  )，

则 jhj iyaz  ， jhh yiaz  是   0zf 在 z 平面上以 a， a为一双对影中点的成对对偶

根，由定理 16，则相应的  ax  是  xQ 的 2 次因式。 

 0
jj iyaz   tj ,,2,1  是   0zf 在直线 ax  上的所有各不相同的非 a根，其中

 0
jj iyaz  是   0zf 的  0

jl 重根，则  0
jl 个  0

jj iyaz  本身可组合成   0zf 在直线

ax  上以 a ， a 为一双对影中点的成对非 a 对偶根  0
jj iyaz  ，  0

jj iyaz  有
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2

100 jj ll
对  tj ,,2,1  ，这样的成对非 a对偶根共计有

    



t

j

jj ll

1

00

2

1
对。 az 0 是

  0zf 的 l 重实根，则 l 个 az 0 本身可组合成   0zf 在直线 ax  上以 a， a为一双

对影中点的成对 a对偶根 az 0 ， az 0 有
 

2

1ll
对。于是   0zf 在 z 平面直线 ax  上

以 a， a为一双对影中点的成对对偶根合计有
      







 t

j

jj llll

1

00

2

1

2

1
对。 

jj iyaz 1 ， jj yiaz 2  sj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上但不在直线 ax  上的

以 a，a为一双对影中点的所有各不相同的成对对偶根，其中 jj iyaz 1 ， jj yiaz 2

分别是   0zf 的 1jl 重和 2jl 重根，可组合成   0zf 在 z 平面上但不在直线 ax  上以 a，

a为一双对影中点的成对对偶根 jj iyaz 1 ， jj yiaz 2 有 21 jj ll 对( sj ,,2,1  )，故

  0zf 在 z 平面上但不在直线 ax  上以 a， a为一双对影中点的成对对偶根共有




s

j
jj ll

1
21 对。 

因此，   0zf 在 z 平面上以 a， a为一双对影中点的成对对偶根共有 
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对，于是相应的  ax  是  xQ 的
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次因式。 

综合 1) 2)，则  ax  是  xQ 的
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2 重因式，

又 ax  是   0xQ 的 L 重实根，于是 
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故命题成立。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 ，若 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的 l 重根，

则  0, ya 是方程组(2)的 2l 重实数解。 
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证明 根据定理 16，若 00 iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的 l 重根，则它对应(2)

的 l 个实数解  0, ya ；这 l 个 00 iyaz  本身可组合成   0zf 在直线 ax  上的
 

2

1ll
对

对偶根 00 iyaz  ， 00 iyaz  ，它们对应(2)的
 

2

1ll
对对偶实数解  0, ya ，  0, ya 。

于是  0, ya 是(2)所有复数解(含相同解)组成的集合的 2l 重元素，因此  0, ya 是(2)的 2l 重

实数解。】 

推论4 设 Rx 0 或 Ry 0 ，若 001 iyxz  和 002 yixz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重

根，则  00 , yx 和  00 , yx 都是方程组(2)的 21ll 重解。 

证明 若 001 iyxz  和 002 yixz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则它们可组合

成   0zf 的 21ll 对对偶复根 001 iyxz  ， 002 yixz  ，由定理 16，则(2)有 21ll 对对偶

复数解  00 , yx ，  00 , yx 与之相对应，于是  00 , yx 和  00 , yx 都是(2)所有复数解(含相同

解)组成的集合的 21ll 重元素，因此  00 , yx 和  00 , yx 都是(2)的 21ll 重解。】 

推论 5 n次方程   0zf 复根的实部均为   0xQ 的实根，   0xQ 至少有一个实根。 

证明 根据定理 16 即得。】 

要求   0zf 复根的实部，由推论 5 可先求   0xQ 的实根。作以    xQxQ ', 为基的

施图姆序列的标准型和扩展型，标准型和扩展型在点 x  Rx 的变号数分别记为
Q
xV 和

Q
xU 。 

设 HVV QQ   ，由推论 5，则 1H ，于是可在   , 内找到   0xQ 实根的

H 个隔离区间： 11, ， 22 , ，， HH  , ，其中 HH   2211 ，

且   0jQ  ，   0jQ  ， 1 QQ

jj
VV  ， Hj ,,2,1  。于是   0xQ 的 H 个各不相同的

实 根 就 可 表 示 为  
 

),,,,( 22 110

,

nnj AAAAx
jj

 


( 或 简 写 成
   Qx

jj

j

 ,
 ) ，

Hj ,,2,1  ，其中 jx 是   0xQ 的 QQ
j jj

UUL   重实根。 

  0xQ 的实根总数为：   


 
H

j
j

H

j

QQQQ LUUUU
jj

11
 。 
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 xQ 的实根因式可表示为：
 






 




 

H
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UU

nn

Q
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Q
jjj

AAAAx
1

110

,
),,,,( 22


  

若 ,  均为有限实数，且   0x ，   0Q ，  0 0Q x  ，   0Q ， 1 QQ VV  ，

则   0xQ 在区间   , 内的根
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


(即

   Qx
 ,

0 )，根 0x

的重数 QQ UUL   。 

为了方便与二元多项式方程组(2)进行对比，我们可以将方程组 

 
 







0,
0,

1

0

yaf
yaf

                                a2  

视为关于 a， y 的二元多项式方程组。设 Ra ， Cy 0 ，若 在 0yy  时

的函数值满足   0, 00 yaf 且   0, 01 yaf ，则称  0, ya 是方程组  a2 的一个(复数)解。 

 0, ya 是  a2 的解的充要条件是：    yafyy ,| 00 且    yafyy ,| 10 。 

再设 l 为非负整数，若    yafyy l ,| 00 且    yafyy l ,| 10 ，但   1
0

 lyy 不能同时

整除    yafyaf ,,, 10 ，则称  0, ya 是方程组  a2 的 l 重(复数)解。统计解的个数，重解按

重数计算。设  a2 复数解(含重解)的个数为 aK ，则 nKa  。由  a2 所有复数解(含重解)

组成的集合可写成    
     











 

 aCy
yaf
yaf

ya 2
0,
0,

|,
1

0  

 0, ya 是  a2 的 l 重解的充要条件是：  0, ya 是  a2 所有复数解组成的集合的 l 重元素。 

定理 17 设 Ra ，   0aQ ，则  a2 所有复数解(含重解)组成的集合是方程组(2)

所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中 ax  的全部解(含相同解)组成的集合的子

集，即 
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其中      1, ' zfzf 时，有 
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证明 由 Ra ，   0aQ ，则  a2 有解。记 
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则 A是由  a2 所有复数解组成的集合，B 是由(2)所有复数解组成的集合   yx, 中 ax 

的全部解组成的集合， A和 B 是两个允许有重元的有限集合。 

对   Aya j 
0

, ，   Alya j 
0

, ，则 1l ， 
0

, jya 是  a2 的任意一个解，且  
0

, jya 是

 a2 的 l 重解，于是    yafyy l
j ,| 00

 且    yafyy l
j ,| 10

 ，但   1
0

 l
jyy 不能同时整除

 yaf ,0 ，  yaf ,1 。那么 

1) Ry j 
0

时，由定理 6 推论 3，则    iyafyy l
j  |
0

，但   1
0

 l
jyy 不能整除  iyaf  ，

即
00 jiyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的 l 重根，根据定理 16 推论 3 则  

0
, jya 是

方程组(2)的 2l 重实数解，故  
0

, jya 是(2)所有复数解组成的集合的 2l 重元素，从而也是

B 的 2l 重元素，由 1l ， ll 2 ，则  
0

, jya 是 B 的 l 重以上(含 重)元素，即    Blya j 
0

, 。 

2) Ry j 
0

时，    yadyy l
j ,|
0

 ，但   1
0

 l
jyy 不能整除  yad , 。由   0,0 yxd 根

的性质推论 3，则    yadyy
l

,|0 ，但   1

0




l
yy 不能整除  yad , ，因此

0j
y ，

0j
y 是

  0, yad 的一对 l 重共轭复根。不妨设
01 jiyaz  ，

02 jyiaz  分别是   0zf 的 1l 重

和 2l 重根，由定理 14 推论 3，则  21,min lll  。由定理 16 推论 4，则  
0

, jya ，  
0

, jya 都

是方程组(2)的 21ll 重解，于是  
0

, jya 是(2)所有复数解组成的集合的 21ll 重元素，从而也

是 B 的 21ll 重元素。由  21,min lll  且 1l ， llll  2
21 ，则  

0
, jya 也是 B 的 l 重以上(含 重)

元素，即    Blya j 
0

, 。 

总之，由   Aya j 
0

, ，    Alya j 
0

,        Blya j 
0

, ，故 BA ，即 

   
     











 

 aCy
yaf
yaf

ya 2
0,
0,

|,
1

0     
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0 CyCx
yxf
yxf

ya 。 

其中      1, ' zfzf 时，   0zf 根均为 1 重根(即单根)。我们说， a2 的解均为 1 重解，

即 A的元素都是1重元素。否则，假设存在    Alya j 
0

, ， 1l ，那么重复上面的论证

可知： Ry j 
0

时，
00 jiyaz  是   0zf 在直线 ax  上的 l 重根( 1l )，矛盾； Ry j 

0

时，由于  21,min lll  且 1l ，则 11 l ， 12 l ，
01 jiyaz  和

02 jyiaz  分别是   0zf

的 1l 重和 2l 重根，矛盾。 

因此，对   Aya j 
0

, ，   Alya j 
0

, ，则 1l ，重复论证可知： Ry j 
0

时， 12  ll ，

l

l
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于是  
0

, jya 是 B 的 l 重元素，即    Blya j 
0

, ； Ry j 
0

时，  21,min lll  且 1l ， 11 l ，

12 l ，则 12
21  llll ，于是  

0
, jya 是 B 的 l 重元素，即    Blya j 

0
, 。总之，由 

  Aya j 
0

, ，    Alya j 
0

,     Blya j 
0

, 。 

反过来，对  
1

, ja y B  ，那么  
1

, ja y 是方程组(2)的解，由定理 1，则
1j

y 是  a2 的

解，由新定义即  
1

, ja y 是  a2 的解，于是  
1

, ja y A ，即由  
1

, ja y B     Aya j 
1

, 。 

根据预章定理 1，则 BA  ，即 

   
     











 

 aCy
yaf
yaf

ya 2
0,
0,

|,
1

0     
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0 CyCx
yxf
yxf

ya 。】 

定理 18 设 Ra ，   0aQ ，  a2 复数解(含重解)的个数为 aK ，方程组(2)所有复

数解(含相同解)组成的集合   yx, 中 ax  的全部解(含相同解)的个数为 L ，则 LKa  ，

其中      1, ' zfzf 时， LKa  。 

证明 不妨设 A是由  a2 所有复数解组成的集合，B 是由(2)所有复数解组成的集合

  yx, 中 ax  的全部解组成的集合。由题设则 A的元素个数为 aK ，B 的元素个数为 L 。

由定理 17，则 BA ，因此 LKa  ，其中当      1, ' zfzf 时， BA  ，于是 LKa  。】 

显然，二元和一元方程组  a2 复数解的个数相等，定理 18 中  a2 的复数解，无论

用一元或二元法表示，命题均成立。 

定理 19 设 Ra ，L 为正整数，若 ax  是   0xQ 的 L 重根， a2 复数解(含重解)

的个数为 aK ，则 LKa  ，其中      1, ' zfzf 时， LKa  。 

证明 由定理 16 推论 1 和定理 18 即得。】 

定理 20 设 Ra ， L 为正整数，若 ax  是   0xQ 的 L 重根，  yad , 关于 y 的次

数为 K ，则 LK  ，其中      1, ' zfzf 时， LK  。 

证明 由定理 2 推论 2 和定理 19 即得。】 
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第二章 
施图姆序列 

§1 恒定元为实数 a 的方程组 

设复系数 n次多项式 ，其中 1n  ， ， ，

， ， ， 0,1,2, ,j n  ，且 0 0b  ，1 2, , , nb b b 不全为零， ，

i 为虚数单位，并记 

  nn
nn azazazaza  


1
1

10  ，   nn
nn bzbzbzbzb  


1
2

2
1

1   

则  za 和  zb 是实系数多项式，且有 

     zibzazf   

令 Ra ， iyaz  ，则由第一章可知 

  zf          yafiyafiiyaFiyaFiyaf nn ,,,, 1
1

010
     yaifyafin ,, 10   

其中

 
     

 
  
 

  
 

 
  
 

  
 

  
 

  
 



























































4
4

3
3

2
2

1
1

1

3
3

2
2

1
1

0

!4!3!2!1
,

!3!2!1!
,

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

y
n

ab
y

n

aa
y

n

ab
y

n

aa
yaf

y
n

ab
y

n

aa
y

n

ab
y

n

aa
yaf

 

 yaf ,0 和  yaf ,1 是 y 的实系数多项式。于是由关系式 

   iyafzf      yaifyafin ,, 10                        a1  

可得 y 的实系数一元多项式方程组 

 
 







0,
0,

1

0

yaf
yaf

                               a2  

其中 a 为恒定元， y 是变元。
  

0
! 0  a

n

aa n

，故    yafyaf ,,, 10 是两个 y 的系数不全

为零的多项式。 

定理 1 设 Ra ， Cy 0 ，则  0, ya 是方程组(2)的解的充要条件是： 0y 是  a2 的解。 

证明 在第一章定理 1 中令 Rax 0 即得。】 

简记    yfyaf 00 ,  ，    yfyaf 11 ,  ，称为点 a的    yfyf 10 , ，则方程组  a2 可简写

  nn
nn czczczczf  


1
1

10  00 c Cc j 

jjj ibac  Ra j  Rbj  000  ca
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为 

 
 







0
0

1

0

yf
yf

                                   a2  

   yfyf 10 , 是实系数多项式。
  

0
! 0  a

n

aa n

，故  yf0 是次数为 n的多项式，但  yf1 却

有可能是零多项式，即当它的系数全为零时。关系式  a1 可写成 

   iyafzf      yifyfin
10                           a1  

设 Ra ， Cy 0 ，若点 a的    yfyf 10 , 在 0yy  时函数值满足   000 yf 且   001 yf ，

则 0y 是方程组  a2 的一个(复数)解。若点 a 的   01 yf ，则点 a 的  yf0 ( 0 )的根就是

 a2 的解。显然， 0y 是  a2 的解的充要条件是：    yfyy 00 | 且    yfyy 10 | 。 

再设 l 为非负整数，若    yfyy l
00 | 且    yfyy l

10 | ，但   1
0

 lyy 不能同时整除

   yfyf 10 , ，则 0y 是方程组  a2 的 l 重(复数)解。若点 a的   01 yf ，则点 a的  yf0 ( 0 )

的 l 重根就是  a2 的 l 重解。由  a2 所有复数解(含重解)组成的集合是允许有重元的有限

集合，它可写成
 
     











 

 aCy
yf
yf

y 2
0
0

|
1

0  

显然， 0y 是简写前  a2 的解的充要条件是： 0y 是简写后  a2 的解。将  a2 简写不影

响定理 1 命题的成立，以下各定理也是如此。 

当点 a的  yf1  0时，将  a2 所有复数解(含重解)组成的集合记作    10 ff  ，

且称它是方程   00 yf 所有复根组成的集合与方程   01 yf 所有复根组成的集合的交

集。若   1f ，则    10 ff   。交集    10 ff  的本质特征是：设 Cy 0 ，

10 ,, lll 均为非负整数，则      100 ffly      000 fly  ，    110 fly  ，其中

 10 ,min lll  。 

当点 a的   01 yf 时，若仍然把   01 yf 看作方程，则任意复数都是它的根，而且

根的重数都是无限次的。在预章由零多项式方程   01 yf 的所有复根组成的集合

 1f 称为整式方程的根全集。根全集  1f 是一个允许有重元的无限集合，任意复

数都是它的元素，而且元素的重数也都是无限次的。若套用子集定义，则有

   10 ff  。为了统一，这时仍将  a2 所有复数解 (含重解 )组成的集合记作
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   10 ff  ，且称它是方程   00 yf 所有复根组成的集合与零多项式方程   01 yf

所有复根组成的根合的交集。这时，  a2 就转化为   00 yf ，故    10 ff  的本质

特征是    10 ff   0f 。 

总之，无论点 a的  yf1 是否是非零多项式，都有 

 
     











 

 aCy
yf
yf

y 2
0
0

|
1

0    10 ff  。 

0y 是  a2 的 l 重解的充要条件是：      100 ffly  。 

定理 2 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a2 的解，则 a是   0xQ 的根；反过来，若 a是

  0xQ 的根，则至少存在一个复数 0y ，使 0y 是  a2 的解。 

证明 由定理 1 和第一章定理 15 即得。】 

推论 设 Ra ，则  a2 有解的充要条件是：   0aQ 。 

证明 由定理 2 即得。】 

引理 设 Ra ，   0aQ ， a2 复数解(含重解)的个数为 aK ，方程组(2)所有复数解

(含相同解)组成的集合   yx, 中 ax  的全部解(含相同解)的个数为 L ，则 LKa  ，其中

     1, ' zfzf 时， LKa  。 

证明 由第一章定理 18 即得。】 

定理 3 设 Ra ， L 为正整数，若 ax  是   0xQ 的 L 重根，  a2 复数解(含重解)

的个数为 aK ，则 LKa  ，其中      1, ' zfzf 时， LKa  。 

证明 由引理和第一章定理 16 推论 1 即得。】 

 a2 解的性质 性质及推论 1 至 4 与第一篇第三章  a2 解的性质 2 及其推论相同。 

性质 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a2 的解，则 0y 也是  a2 的解。 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y 是  a2 的解的充要条件是： 0y 是  a2 的解。 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ，则    yfyy 00 | 且    yfyy 10 | 的充要条件是： 

   yfyy 00 | 且    yfyy 10 | 。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则    yfyy l
00 | 且    yfyy l

10 | 的充

要条件是：    yfyy
l

00 | 且    yfyy
l

10 | 。 
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推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l 为非负整数，则 0y 是  a2 的 l 重解的充要条件是： 0y 是

 a2 的 l 重解。 

推论 5 设 Ra ， Ry 0 ， l 为非负整数，则 0y ， 0y 是  a2 的一对 l 重共轭复数解

的充要条件是：     yfyyyy
ll

000 | 且      yfyyyy
ll

100 | ，但     1

0
1

0

 
ll yyyy 不

能同时整除    yfyf 10 , 。 

证明 在第一章   02 x 解的性质推论 5 中简记    yfyaf 00 ,  ，    yfyaf 11 ,  即得。】 

定理 4 设 Ra ， Cy 0 ， l 为正整数，若    yfyy l
00 | 且    yfyy l

10 | ，则

   iyafyy l  |0 ，即 00 iyaz  是   0zf 的 l 重以上根。 

证明 在第一章定理 4 中令 Rax 0 ，简记    yfyaf 00 ,  ，    yfyaf 11 ,  即得。】 

定理 5 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a2 的解，则 00 iyaz  是   0zf 的根。 

证明 由定理 1 和第一章定理 5 即得。】 

推论 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a2 的解，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  都是   0zf 的

根。 

证明 由  a2 解的性质和定理 5 即得。】 

定义 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，若 0y ， 0y 都是方程组  a2 的解，则称 0y ， 0y 是

 a2 的一对(复数)解，其中 Ry 0 时，称 0y ， 0y 是  a2 的一对实数解。 

 a2 一对复数解的性质 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，则 0y ， 0y 是  a2 的一对复数

解的充要条件是：    yfyy 0
2
0

2 | 且    yfyy 1
2
0

2 | 。 

由  a2 解的性质所决定，本篇  a2 一对复数解，仅为特例，如例 2。 

定理 6 设 Ra ， Ry 0 ，则 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的根的充

要条件是： 0y 是  a2 的实数解。 

证明 由定理 1 和第一章定理 6 即得。】 

定理 6 表明 设 Ra ， Ry 0 ，则    iyafyy  |0 的充要条件是： 

   yfyy 00 | 且    yfyy 10 |  

例 1 设 Ra ， Ry 0 ，若 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的根，由定

理 6 和定理 2 推论，则   0aQ 。 

例 2 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，由定理 6，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在
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z 平面直线 ax  上的一对共轭根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对实数解。 

例 2 表明 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，则    iyafyy  |2
0

2 的充要条件是： 

   yfyy 0
2
0

2 | 且    yfyy 1
2
0

2 | 。 

推论 1 设 Ra ，则 az 0 是   0zf 的实根的充要条件是： 0 是  a2 的实数解。 

证明 在定理 6 中令 00 y 即得。】 

设 Ra ， iyaz  ，简记    iyFiyaF 00 ,  ，    iyFiyaF 11 ,  ，则    yfiiyF n
00  ，

   yfiiyF n
1

1
1

 ，            yfiyfiiyFiyFiyafzf nn
1

1
010

 。 

作点 a的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

        yfyfyfyf m,,,, 210                             a3  

 a3 内均为实系数多项式，其中        yfyfyqyf jjjj 21   ，即       yfyfremyf jjj 12 ,   ，

 1,,2,1,0  mj  ，且   01  yfm ，最后多项式  yfm 是    yfyf jj 1,  的最大公因式。 

   
     

 
  
 

  
 

   
  
 

  
 

  
 

  
 



























































4
4

3
3

2
2

1
1

11

3
3

2
2

1
1

00

!4!3!2!1
,

!3!2!1!
,

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

y
n

ab
y

n

aa
y

n

ab
y

n

aa
yafyf

y
n

ab
y

n

aa
y

n

ab
y

n

aa
yafyf

 

记  
  

!00 n

aa
a

n

 ，
  
 !1

1

01 




n

ab
a

n

，
  
 !2

2

02 




n

aa
a

n

，
  
  ,

!3

3

03 




n

ab
a

n

 

  
 !1

1

10 




n

aa
a

n

，
  
 !2

2

11 




n

ab
a

n

，
  
 !3

3

12 




n

aa
a

n

，
  
  ,

!4

4

13 




n

ab
a

n

 

其中 00a
  

0
! 0  a

n

aa n

，从而将  a3 写成 

    3
03

2
02

1
01000

nnnn yayayayayf  

    4
13

3
12

2
11

1
101

nnnn yayayayayf  

  
    3

3
2

2
1

10
K

m
K

m
K

m
K

mm yayayayayf   

最后的 K 次多项式  yfm 是    yfyf 10 , 的最大公因式。 

点 a的    yfyf 10 , 是两个不全为零的多项式，它们的最大公因式是非零多项式，于

是用     yfyf 10 , 来表示首项系数是 1 的那个最大公因式。 

若      1, 10 yfyf ，则称点 a的    yfyf 10 , 互素。 
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设 Ra ，   0aQ ，由定理 2 推论则  a2 有解，根据预章定理 2 推论 2，则  a3 内  yfm

的次数 1K ，      1, 10 yfyf 。可设
     
     







yfygyf
yfygyf

m

m

11

00 (即
     
     







yafyagyaf
yafyagyaf

m

m

,,,
,,,

11

00 )。

其中    ygyg 10 , 为实系数多项式，  yg0 是非零多项式，但  yg1 却有可能是零多项式，

根据预章定理 5，则
 
 







0
0

1

0

yg
yg

无解，      1, 10 ygyg 。于是 

             yifyfiyaifyafiiyafzf nn
1010 ,,        yfyigygi m

n
10   

令         yigygiiyagzg Kn
10   ，则      ][ yfiiyagiyaf m

K ，其中 K 为  yfm 的

次数，令    yfiiyF m
K

m  ，则        iyFiyagiyafzf m ，于是 

     azFzgzf m   

该式与 有关，它是  zf 在 z 平面实轴上点 a 的分解式，其中  zg 为点 a 的  zg ，

   azFm   iyFm  yfi m
K 。    azaFazF mm  , ，  azaFm , 是关于 a， az  的复

系数二元多项式，于是  azFm  是  az  的复系数 K 次多项式，也是 z 的复系数 K 次

多项式，因此  zg 是复系数 Kn  次多项式。 

由
     
     







yfygyf
yfygyf

m

m

11

00 可得
     
     











][
][

1
1

1
1

00

yfiygiyfi
yfiygiyfi

m
KKnn

m
KKnn

 

令    ygiiyG Kn
00

 ，    ygiiyG Kn
1

1
1

 ，又    yfiiyF n
00  ，    yfiiyF n

1
1

1
 ，    yfiiyF m

K
m  ，

于是
     
     







iyFiyGiyF
iyFiyGiyF

m

m

11

00 ，由 iyaz  ，则有 

     
     







azFazGazF
azFazGazF

m

m

11

00  

其中  azF 0 是  az  的次数为 n的多项式，但  azF 1 却有可能是  az  的零多项式，

即当它关于  az  的系数全为零时。由于  a2 有解，
     
     







 yfiiyFazF
yfiiyFazF

n

n

1
1

11

000 ，于是

 
 







0
0

1

0

azF
azF

有解，故  0 ,F z a  azF 1 关于  az  非互素，即      1, 10  azFazF 。 

 
 







0
0

1

0

azG
azG

无解。否则，假如
 
 







0
0

01

00

azG
azG

有解，则  Cy 0 ，将 00 iyaz  代

入
 
 







0
0

1

0

azG
azG

后，满足
 
 







0
0

01

00

azG
azG

。从而有 

a
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的解，矛盾。因此，      1, 10  azGazG ，即  ,0 azG   azG 1 关

于  az  互素，  azFm  是  ,0 azF   azF 1 关于  az  的一个最大公因式。 

综上所述，设 Ra ，若   0aQ ，则  a3 内  yfm 的次数 1K ，  zf 就能在 z 平面

实轴上的点 a分解成两个 z 的复系数多项式  zg 与  azFm  的乘积，即 

     azFzgzf m   

其中  zg 为点 a 的  zg ，由 iyaz  ，该式又可写成      ][ yfiiyagiyaf m
K 。于

是说点 a的  zg ，就意味着      azFzgzf m  或      ][ yfiiyagiyaf m
K 。反之亦

然。 

点a的  zg 性质 1 设 Ra ， Ry 0 ， 00 iyaz  ，         yigygiiyagzg Kn
10  

其中    ygyg 10 , 为实系数多项式，      1, 10 ygyg ，则   00 zg ，于是  0zz  不能整除

 zg ，即  0yy  不能整除  iyag  。 

证明 在第一章点 0x 的  zg 性质 1 中令 ax 0 ，简记    ygyag 00 ,  ，    ygyag 11 , 

即得。】 

它表明 若      azFzgzf m  ，则   0zg 在 z 平面的直线 ax  上没有根。 

下面继续定理 6 的推论 

推论 2 设 Ra ， Ry 0 ， l 为非负整数，则    iyafyy l  |0 的充要条件是： 

   yfyy l
00 | 且    yfyy l

10 | 。 

证明 第一章定理 6 推论 3 中令 ax 0 ，简记    yfyaf 00 ,  ，    yfyaf 11 ,  即得。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 ，l 为非负整数，则 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax 

上的 l 重根的充要条件是： 0y 是  a2 的 l 重实数解。 

证明 根据推论 2 即得。】 

推论 4 设 Ra ，l 为非负整数，则 az 0 是   0zf 的 l 重实根的充要条件是：0 是

 a2 的 l 重实数解。 

证明 在推论 3 中令 00 y 即得。】 

  0zf 一对对偶复根的性质  设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是
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  0zf 的一对对偶复根的充要条件是：     iyafyyyy  |00 。 

证明 该性质即为第一章   0zf 一对对偶复根的性质推论 3。】 

推论 设 Ra ， Ry 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf  (在 z 平面直线 ax 

上)的一对对偶(复)根的充要条件是：    iyafyy  |2
0 。 

证明 在性质中令 Ry 0 即得。】 

定义 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y ， 0y 都是方程组  a2 的解，特别 Ry 0 时， 0y 是  a2

的 2 重以上解，即    yfyy 0
2

0 | 且    yfyy 1
2

0 | ，则称 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭(复

数)解。 

 a2 一对共轭复数解的性质 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭复数

解的充要条件是：     yfyyyy 000 | 且     yfyyyy 100 | 。 

证明 在第一章  a2 一对共轭复数解的性质中将    yafyaf ,,, 10 简记为    yfyf 10 , 即

得。】 

引理 设 Ra ， Cy 0 ，则  0, ya ， 0, ya 是方程组(2)的一对对偶复数解的充要条

件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭复数解。 

证明 由第一章定理 8 引理即得。】 

定理 7 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根的

充要条件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭复数解。 

证明 由引理和第一章定理 7 推论 2 即得。】 

定理 7 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则     iyafyyyy  |00 的充要条件是： 

    yfyyyy 000 | 且     yfyyyy 100 | 。 

例 3 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，由

定理 7 和定理 2 推论，则   0aQ 。 

推论 1 设 Ra ， Ry 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax 

上的一对对偶根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭实数解。 

证明 在定理 7 中令 Ry 0 即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对对偶实根的充要条件是： 0 ，

0 是  a2 的一对共轭实数解。 



整式代数方程统一解法原理 

 

 
404 

证明 在推论 1 中令 00 y 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 在 z 平面上但不在

直线 ax  上的一对对偶根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭复数解。 

证明 在定理 7 中令 Ry 0 即得。】 

推论 4 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf  (在 z 平面

实轴上)的一对对偶实根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭纯虚数解。 

证明 在推论 3 中令 0y 为纯虚数即得。】 

点 a的  zg 性质 2 设 Ra ，         yigygiiyagzg Kn
10   ，其中    ygyg 10 , 为

实系数多项式，      1, 10 ygyg ，于是 1)   0zg 没有以 a，a为一双对影中点的成对

对偶根；2) 设 Ry 0 ， 01 iyaz  ， 02 yiaz  ，则  1zz  和  2zz  不能同时整除  zg ，

即  0yy  和  0yy  不能同时整除  iyag  。 

证明 在第一章点 a的  zg 性质 2 中简记    ygyag 00 ,  ，    ygyag 11 ,  即得。】 
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§2 最大公因式方程(一) 

设施图姆序列  a3 内  yfm 的次数为 K ，且记 

  0yfm                                  a4  

则称它为  a3 最后的 K 次方程  a4 。显然， 0y 是  a4 的根的充要条件是：   yfyy m|0 。

0y 是  a4 的 l 重根的充要条件是：    yfyy m
l |0 ，但   1

0
 lyy 不能整除  yfm 。 

 a4 所有复根 (含重根 )组成的集合可写成       a
m Cyyfy 40|  ，或记作

 mf ，于是         m
a

m fCyyfy  40| 。 0y 是  a4 的 l 重根的充要条件是：

   mfly 0 。 

 yfm 是    yfyf 10 , 的最大公因式，下面定理 1 及推论根据预章定理 2 及推论即得。 

定理 1 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 

1) 0y 是  a2 的解的充要条件是： 0y 是  a4 的根。 

2) 0y 是  a2 的 l 重解的充要条件是： 0y 是  a4 的 l 重根。 

推论 1 设 Ra ，则  a2 所有复数解(含重解)组成的集合与  a4 所有复根(含重根)

组成的集合是两个相等的集合，即    10 ff   mf ，于是  a4 的所有复根就是

 a2 的所有复数解。 

推论 2 设 Ra ，  a2 复数解(含重解)的个数为 aK ，  a4 的次数为 K ，则 KKa  ，

故  a2 有解的充要条件是： 1K 。 

推论 3 设 Ra ，则  a2 无解的充要条件是：      1, 10 yfyf 。 

推论 4 设 Ra ，在  a3 内 1) 当  yf1  0时，设 Cy 0 ， 10 ,, lll 均为非负整数，则

   mfly 0     000 fly  ，    110 fly  ，其中  10 ,min lll  。 

2) 当   01 yf 时，则    yfyfm 0 ， 0m 。 

定理 2 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a4 的根，则 a是   0xQ 的根；反过来，若 a是

  0xQ 的根，则至少存在一个复数 0y ，使 0y 是  a4 的根。 

证明 由定理 1 和§1 定理 2 即得。】 

推论1 设 Ra ，则  a4 次数(即  a3 内  yfm 的次数) 1K 的充要条件是：   0aQ 。 
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证明 由定理 2 即得。】 

定义 设  zf 的次数 1n ， a R ，  a3 内  yfm 的次数为 K ，于是 1) 当 0K 时，

     1, 10 yfyf ，点 a的    yfyf 10 , 互素，则称 a是   0zf 的一个互素点；2) 当 nK 1

时，      1, 10 yfyf ，点 a的    yfyf 10 , 非互素，则称 a是   0zf 的一个非互素点。 

由该定义，推论可写成推论 2 和 3。 

推论 2 设 a R ，则 a是   0zf 的非互素点的充要条件是：   0aQ 。 

推论 3 设 a R ，则 a是   0zf 的互素点的充要条件是：   0aQ 。 

在 z 平面实轴上任意取一点 a，若 a是   0xQ 的根，则 a是   0zf 的非互素点，

否则 a就是   0zf 的互素点。 

例 1 设
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


，则  , 均为有限实数，且 

  0x ，   0Q ，   0Q ，   00 xQ ， 1 QQ VV  。 

由推论 2 和 3，则 0x 是   0zf 的非互素点，和  都是   0zf 的互素点。 

定理 3 设 Ra ， L 为正整数，若 ax  是   0xQ 的 L 重根，  a4 的次数为 K ，则

LK  ，其中      1, ' zfzf 时， LK  。 

证明  a4 的次数为 K ，由定理 1 推论 2，则  a2 复数解(含重解)的个数也为 K ，再

由§1 定理 3 即得。】 

推论 设 Ra ，L 为正整数， ax  是   0xQ 的 L 重根， a4 的次数为 K ，若 LK  ，

则   0zf 有重根。 

证明 用反证法。假设   0zf 没有重根，则      1, ' zfzf 。由定理 3，则 LK  ，

矛盾。所以   0zf 有重根。】 

 a4 根的性质  a4 是实系数代数方程，根据第一篇第二章§2 性质及其推论，它的

根具有以下性质及其推论。 

性质 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a4 的根，则 0y 也是  a4 的根。 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y 是  a4 的根的充要条件是： 0y 是  a4 的根。 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ，则    yfyy m|0 的充要条件是：    yfyy m|0 。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则    yfyy m
l |0 的充要条件是：

   yfyy m

l
|0 。 
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推论 4 设 Ra ， Cy 0 ，l 为非负整数，则 0y 是  a4 的 l 重根充要条件是： 0y 是  a4

的 l 重根。 

推论 5 设 Ra ， Ry 0 ， l 为非负整数，则 0y ， 0y 是  a4 的一对 l 重共轭复根的

充要条件是：      yfyyyy m

ll |00  ，但     1

0
1

0

 
ll yyyy 不能整除  yfm 。 

例 2 设 Ra ， Ry 0 ， l 为非负整数，由定理 1，则 0y ， 0y 是  a2 的一对 l 重共

轭复数解的充要条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一对 l 重共轭复根。 

定理 4 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a4 的根，则 00 iyaz  是   0zf 的根。 

证明 由定理 1 和§1 定理 5 即得。】 

推论 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 是  a4 的根，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  都是   0zf 的

根。 

证明 由  a4 根的性质和定理 4 即得。】 

定义 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，若 0y ， 0y 都是方程  a4 的根，则称 0y ， 0y 是  a4

的一对(复)根，其中 Ry 0 时，称 0y ， 0y 是  a4 的一对实根。 

 a4 一对复根的性质 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，则 0y ， 0y 是  a4 的一对复根的

充要条件是：    yfyy m|2
0

2  。 

由  a4 根的性质所决定，本篇  a4 一对复根，仅为特例，如例 3。 

定理 5 设 Ra ， Ry 0 ， l 为非负整数，则 1) 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直

线 ax  上的根的充要条件是： 0y 是  a4 的实根；2) 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线

ax  上的 l 重根的充要条件是： 0y 是  a4 的 l 重实根。 

证明 由定理 1 和§1 定理 6 及其推论 3 即得。】 

定理 5 表明 设 Ra ， Ry 0 ， l 为非负整数，则 1)    iyafyy  |0 的充要条件

是：    yfyy m|0 ；2)    iyafyy l  |0 ，但   1
0

 lyy 不能整除  iyaf  的充要条件

是：    yfyy m
l |0 ，但   1

0
 lyy 不能整除  yfm 。 

推论 设 Ra ， l 为非负整数，则 

1) az 0 是   0zf 的根的充要条件是： 0 是  a4 的根； 

2) az 0 是   0zf 的 l 重根的充要条件是： 0 是  a4 的 l 重根。 

证明 在定理 5 中令 00 y 即得。】 
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例 3 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，由定理 5，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在

z 平面直线 ax  上的一对共轭根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一对实根。即 

   iyafyy  |2
0

2     yfyy m|2
0

2  。 

定义 设 Ra ， Cy 0 ，若 0y 和 0y 都是方程  a4 的根，特别当 Ry 0 时， 0y 是  a4

的 2 重以上根，即    yfyy m|2
0 ，则称 0y ， 0y 是  a4 的一对共轭(复)根。 

 a4 一对共轭复根的性质 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是  a4 的一对共轭复根的

充要条件是：     yfyyyy m|00  。 

证明 在第一章   0, yad 一对共轭复根的性质中简记      yfyafyad mm  ,, ，并

将   0, yad 改为  a4 即得。】 

引理 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是  a2 的一对共轭复数解的充要条件是： 0y ， 0y

是  a4 的一对共轭复根。 

证明  yfm 是    yfyf 10 , 的最大公因式，故    yfyyyy 000 | 且    yfyyyy 100 |

的充要条件是：     yfyyyy m|00  。于是命题成立。】 

定理 6 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根的

充要条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一对共轭复根。 

证明 由引理和§1 定理 7 即得。】 

定理 6 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则     iyafyyyy  |00 的充要条件是： 

    yfyyyy m|00  。 

推论 1 设 Ra ， Ry 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上

的一对对偶根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一对共轭实根。 

证明 在定理 6 中令 Ry 0 即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对对偶实根的充分必要条件是：

0 ， 0 是  a4 的一对共轭实根。 

证明 在推论 1 中令 00 y 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 在 z 平面上但不在

直线 ax  上的一对对偶根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一对共轭复根。 
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证明 在定理 6 中令 Ry 0 即得。】 

推论 4 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf  (在 z 平面实

轴上)的一对对偶实根的充要条件是： 0y ， 0y 是  a4 的一对共轭纯虚数根。 

证明 在推论 3 中令 0y 为纯虚数即得。】 

定理 7 设 Ra ，若 a是   0zf 的互素点，则   0zf 在 z 平面直线 ax  上没有

根。 

证明 若 a是   0zf 的互素点，由定理 2 推论 3，则   0aQ 。用反证法。假如

  0zf 在直线 ax  上有根 00 iyaz   (其中 Ry 0 )，由定理 5，则 0y 是  a4 的实根，

根据定理 2，则   0aQ ，矛盾。所以   0zf 在直线 ax  上没有根。】 

定理 8 设 Ra ， K 为正整数，      ][ yfiiyagiyaf m
K ， Ry 0 ， 1 2,l l 为非负

整数，若 01 iyaz  和 02 yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 1 2l l 时，

   iyagyy  |0 ，但  0yy  不能整除  iyag  ；2) 1 2l l 时，   iyagyy  |0 ，但  0yy 

不能整除  iyag  ；3) 1 2l l 时，  0yy  和  0yy  都不能整除  iyag  。 

证明 在第一章定理 13 推论中将  yad , 记为  yfm 即得。】 

下面定理 9 及推论，由 Ra ，   0aQ ，根据§1 定理 2 推论，则  a2 有解，于是

分别在第一章定理 14 推论 2 和 3 中将   0, yad 改为  a4 即得。 

定理 9 设 Ra ，   0aQ ， Ry 0 ， 1 2,l l 为非负整数， 01 iyaz  和 02 yiaz  分

别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 1 2l l 时， 0y ， 0y 是  a4 的一对 2l 重共轭复根，

01 iyaz  是   0zg 的 1 2l l 重根；2) 1 2l l 时， 0y ， 0y 是  a4 的一对 1l 重共轭复根，

02 yiaz  是   0zg 的 2 1l l 重根；3) 1 2l l 时，记 1 2l l l  ，则 0y ， 0y 是  a4 的一对 l

重共轭复根， 01 iyaz  和 02 yiaz  都不是   0zg 的根。 

推论 设 Ra ，   0aQ ， Ry 0 ， 1 2, ,l l l 为非负整数， 01 iyaz  和 02 yiaz  分

别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 0y ， 0y 是  a4 的一对 l 重共轭复根的充要条件是：

 1 2min ,l l l 。 
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§3 最大公因式方程(二) 

 azFm  是  ,0 azF   azF 1 关于  az  的最大公因式。    azaFazF mm  , ，

 azaFm , 是关于 a，  az  的复系数二元多项式，于是  azFm  是  az  的复系数多

项式，也是 z 的复系数多项式。 

设 Ra ， Cy 0 ， 00 iyaz  ，若  azFm  在 0zz  时函数值      00 iyFazF mm

  00 yfi m
K ，则 00 iyaz  是   0 azFm (在 z 平面上)的一个(复)根。显然， 00 iyaz 

是   0 azFm 的根的充要条件是：    azFzz m  |0 。 

再设 l 为非负整数，若    azFzz m
l  |0 ，但   1

0
 lzz 不能整除  azFm  ，则

00 iyaz  是   0 azFm  (在 z 平面上)的 l 重(复)根。 

   iyFazF mm  的整除性质  设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， iyaz  ，

00 iyaz  ，则    azFzz m
l  |0 的充分必要条件是：    iyFyy m

l |0 。 

显然， 00 iyaz  是   0 azFm 的根的充要条件是：   iyFyy m|0 ； 00 iyaz  是

  0 azFm 的 l 重根的充要条件是：    iyFyy m
l |0 ，但   1

0
 lyy 不能整除  iyFm 。 

  0 azFm 根的性质 

性质  设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  是   0 azFm 的根，则 02 yiaz  也是

  0 azFm 的根。 

证明 若 01 iyaz  是   0 azFm 的根，则   01  azFm 。于是 

      0100  azFiyFyfi mmm
K  

0y 是  a4 的根，由  a4 根的性质，则 0y 是  a4 的根，即   00 yfm 。 02 yiaz  ，于是

      0002  yfiyiFazF m
K

mm ，故 02 yiaz  也是   0 azFm 的根。】 

推论 1 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  是   0 azFm 的根的充要条件是：

02 yiaz  是   0 azFm 的根。 

推论 2 设 Ra ， Cy 0 ， 01 iyaz  ， 02 yiaz  ，则 

   azFzz m  |1 的充要条件是：    azFzz m  |2 。 

推论 3 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数， 01 iyaz  ， 02 yiaz  ，则 

   azFzz m
l  |1 的充要条件是：    azFzz m

l  |2 。 
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证明 在第一章   0, 00  xzxFd 根的性质推论 3 中，简记      azaFazaF md ,,

 azFm  即得。】 

推论 4 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 01 iyaz  是   0 azFm 的 l 重根的

充要条件是： 02 yiaz  是   0 azFm 的 l 重根。 

推论 5 设 Ra ， Ry 0 ，l 为非负整数，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0azFm 的

一对 l 重对偶根的充要条件是：      iyFyyyy m

ll |00  ，但     1

0
1

0

 
ll yyyy 不能整除

 iyFm 。 

证明 在第一章   0, 00  xzxFd 根的性质推论 5 中简记      iyFiyaFiyaF mmd  ,, ，

并将   0,  azaFd 改为   0 azFm 即得。】 

定理 1 设 Ra ， Cy 0 ， l 为非负整数，则 

1) 0y 是  a4 的根的充要条件是： 00 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面上的根。 

2) 0y 是  a4 的 l 重根的充要条件是： 00 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面上的 l 重根。 

证明 1 由题设和    yfiiyF m
K

m  ，则 

1)    yfyy m|0 的充要条件是：    0 | my y F iy 。故命题成立。 

2)    yfyy m
l |0 ，但   1

0
 lyy 不能整除  yfm 的充要条件是    0 |

l

my y F y ，但

  1
0

 lyy 不能整除  mF iy 。故命题成立。】 

证明 2 在第一章定理 11 中令 Rax 0 ，将   0, yad 改为  a4 ，将   0,  azaFd

改为   0 azFm 即得。】 

下面推论 1 至 4 的证明方法与第一篇第三章§3 定理 1 推论 1 至 4 相同省略。 

推论 1 设 Ra ， Cy j  ， nK 1 ，则 jy  Kj ,,2,1  是  a4 的所有复根(含重根)

充要条件是： jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面上的所有根(含重根)。 

推论 2 设 Ra ， Cy j  ，则 jy  Kj ,,2,1  是  a4 的所有各不相同的复根的充要

条件是： jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面上的所有各不相同的根。 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 ， l 为非负整数，则 1) 0y 是  a4 的实根的充要条件是：

00 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的根；2) 0y 是  a4 的 l 重实根的充要条

件是： 00 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的 l 重根。 
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推论 4 设 Ra ， Ry j  ，则 jy  ',,2,1 Kj  是  a4 的所有实根(含重根)的充要条

件是： jj iyaz   ',,2,1 Kj  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的所有根(含重根)。 

推论 5 设 Ra ， Ry j  且 0jy ，则 jj iyaz    1,,2,1 kj  是   0 azFm 在 z

平面直线 ax  上的所有非 a根(含重根)的充要条件是： jy   1,,2,1 kj  是  a4 的所有

非 0 实根(含重根)。 

证明 若 jj iyaz    1,,2,1 kj  是   0 azFm 在直线 ax 上的所有非 a根，不妨设

az  是   0 azFm 的 l 重 根 ， 则
  


l

azazaz  ,,, ， jj iyaz    1,,2,1 kj  是

  0 azFm 在直线 ax  上的所有根，由推论 4，则


l

0,,0,0 ， jy   1,,2,1 kj  是  a4 的

所有实根，其中 jy   1,,2,1 kj  是  a4 的所有非 0 实根。 

反过来，若 jy   1,,2,1 kj  是  a4 的所有非 0 实根，不妨设 0 是  a4 的 l 重根，则



l

0,,0,0 ， jy   1,,2,1 kj  是  a4 的所有实根，由推论 4 则
  


l

azazaz  ,,, ， jj iyaz 

  1,,2,1 kj  是   0 azFm 在直线 ax  上的所有根，其中 jj iyaz    1,,2,1 kj  是

  0 azFm 在直线 ax  上的所有非 a根。】 

推论 6 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，则 jj iyaz   kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平

面上的所有非 a根(含重根)的充要条件是： jy  kj ,,2,1  是  a4 的所有非 0 复根(含重

根)。 

证明 必要性不妨设 az  是   0 azFm 的 l 重根，充分性不妨设 0 是  a4 的 l 重根，

根据推论 1 即得。】 

定理 2 设 Ra ， Cy 0 ，若 00 iyaz  是   0 azFm 的根，则 a是   0xQ 的根；

反过来，若 a是   0xQ 的根，则至少存在一个复数 0y ，使 00 iyaz  是   0 azFm 的

根。 

证明 由定理 1 和§2 定理 2 即得。】 

推论 设 Ra ，则   0 azFm 关于 z 的次数 1K 的充要条件是：   0aQ 。 

证明 由定理 2 即得。】 
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定理 3 设  zf 的次数 1n ， Ra ，若   0aQ ，则 a是   0zf 的非互素点，  a3

内  yfm 的次数 K 满足 nK 1 ，  zf 就能在 z 平面实轴上的点 a分解成两个 z 的复系

数多项式  zg 与  azFm  的乘积，即      azFzgzf m  ，其中      yfiiyFazF m
K

mm  ，

 azFm  关于 z 的次数为 K ，  zg 的次数为 Kn  。 

证明 由§2 定理 2 推论 2 和§1 相关论述即知命题成立。】 

定理 4 设 Ra ， Ry 0 ， l 为非负整数，则 0y ， 0y 是  a4 的一对 l 重共轭复根的

充要条件是： 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm 的一对 l 重对偶复根。 

证明 1 根据定理 1 即得。】 

证明 2 在第一章定理 12中将   0, yad 改为  a4 ，将   0,  azaFd 改为   0 azFm

即得。】 

推论 设 Ra ， 0y 为纯虚数， l 为非负整数，则 0y ， 0y 是  a4 的一对 l 重共轭纯

虚数根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm 在 z 平面实轴上的一对 l 重

对偶实根。 

证明 在定理 4 中令 0y 为纯虚数即得。】 

定理 5 设 Ra ， Cy 0 ，若 00 iyaz  是   0 azFm 的根，则 00 iyaz  是   0zf

的根。 

证明 由定理 1 和§2 定理 4 即得。】 

推论 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  是   0 azFm 的根，则 01 iyaz  ， 02 yiaz 

都是   0zf 的根。 

证明 由   0 azFm 根的性质和定理 5 即得。】 

定义 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，若 01 iyaz  ， 02 iyaz  都是   0 azFm 的根，

则称 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0 azFm (在 z 平面上)的一对(复)根。 

  0 azFm 一对复根的性质 设 Ra ， Cy 0 且 00 y ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz 

是   0 azFm 的一对复根的充要条件是：    iyFyy m|2
0

2  。 

由   0 azFm 根的性质所决定，本篇   0 azFm 一对复根，仅为特例，如例 1。 

定理 6 设 Ra ， Ry 0 ， l 为非负整数，则 1) 00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直

线 ax  上的根的充要条件是： 00 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的根；2) 
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00 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的 l 重根的充要条件是： 00 iyaz  是

  0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的 l 重根。 

证明 由定理 1 推论 3 和§2 定理 5 即得。】 

推论 1 设 Ra ， l 为非负整数，则 

1) az 0 是   0zf 的根的充要条件是： az 0 是   0 azFm 的根； 

2) az 0 是   0zf 的 l 重根的充要条件是： az 0 是   0 azFm 的 l 重根。 

证明 在定理 6 中令 00 y 即得。】 

设 A是   0zf 或   0 azFm 在 z 平面上的根集，它是允许有重元的有限集合，

若 00 iyaz  是 A 的元素，记作  00 iyaz A ；若 00 iyaz  是 A 的 l 重元素，记作

  lziya 00 A；若 00 iyaz  是 A的 l 重以上(含 l 重)元素，记作   lziya 00 A。 

推论 2 设 Ra ，将由   0zf 和由   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的所有根(含

重根)组成的集合分别记为 A和 B ，则 BA  ，于是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的

所有根(含重根)就是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有根(含重根)。 

证明 由题设，则 A和 B 是两个允许有重元的有限集合，不妨设 Ry 0 ，于是

 00 iyaz A，   lziya 00 A，则 00 iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根，且是

l 重根，由定理 6，则 00 iyaz  是   0 azFm 在直线 ax  上的 l 重根，故   lziya 00

B 。 

反过来，  00 iyaz B ，则 00 iyaz  是   0 azFm 在直线 ax  上的根，根

据定理 6，则 00 iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根，  00 iyaz A。 

根据预章定理 1，则 BA  ，于是命题成立。】 

推论 3 设 Ra ， Ry j  且 0jy ，  1k 为正整数，则 jj iyaz    1,,2,1 kj  是

  0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的所有非 a 根(含重根)的充要条件是： jj iyaz 

  1,,2,1 kj  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有非 a根(含重根)。 

证明 必要性不妨设 az  是   0 azFm 的 l重根，充分性不妨设 az  是   0zf 的

l 重根，根据推论 2 即得。】 

例 1 设 Ra ， Ry 0 且 00 y ，由定理 6，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在

z 平面直线 ax  上的一对共轭复根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0 azFm

在 z 平面直线 ax  上的一对共轭复根。即    iyafyy  |2
0

2     iyFyy m|2
0

2  。 
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定义 设 Ra ， Cy 0 ，若 01 iyaz  ， 02 yiaz  都是   0 azFm 的根，特别当

Ry 0 时， 0iya  是   0 azFm 的 2 重以上根，则称 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm  

(在 z 平面上)的一对对偶(复)根。 

  0 azFm 一对对偶复根的性质 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是

  0 azFm 的一对对偶复根的充要条件是：     iyFyyyy m|00   

证明 在第一章   0, azaFd 一对对偶复根的性质中简记      iyFiyaFiyaF mmd  ,, ，

并将   0,  azaFd 改为   0 azFm 即得。】 

定理 7 设 Ra ， Cy 0 ，则 0y ， 0y 是  a4 的一对共轭复根的充要条件是： 01 iyaz  ，

02 yiaz  是   0 azFm 的一对对偶复根。 

证明    yfiiyF m
K

m  ，则     yfyyyy m|00  的充要条件是：    iyFyyyy m|00  。

于是命题成立。】 

推论 1 设 Ra ， Ry 0 ，则 0y ， 0y 是  a4 的一对共轭实根的充要条件是： 01 iyaz  ，

02 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的一对对偶根。 

证明 在定理 7 中令 Ry 0 即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 0 ，0 是  a4 的一对共轭实根的充要条件是： az 1 ， az 2 是

  0 azFm 的一对对偶实根。 

证明 在推论 1 中令 00 y 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 ，则 0y ， 0y 是  a4 的一对共轭复根的充要条件是： 01 iyaz  ，

02 yiaz  是   0 azFm 在 z 平面上但不在直线 ax  上的一对对偶根。 

证明 在定理 7 中令 Ry 0 即得。】 

推论 4 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 0y ， 0y 是  a4 的一对共轭纯虚数根的充要条件

是： 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm 在 z 平面实轴上的一对对偶实根。 

证明 在推论 3 中令 0y 为纯虚数即得。】 

定理 8 设 Ra ， Cy 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 的一对对偶复根的

充要条件是： 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm 的一对对偶复根。 

证明 由定理 7 和§2 定理 6 即得。】 

定理 8 表明 设 Ra ， Cy 0 ，则     iyafyyyy  |00 的充要条件是： 
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    iyFyyyy m|00  。 

推论 1 设 Ra ， Ry 0 ，则 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax 

上的一对对偶根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线

ax  上的一对对偶根。 

证明 在定理 8 中令 Ry 0 即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 az 1 ， az 2 是   0zf 的一对对偶实根的充分必要条件是：

az 1 ， az 2 是   0 azFm 的一对对偶实根。 

证明 在推论 1 中令 00 y 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Ry 0 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 在 z 平面上但不在

直线 ax  上的一对对偶根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm 在 z 平

面上但不在直线 ax  上的一对对偶根。 

证明 在定理 8 中令 Ry 0 即得。】 

推论 4 设 Ra ， 0y 为纯虚数，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0zf 在 z 平面实轴

上的一对对偶实根的充要条件是： 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm 在 z 平面实

轴上的一对对偶实根。 

证明 在推论 3 中令 0y 为纯虚数即得。】 

定理 9 设 Ra ，      azFzgzf m  ， Ry 0 ， 21,ll 均为非负整数，若 01 iyaz 

和 02 yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时，   zgzz |1 ，但  2zz 

不能整除  zg ；2) 21 ll  时，   zgzz |2 ，但  1zz  不能整除  zg ；3) 21 ll  时， 1zz 

和  2zz  都不能整除  zg 。 

证明 在第一章定理 13 中将  azaFd , 记为  azFm  即得。】 

下面定理 10 及推论，由 Ra ，   0aQ ，根据§1 定理 2 推论则  a2 有解，于是分

别在第一章定理 14 及推论 1 中将   0,  azaFd 改为   0 azFm 即得。 

定理 10 设 Ra ，   0aQ ， Ry 0 ， 21,ll 均为非负整数，若 01 iyaz  和 02 yiaz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm

的一对 2l 重对偶复根， 01 iyaz  是   0zg 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时， 01 iyaz  ，

02 yiaz  是   0 azFm 的一对 1l 重对偶复根， 02 yiaz  是   0zg 的 12 ll  重根；
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3) 21 ll  时，记 lll  21 ，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm 的一对 l 重对偶复

根， 01 iyaz  和 02 yiaz  都不是   0zg 的根。 

推论 设 Ra ，   0aQ ， Ry 0 ， lll ,, 21 均为非负整数，若 01 iyaz  和 02 yiaz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 01 iyaz  ， 02 yiaz  是   0 azFm 的一对 l 重

对偶复根的充要条件是：  21,min lll  。 

定理 11 设 Ra ， Ry j  ， nK  '1 ，则 jj iyaz   ',,2,1 Kj  是 n次方程   0zf

在 z 平面直线 ax  上的所有根(含重根)的充要条件是： jy  ',,2,1 Kj  是方程  a4 的

所有实根(含重根)。 

证明 由定理 6 推论 2 和定理 1 推论 4 即得。】 

若   0zf 在 z 平面直线 ax  上有 'K 个根，由定理 11，则  a4 有 'K 个实根，这 'K

个实根就是   0zf 在直线 ax  上的 'K 个根的虚部。 

定理 12 设 Ra ， Ry j  且 0jy ，则 jj iyaz    1,,2,1 kj  是   0zf 在 z 平面

直线 ax  上所有非 a根(含重根)的充要条件是： jy   1,,2,1 kj  是  a4 的所有非 0 实

根(含重根)。 

证明 由定理 6 推论 3 和定理 1 推论 5 即得。】 

设  a4 实根(含重根)和非 0 实根(含重根)的个数分别为 'K 和  1k ，0 是  a4 的 l 重根，

由定理 11 和 12，则   0zf 在直线 ax  上的根(含重根)和非 a根(含重根)的个数分别

为 'K 和  1k ， az  是   0zf 的 l重根，且  1' klK  。 
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§4 在 z 平面上关于直线 x = a 严格对称的根全集 

定义 1 设 Ra ，   0aQ ， Cy j  ， nK 1 ， jj iyaz   Kj ,,2,1  是 n 次方程

  0zf 在 z 平面上的 K 个根，记  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  。 

假设对  ajj Biyaz 
11

，当 Ry j 1
时，均能找到 ajj Byiaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，若

11 jj iyaz  和
12 jj yiaz  分

别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，记  21,min lll  ，则
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  都是 aB 的

l 重元素，那么就称
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关

于直线 ax  严格对称要求的一对 l 重元素；当 Ry j 1
时，

11 jj iyaz  是   0zf 在直线

ax  上的根，若
11 jj iyaz  是   0zf 的 1l 重根，则

11 jj iyaz  是 aB 的 1l 重元素，就

称
11 jj iyaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于直线 ax  严格对称要求的一个

1l 重元素。 

满足上述条件就称 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的一个根集，

且称其所有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称

的 K 个根。 

例设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的二

个根集，假如
11 jj iyaz  是 aB 的任意一个元素，若

11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，就能

推导出
11 jj iyaz  是 #

aB 的 l 重元素，即由 

 ajj Biyaz 
11

，   ajj Blziya 
11

   #
11 ajj Blziya   

则 aB 是 #
aB 的子集，即 #

aa BB  。当且仅当 #
aa BB  且 aa BB # 时， #

aa BB  。当且仅当

#
aa BB  且 #

aa BB  时， aB 是 #
aB 的真子集。 

元素与集合的关系性质设 Ra ， Cy j 1
，l 为非负整数， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平

面上关于直线 ax  严格对称的二个根集，于是 1)若   ajj Blziya 
11

， 0l ，则

ajj Biyaz 
11

；2)若   ajj Blziya 
11

， 1l ，则 ajj Biyaz 
11

；3)若 ajj Biyaz 
11

，

  ajj Blziya 
11

，则 1l ；4)若 ajj Biyaz 
11

， #
aa BB  ，则 #

11 ajj Biyaz  。 
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在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集合 aB 的性质 

性质 1 设 Ra ， Ry j 1
， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集，

则 ajj Biyaz 
11

的充要条件是： ajj Byiaz 
12

。 

证明必要性显然成立，证充分性。若 ajj Byiaz 
12

，即
22 jj iyaz 

1j
yia aB ，

Ry j 1
，于是 Ryy jj 

12
，由定义 1，则 ajjj Byiaiyaz 

211
。】 

性质 2 设 Ra ， Ry j  ，l 为非负整数， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严

格对称的根集，若
11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，则

12 jj yiaz  也是 aB 的 l 重元素，并

且
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是 aB 的一对 l 重元素。 

证明 1l 时，由定义 1，命题成立； 0l 时，若
11 jj iyaz  是 aB 的 0 重元素，则

ajj Biyaz 
11

，由性质 1 则 ajj Byiaz 
12

，于是
12 jj yiaz  也是 aB 的 0 重元素，

命题也成立。】 

性质 3 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称

的二个根集， ajj Biyaz 
11

且 #
11 ajj Biyaz  ，则

11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素的充

要条件是：
11 jj iyaz  是 #

aB 的 l 重元素。 

证明证必要性。若
11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，由题设 1) Ry j 1

时，由定义 1，

则
11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的 l 重根，再由定义 1 则

11 jj iyaz  是 #
aB 的 l 重

元素，命题成立。2) Ry j 1
时，由性质 2，则

12 jj yiaz  也是 aB 的 l 重元素。假设

11 jj iyaz  和
12 jj yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，由定义 1 则  21,min lll  。

不妨设
11 jj iyaz  是 #

aB 的 0l 重元素，由性质 2，则
12 jj yiaz  也是 #

aB 的 0l 重元素，

再由定义 1，则   llll  210 ,min ，故
11 jj iyaz  是 #

aB 的 l 重元素，命题也成立。充分

性同理可证。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称

的二个根集， ajj Biyaz 
11

且 #
aa BB  ，若

11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，则

11 jj iyaz  也是 #
aB 的 l 重元素，即由   ajj Blziya 

11
   #

11 ajj Blziya  。 
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证明由于 ajj Biyaz 
11

且 #
aa BB  ，则 #

11 ajj Biyaz  ，再由性质 3 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称

的二个根集，若 #
aB 的任何一个元素都属于 aB ，即由  #

11 ajj Biyaz  

ajj Biyaz 
11

，则 aa BB # 。 

证明由 #
11 ajj Biyaz   ajj Biyaz 

11
，由性质 3，若

11 jj iyaz  是 #
aB 的 l

重元素，则
11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，即由 #

11 ajj Biyaz  ，   #
11 ajj Blziya  

  ajj Blziya 
11

，故 aa BB # 。】 

推论 3 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的二个根

集，若 #
aa BB  且 #

aa BB  ，则 #
aB 至少有一个元素不属于 aB 。 

证明由题设则 aa BB # ，再由推论 2 即得。】 

性质 4 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称

的二个根集，若 #
aB 至少有一个元素不属于 aB ，设它为

11 jj iyaz  ，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ； 

若 Ry j 1
，则还有 

#
12 ajj Byiaz  且 ajj Byiaz 

12
，     0

12
 jj yiafzf 。 

证明由性质 1 即得。】 

定义 2 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是 n 次方程   0zf

在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集，并且不存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ， #

aB

也是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集，则称 aB 是   0zf 在 z 平面上

关于直线 ax  严格对称的根全集，且称其所有元素 jj iyaz  ( Kj ,,2,1  )是   0zf

在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的全部根。 

性质 5 设 Ra ，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根全集的充

要条件是： aB 是由   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的全部根组成的集合。 

证明 由定义 2 即得。】 

性质 6 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严
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格对称的根全集，于是 1) Ry j 1
时，若

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对

偶复根，则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

；2) Ry j 1
时，若

11 jj iyaz  是   0zf

在直线 ax  上的一个根，则 ajj Biyaz 
11

。 

证明 用反证法。1) Ry j 1
时，假设 ajj Biyaz 

11
且 ajj Byiaz 

12
不成立，

则 ajj Biyaz 
11

或 ajj Byiaz 
12

，由性质 1 则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

。

由
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，不妨设
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，记  21,min lll  ，则 1l 。令 #
aB 包含

aB 的一切元素，
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  都是 #
aB 的 l 重元素。于是找到根集合 #

aB ，

使 #
aa BB  且 #

aa BB  ， #
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集合。

但这与 aB 是根全集矛盾。因此， ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

。 

2) Ry j 1
时，假设 ajj Biyaz 

11
，由于

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的

根，不妨设
11 jj iyaz  是   0zf 的 1l 重根，则 11 l 。令 #

aB 包含 aB 的一切元素，

11 jj iyaz  是 #
aB 的 1l 重元素，于是找到根集合 #

aB ，使 #
aa BB  且 #

aa BB  ， #
aB 也是

  0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集合。但这与 aB 是根全集矛盾。因此，

ajj Biyaz 
11

。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 1 ， 11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严

格对称的根集，于是 1) Ry j 1 时，若 11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶

复根， ajj Biyaz 
11 且 ajj Byiaz 

12
，则 aB 还不是根全集；2) Ry j 1 时，若

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的一个根， ajj Biyaz 
11 ，则 aB 还不是根全集。 

证明 由性质 6 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严

格对称的根全集，1) Ry j 1
时，若 ajj Biyaz 

11
且 ajj Byiaz 

12
，则

11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  不是   0zf 的一对对偶复根(即
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  至少有一个不

是   0zf 的根)；2) Ry j 1
时，若 ajj Biyaz 

11
，则

11 jj iyaz  不是   0zf 的根。 
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证明 由性质 6 即得。】 

性质 7 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的二个根

集，其中 aB 为根全集，则 aa BB # 。 

证明 用反证法：假如 aa BB # ，由性质 3 推论 2，则 #
aB 至少有一个元素不属于 aB ，

设它为
11 jj iyaz  ，其中 Cy j 1

，由性质 4，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf  

若 Ry j 1
，则还有 

#
12 ajj Byiaz  且 ajj Byiaz 

12
，     0

12
 jj yiafzf  

那么 1) Ry j 1 时， 11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根， ajj Biyaz 

11

且 ajj Byiaz 
12

，由性质 6 推论 1 则 aB 还不是根全集，矛盾。2) Ry j 1 时，

    0
11
 jj iyafzf ， 11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的一个根， ajj Biyaz 

11 ，

由性质 6 推论 1，则 aB 还不是根全集，矛盾。所以， aa BB # 。】 

推论 设 Ra ，若 aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的二个根

全集，则 #
aa BB  。 

证明 由性质 7，则 aa BB # 且 #
aa BB  ，故 #

aa BB  。】 

定理 1 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是由   0 azFm

在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合，则 aB 是 n 次方程   0zf 在 z 平面上关于直

线 ax  严格对称的根全集。 

证明由题意根据§3 定理 2 和定理 3，则   0aQ ，      azFzgzf m  ，故 aB 的所

有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上的 K 个根。 

假设 ajj Biyaz 
11

，则
11 jj iyaz  是   0 azFm 的根，那么 

1) Ry j 1
时，由   0 azFm 根的性质，则

12 jj yiaz  是   0 azFm 的根，于是

ajj Byiaz 
12

，从而
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根。不妨设

11 jj iyaz  和
12 jj yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，记

 21,min lll  ，则 1l 。由§3 定理 10 推论则
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是   0 azFm 在
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z 平面上的一对 l 重对偶根，于是
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  都是 aB 的 l 重元素，因此

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于直线 ax  严格对称

要求的一对 l 重元素。 

2) Ry j 1
时，

11 jj iyaz  既是   0 azFm 也是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的根，

不妨设
11 jj iyaz  是   0zf 的 1l 重根，则 11 l ，由§3 定理 6 则

11 jj iyaz  是

  0 azFm 的 1l 重根，于是
11 jj iyaz  是 aB 的 1l 重元素，因此

11 jj iyaz  是 aB 的符

合   0zf 的根在 z 平面上关于直线 ax  严格对称要求的一个 1l 重元素。 

因此， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集合。再证 aB 是根全

集，用反证法：假设 aB 还不是根全集，那么一定存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ， #

aB 也

是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集，由性质 3 推论 3，则 #
aB 中至少

有一个元素不属于 aB ，设它为
11 jj iyaz  ，其中 Cy j 1

，由性质 4，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf  

若 Ry j 1
，则还有 

#
12 ajj Byiaz  且 ajj Byiaz 

12
，     0

12
 jj yiafzf  

那么 1) Ry j 1
时，

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，由§3 定理 8 则

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0azFm 的一对对偶复根， ajj Biyaz 

11
， ajj Byiaz 

12
，

矛盾。2) Ry j 1
时， ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ，

11 jj iyaz  是   0zf 在 z

平面直线 ax  上的根，由§3 定理 6，则
11 jj iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上

的根， ajj Biyaz 
11

，矛盾。所以， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称

的根全集。】 

推论 1 设 Ra ，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根全集的充

要条件是：   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合。 

证明 充分性由定理 1 即得；再证必要性。若 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线

ax  严格对称的根全集，则   0aQ ，   0 azFm 关于 z 的次数 1K ，不妨设 #
aB 是

由   0 azFm 在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合，由定理 1，则 #
aB 是   0zf 在

z 平面上关于直线 ax  严格对称的根全集，由性质 7 推论，则 #
aa BB  ，因此 aB 是由
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  0 azFm 在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合。】 

推论 2 设 Ra ，则 aB 是由   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的全部根组

成的集合的充要条件是：   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有根(含重根)

组成的集合。 

证明 由推论 1 和性质 5 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， lll ,, 21 均为非负整数， aB 是   0zf 在 z 平

面上关于直线 ax  严格对称的根全集，于是 1) Ry j 1
时，若

11 jj iyaz  和
12 jj yiaz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是 aB 的一对 l 重元素的

充要条件是：  21,min lll  。2) Ry j 1
时，

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的 1l 重

根的充要条件是：
11 jj iyaz  是 aB 的 1l 重元素。 

证明 由题意根据推论 1，则   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有根(含

重根)组成的集合，于是 1) Ry j 1
时，

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0 azFm 的一对

l 重对偶复根的充要条件是：
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是 aB 的一对 l 重元素。再由题

意根据§3定理 10推论即得。2) Ry j 1
时，

11 jj iyaz  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax 

上的 1l 重根的充要条件是：
11 jj iyaz  是 aB 的 1l 重元素。再由§3 定理 6 即得。】 

引理 设 Ra ， Cy j  ，则 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于直线

ax  严格对称的全部根的充要条件是： jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平

面上的所有根(含重根)。 

证明 令  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  ，由定理 1 推论 2 即得。】 

定理 2 设 Ra ， Cy j  ， nK 1 ，则 jj iyaz   Kj ,,2,1  是 n 次方程   0zf

在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的全部根的充要条件是： jy  Kj ,,2,1  是方程

 a4 的所有复根(含重根)。 

证明 由引理和§3 定理 1 推论 1 即得。】 

推论 设 Ra ，   0aQ ，则   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根的个

数等于  a4 的次数。 

证明 由定理 2 即得。】  
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§5 在 z 平面上关于直线 x = a 严格对称的非 a 根全集 

定义 1 设 Ra ，   0aQ ， Cy j  且 0jy ， nk 1 ， jj iyaz   kj ,,2,1  是n

次方程   0zf 在 z 平面上的 k 个非 a 根，记  kjyCyiyazB jjjj ,,2,1,0|@  且 。 

若 @B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集，则称 @B 是   0zf 在

z 平面上关于直线 ax  严格对称的一个非 a 根集，且称其所有元素 jj iyaz 

 kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的 k 个非 a 根。 

定义 1 比§4 定义 1 多了一个限制条件“ 0jy ”，由此将   0zf 的实根 a (假如

有的话)排除在所定义集合 @B 之外， @B 的性质和定理 1 及其推论的证明可以省略。 

在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的非 a 根集合 @B 的性质 

性质 1 设 Ra ， Ry j 1
， @B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的非 a

根集，则 @11
Biyaz jj  的充要条件是： @12

Byiaz jj  。 

性质 2 设 Ra ， Ry j  ，l 为非负整数， @B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax 

严格对称的非 a 根集，若
11 jj iyaz  是 @B 的 l 重元素，则

12 jj yiaz  也是 @B 的 l 重

元素，并且
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是 @B 的一对 l 重元素。 

性质 3 设 Ra ， Cy j 1
且 0

1
jy ， @B 和 #

@B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax 

严格对称的二个非 a 根集， @11
Biyaz jj  且 #

@11
Biyaz jj  ，则

11 jj iyaz  是 @B

的 l 重元素的充要条件是：
11 jj iyaz  是 #

@B 的 l 重元素。 

推论 1 设 Ra ， Cy j 1
且 0

1
jy ， @B 和 #

@B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax 

严格对称的二个非 a 根集， @11
Biyaz jj  且 #

@@ BB  ，若
11 jj iyaz  是 @B 的 l 重元

素，则
11 jj iyaz  也是 #

@B 的 l 重元素，即由   @11
Blziya jj     #

@11
Blziya jj  。 

推论 2 设 Ra ， Cy j 1
且 0

1
jy ， @B 和 #

@B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax 

严格对称的二个非 a 根集，若 #
@B 的任何一个元素都属于 @B ，即由 #

@11
Biyaz jj 

 @11
Biyaz jj  ，则 @

#
@ BB  。 

推论 3 设 Ra ， @B 和 #
@B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的二个非



整式代数方程统一解法原理 

 

 
426 

a 根集，若 #
@@ BB  且 #

@@ BB  ，则 #
@B 至少有一个元素不属于 @B 。 

性质 4 设 Ra ， Cy j 1
且 0

1
jy ， @B 和 #

@B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax 

严格对称的二个非 a 根集，若 #
@B 至少有一个元素不属于 @B ，设它为

11 jj iyaz  ，则

有 

#
@11

Biyaz jj  且 @11
Biyaz jj  ，     0

11
 jj iyafzf ； 

若 Ry j 1
，则还有 

#
@12

Byiaz jj  且 @12
Byiaz jj  ，     0

12
 jj yiafzf 。 

定义 2 设 Ra ， nk 1 ，  kjyCyiyazB jjjj ,,2,1,0|@  且 是 n 次方程

  0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的非 a 根集，并且不存在 #
@B ，使 #

@@ BB  且

#
@@ BB  ， #

@B 也是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的非 a 根集，则称 @B 是

  0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的非 a 根全集，且称其所有元素 jj iyaz 

( kj ,,2,1  )是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的全部非 a 根。 

性质 5 设 Ra ，则 @B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的非 a 根全集

的充要条件是： @B 是由   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的全部非 a 根组成

的集合。 

性质 6 设 Ra ， Cy j 1
且 0

1
jy ，

11 jj iyaz  ， @B 是   0zf 在 z 平面上关于

直线 ax  严格对称的非 a 根全集，于是 1) Ry j 1
时，若

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是

  0zf 的一对对偶复根，则 @11
Biyaz jj  且 @12

Byiaz jj  ；2) Ry j 1
且 0

1
jy

时，若
11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的一个根，则 @11

Biyaz jj  。 

推论 1 设 Ra ， Cy j 1 且 0
1
jy ， 11 jj iyaz  ， @B 是   0zf 在 z 平面上关于

直线 ax  严格对称的非 a 根集，于是 1) Ry j 1 时，若 11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是

  0zf 的一对对偶复根， @11
Biyaz jj  且 @12

Byiaz jj  ，则 @B 还不是非 a 根

全集； 2) Ry j 1 且 0
1
jy ，若 11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的一个根，

@11
Biyaz jj  ，则 @B 还不是非 a 根全集。 
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推论 2 设 Ra ， Cy j 1
且 0

1
jy ，

11 jj iyaz  ， @B 是   0zf 在 z 平面上关于

直线 ax  严格对称的非 a 根全集，于是 1) Ry j 1
时，若 @11

Biyaz jj  且

@12
Byiaz jj  ，则

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  不是   0zf 的一对对偶复根；2) Ry j 1

且 0
1
jy 时，若 @11

Biyaz jj  ，则
11 jj iyaz  不是   0zf 的根。 

性质 7 设 Ra ， @B 和 #
@B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的二个非

a 根集，其中 @B 为非 a 根全集，则 @
#
@ BB  。 

推论设 Ra ，若 @B 和 #
@B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的二个非

a 根全集，则 @B  #
@B 。 

定 理 1 设 Ra ， nk 1 ，  kjyCyiyazB jjjj ,,2,1,0|@  且 是 由

  0 azFm 在 z 平面上所有非 a 根(含重根)组成的集合，则 @B 是 n 次方程   0zf 在

z 平面上关于直线 ax  严格对称的非 a 根全集。 

以下推论为叙述简便，说 @B 是由   0 azFm 在 z 平面上所有非 a 根组成的集合

时，默认   0 azFm 在 z 平面上非 a 根(含重根)的个数 1k 。 

推论 1 设 Ra ，则 @B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的非 a 根全集

的充要条件是：   0aQ ， @B 是由   0 azFm 在 z 平面上所有非 a 根(含重根)组成的

集合。 

推论 2 设 Ra ，则 @B 是由   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的全部非

a 根组成的集合的充要条件是：   0aQ ， @B 是由   0 azFm 在 z 平面上所有非 a 根

(含重根)组成的集合。 

推论 3 设 Ra ， Cy j 1
且 0

1
jy ，

11 jj iyaz  ， lll ,, 21 均为非负整数， @B 是

  0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的非 a 根全集，于是 1) Ry j 1
时，若

11 jj iyaz  和
12 jj yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则

11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是 @B 的一对 l 重元素的充要条件是：  21,min lll  。2) Ry j 1
且 0

1
jy 时，

则
11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的 1l 重根的充要条件是：

11 jj iyaz  是 @B 的 1l

重元素。 
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引理 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，则 jj iyaz   kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上

关于直线 ax  严格对称的全部非 a 根的充要条件是： jj iyaz   kj ,,2,1  是

  0 azFm 在 z 平面上的所有非 a 根(含重根)。 

证明 令  kjyCyiyazB jjjj ,,2,1,0|@  且 ，由定理 1 推论 2 即得。】 

定理 2 设 Ra ， Cyj  且 0jy ， nk 1 ，则 jj iyaz   kj ,,2,1  是 n 次方程

  0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的全部非 a 根的充要条件是： jy  kj ,,2,1 

是方程  a4 的所有非 0 复根(含重根)。 

证明 由引理和§3 定理 1 推论 6 即得。】 

设 Ra ，   0aQ ，则  a3 内  yfm 的次数 1K ，可将  yfm 写成规范形式 

  3
3

2
2

1
10[   k

m
k

m
k

m
k

m
l

m yayayayayyf  

  1 2

1

 



 k

 ya km 1  1 2 



 k

]mka          a4  

其次数 1 klK ，其中 l 和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0mka ，且

mkmm aaa ,,, 10  均为实数，式中的符号 





2

k
表示不超过

2

k
的最大整数。于是  a4 复根和

非 0 复根的个数分别为 K 和 k ， 0 是  a4 的 l 重根，由§4 和§5 定理 2 则   0zf 在 z 平

面上关于直线 ax  严格对称的根和非 a 根的个数分别为 K 和 k ， az  是   0zf 的 l 重

根，且 klK  。 

根全集 aB 与非 a 根全集 @B 的关系性质 

设 Ra ， K 为正整数， l 为非负整数，   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对

称的根全集 aB 和非 a 根全集 @B 的元素个数分别为 K 和 k ， az  是   0zf 的 l 重根，

则 

 @,,, BaaaB
l

a   ， klK  。 

证明 根据§4 和§5 定理 1 推论 1，则   0aQ ， aB 和 @B 分别是由   0 azFm 在 z

平面上的所有根(含重根)和所有非 a 根(含重根)组成的集合；根据§3 定理 6 推论 1，则

az  是   0 azFm 的 l 重根。由   0 azFm 在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合
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是由所有 a 根和所有非 a 根组成，其中所有 a 根组成的集合是   
l

aaa ,,, ，于是 

 @,,, BaaaB
l

a   。 

由于是两个允许有重元有限集合的并运算，因此并集 aB 的元素个数就等于这两个

集合的元素个数之和，即 klK  。】 

 a3 内  yfm 还可写成标准式 

    3
3

2
2

1
10 [ kkkkl

mm yyyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k    a4  

其次数 1 klK ，其中 l 和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0 ,ma

1 2, , , k   均为实数，当 0k 时， 10  k 。又    azFm      yfiyfiiyF m
kl

m
K

m
 ，

于是 

            3
3

2
2

1
10 [   kkkkl

mm aziazaziazazaazF   

  1 2

1

 



 k

 
 azi k

k
1

1  1 2 



 k

]k
ki   

若 k 为正整数，可进一步细化，令 

    3
3

2
2

1
1

kkkk yyyyyp   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

k ，则 

   ypyayf l
mm 0  

该  yp 称为点 a 的  yp ，   0yp 为 k 次方程，由于 0k ， 0 不是   0yp 的根。设

Cy j  且 0jy ，若 jy  kj ,,2,1  是   0yp 的所有根，则它们就是  a4 的所有非 0 复

根。 

再令    ypiiyP k ，由 iyaz  ，则    azP    ypiiyP k ，于是 

          3
3

2
2

1
1

  kkkk aziazaziazazP   

  1 2

1

 



 k

 
 azi k

k
1

1  1 2 



 k

k
ki  ， 

则 

     azPazaazF l
mm  0  

其中  azP  是  az  的复系数 k 次多项式，也是 z 的复系数 k 次多项式。 

设 Ra ， Cy 0 ， 00 iyaz  ，若  azP  在 0zz  时函数值      000 ypiiyPazP k  
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0 ，则 00 iyaz  是   0 azP (在 z 平面上)的一个(复)根。显然， 00 iyaz  是

  0 azP 的根的充要条件是：    azPzz  |0 。 

再设 l 为非负整数，若    azPzz l  |0 ，但   1
0

 lzz 不能整除  azP  ，则 00 iyaz 

是   0 azP (在 z 平面上)的 l 重(复)根。 

   iyPazP  的整除性质 与    iyFazF mm  的整除性质相同。 

由于 0k ， az 0 不是   0 azP 的根，于是   0 azP 在 z 平面上的 k 个根均

不等于 a ，又      azPazaazF l
mm  0 ，所以   0 azP 在 z 平面上的 k 个根就是

  0 azFm 在 z 平面上的所有非 a 根。于是有 

定理 3 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，则 jj iyaz   kj ,,2,1  是   0 azP 在 z 平

面上的所有根(含重根)的充要条件是： jj iyaz   kj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面

上的所有非 a 根(含重根)。 

推论 1 设 Ra ，则 @B 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的非a 根全集

的充要条件是：   0aQ ， @B 是由   0 azP 在 z 平面上的所有根(含重根)组成的集合。 

证明 由定理 3 和定理 1 推论 1 即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 @B 是由   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的全部非 a

根组成的集合的充要条件是：   0aQ ， @B 是由   0 azP 在平面上的所有根(含重根)

组成的根集合。 

证明 由定理 3 和定理 1 推论 2 即得。】 

例 设 Ra ， Cy j  且 0jy ，则 1) jj iyaz   kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上

关于直线 ax  严格对称的全部非 a 根的充要条件是： jj iyaz   kj ,,2,1  是

  0 azP 在平面上的所有根(含重根)。2) jj iyaz   kj ,,2,1  是   0 azP 在平面

上的所有根(含重根)充要条件是： jy  kj ,,2,1  是  a4 的所有非 0 复根(含重根)。 

证明 1)由定理 3 推论 2 即得；2)由 1)根据定理 2 即得】 

定理 4 设 Ra ， Ry j  且 0jy ，若 jj iyaz    1,,2,1 kj  是   0 azP 在 z 平

面直线 ax  上的所有根(含重根)，则它们既是   0 azFm 也是   0zf 在 z 平面直线

ax  上的所有非 a 根(含重根)。 

证明 由题设和      azPazaazF l
mm  0 ，再由§3 定理 6 推论 3 即得。】 
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§6 在 z 平面上关于直线 x = a 单层对称的根全集 

定义 1 设 Ra ，   0aQ ， Cy j  ， nK 1 ， jj iyaz   Kj ,,2,1  是 n 次方程

  0zf 在 z 平面上的 K 个各不相同的根，记  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  。 

假设对 ajj Biyaz 
11

，当 Ry j 1
时，均能找到 ajj Byiaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  都是 aB 的单元素，

那么就称
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于直线 ax 

单层对称要求的一对单元素；当 Ry j 1
时，

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根，

11 jj iyaz  是 aB 的单元素，就称
11 jj iyaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于

直线 ax  单层对称要求的一个单元素。 

满足上述条件就称 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的一个根集，

且称其所有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  对称的 K

个各不相同的根。 

显然，若 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根集，则 aB 的任意一

个元素都是单元素，即 aB 是不允许有重元的 Cantor 集合。 

在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根集合 aB 的性质 

性质 1 设 Ra  ， Ryj 1
， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根集，

则 ajj Biyaz 
11

的充分必要条件是： ajj Byiaz 
12

。 

证明由定义 1 即得。】 

性质 2 设 Ra ， Cy j  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根集，

则 ajj Biyaz 
11

的充要条件是：
11 jj iyaz  是 aB 的单元素，即   ajj Bziya  1

11
。 

证明由定义 1 即得。】 

性质 3 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称

的二个根集， ajj Biyaz 
11

且 #
11 ajj Biyaz  ，则

11 jj iyaz  既是 aB 的单元素，也

是 #
aB 的单元素，即   ajj Bziya  1

11
，   #1

11 ajj Bziya  。 

证明由性质 2 即得。】 
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推论 1 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称

的二个根集，若 ajj Biyaz 
11

且 #
aa BB  ，则

11 jj iyaz  既是 aB 的单元素，也是 #
aB

的单元素，即   ajj Bziya  1
11

，   #1
11 ajj Bziya  。 

证明 aB 和 #
aB 都是 Cantor 集合，若 ajj Biyaz 

11
且 #

aa BB  ，则 #
11 ajj Biyaz  。

再由性质 3 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称

的二个根集，若 #
aB 的任何一个元素都属于 aB ，即由  #

11 ajj Biyaz  

ajj Biyaz 
11

，则 aa BB # 。 

证明由 Cantor 集合子集定义即得。】 

推论 3 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的二个根

集，若 #
aa BB  且 #

aa BB  ，则 #
aB 至少有一个元素不属于 aB 。 

证明由题设则 aa BB # ，再由推论 2 即得。】 

性质 4 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称

的二个根集，若 #
aB 至少有一个元素不属于 aB ，设它为

11 jj iyaz  ，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ； 

若 Ry j 1
，则还有 

#
12 ajj Byiaz  且 ajj Byiaz 

12
，     0

12
 jj yiafzf 。 

证明由性质 1 即得。】 

定义 2 设 Ra  ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是 n 次方程   0zf

在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根集，并且不存在 #
aB ，使 #

aa BB  ， ， #
aB

也是 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根集，则称 aB 是 在 z 平面上

关于直线 ax  单层对称的根全集，且称其所有元素 ( Kj ,,2,1  )是   0zf

在 z 平面上关于直线 ax  对称的全部各不相同的根。 

性质 5 设 Ra ，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根全集的充

#
aa BB 

  0zf   0zf

jj iyaz 
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要条件是： aB 是由   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  对称的全部各不相同的根组成的

集合。 

证明由定义 2 即得。】 

性质 6 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单

层对称的根全集，1) Ry j 1
时，若

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复

根，则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

；2) Ry j 1
时，若

11 jj iyaz  是   0zf 在

直线 ax  上的一个根，则 ajj Biyaz 
11

。 

证明用反证法。1) Ry j 1
时，假设 ajj Biyaz 

11
且 ajj Byiaz 

12
不成立，那

么 ajj Biyaz 
11

或 ajj Byiaz 
12

，由性质 1 则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

。 

由于
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，令 #
aB 包含 aB 的一切

元素，
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  都是 #
aB 的单元素，于是找到根集合 #

aB ，使 #
aa BB  且

#
aa BB  ， #

aB 也是   0zf 在 z 平面上的关于直线 ax  单层对称的根集合。但这与 aB 是

根全集矛盾。因此， ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

。 

2) Ry j 1
时，假设 ajj Biyaz 

11
，由于

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的

根，令 #
aB 包含 aB 的一切元素，

11 jj iyaz  是 #
aB 的单元素，于是找到根集合 #

aB ，使

#
aa BB  且 #

aa BB  ， #
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根集合。但

这与 aB 是根全集矛盾。因此， ajj Biyaz 
11

。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 1 ， 11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单

层对称的根集，于是 1) Ry j 1 时，若 11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶

复根， ajj Biyaz 
11 且 ajj Byiaz 

12
，则 aB 还不是根全集；2) Ry j 1 时，若

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的一个根， ajj Biyaz 
11 ，则 aB 还不是根全集。 

证明由性质 6 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单

层对称的根全集，1) Ry j 1
时，若 ajj Biyaz 

11
且 ajj Byiaz 

12
，则

11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  不是   0zf 的一对对偶复根；2) Ry j 1
时，若 ajj Biyaz 

11
，则
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11 jj iyaz  不是   0zf 的根。 

证明由性质 6 即得。】 

下面性质 7 及推论的证明方法与§4 性质 7 及推论相同予以省略。 

性质 7 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的二个根

集，其中 aB 为根全集，则 aa BB # 。 

推论设 Ra ，若 aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的二个根全

集，则 #
aa BB  。 

定理 1 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是由   0 azFm

在 z 平面上的所有各不相同的根组成的根集，则 aB 是 n 次方程   0zf 在 z 平面上关于

直线 ax  单层对称的根全集。 

证明由题意根据§3 定理 2 和定理 3，则   0aQ ，      azFzgzf m  ，故 aB 的所

有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上的K个各不相同的根。 

假设 ajj Biyaz 
11

，则
11 jj iyaz  是   0 azFm 的根，那么 

1) Ry j 1
时，由   0 azFm 根的性质，则

12 jj yiaz  也是   0 azFm 的根，并

且
21 jj zz  ，故 ajj Byiaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对

偶复根，
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  都是 aB 的单元素，因此
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz 

是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于直线 ax  单层对称要求的一对单元素。 

2) Ry j 1
时， ajj Biyaz 

11
，

11 jj iyaz  既是   0 azFm 也是   0zf 在 z 平

面直线 ax  上的根，
11 jj iyaz  是 aB 的单元素，因此

11 jj iyaz  是 aB 的符合   0zf

的根在 z 平面上关于直线 ax  单层对称要求的一个单元素。 

因此， aB 是   0zf 在 z 平面上的关于直线 ax  单层对称的根集合。再证 aB 是根

全集，用反证法：假设 aB 还不是根全集，那么一定存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ， #

aB

也是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根集，由性质 3 推论 3，则 #
aB 中至

少有一个元素不属于 aB ，设它为
11 jj iyaz  ，其中 Cy j 1

，由性质 4，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ； 
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若 Ry j 1
，则还有 

#
12 ajj Byiaz  且 ajj Byiaz 

12
，     0

12
 jj yiafzf  

那么 1) Ry j 1
时，

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，由§3 定理 8 则

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0 azFm 的一对对偶复根，

21 jj zz  ，故 ajj Biyaz 
11

，

ajj Byiaz 
12

，矛盾。2) Ry j 1
时， ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ，于是

11 jj iyaz  是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的根，由§3 定理 6 则
11 jj iyaz  是

  0 azFm 在 z 平面直线 ax  上的根，于是 ajj Biyaz 
11

，矛盾。所以 aB 是   0zf

在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根全集。】 

推论 1 设 Ra  ，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根全集的充

要条件是：   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有各不相同的根组成的集合。 

证明 由定理 1 和性质 7 推论即得。】 

推论 2 设 Ra ，则 aB 是由   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  对称的全部各不相同

的根组成的集合的充要条件是：   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有各不

相同的根组成的集合。 

证明 由推论 1 和性质 5 即得。】 

推论 3 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单

层对称的根全集，于是 1) Ry j 1
时，

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 在 z 平面上

但不在直线 ax  上的一对对偶根的充要条件是：
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是 aB 的一

对单元素。2) Ry j 1
时，

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根的充要条件是：

11 jj iyaz  是 aB 的单元素。 

证明 由题意则根据推论 1，则   0aQ ， aB 是由   0 azFm 在 z 平面上的所有各

不相同的根组成的集合。于是 1) Ry j 1
时，

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0 azFm 在

z 平面上但不在直线 ax  上的一对对偶根的充要条件是：
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是

aB 的一对单元素。再由§3 定理 8 推论 3 即得。2) Ry j 1
时，

11 jj iyaz  是   0 azFm

在 z 平面直线 ax  上的根的充要条件是：
11 jj iyaz  是 aB 的单元素。再由§3 定理 6
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即得。】 

引理 设 Ra ， Cy j  ，则 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于直线

ax  对称的全部各不相同的根的充要条件是： jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0 azFm

在 z 平面上的所有各不相同的根。 

证明 令  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  ，由定理 1 推论 2 即得。】 

定理 2 设 Ra ， Cy j  ， nK 1 ，则 jj iyaz   Kj ,,2,1  是 n 次方程   0zf

在 z 平面上关于直线 ax  对称的全部各不相同的根的充要条件是： jy  Kj ,,2,1  是

方程  a4 的所有各不相同的复根。 

证明 由引理和§3 定理 1 推论 2 即得。】 

设 Ra ，
  Ry j 0

且
  00 jy ， Ry j  ， nK 1 ，l 为非负整数，n 次方程   0zf

在 z 平面上关于直线 ax  对称的各不相同的根的个数为K，若
 0
jj iyaz   tj ,,2,1  ，

jj iyaz 1 ， jj yiaz 2  sj ,,2,1  是   0 azP 在 z 平面上的所有各不相同的根，

az  是   0zf 的 l 重根，根据§3 定理 6 推论 1，则 az  是   0 azFm 的 l 重根，

     azPazaazF l
mm  0 ，于是 

1. 1l 时， az  ，
 0
jj iyaz   tj ,,2,1  ， jj iyaz 1 ， jj yiaz 2  sj ,,2,1 

是   0 azFm 在 z 平面上的所有各不相同的根，从而它们也是   0zf 在 z 平面上关于

直线 ax  对称的全部各不相同的根， stK 21  。 

2. 0l 时，
 0
jj iyaz   tj ,,2,1  ， jj iyaz 1 ， jj yiaz 2  sj ,,2,1  是

  0 azFm 在 z 平面上的所有各不相同的根，从而它们也是   0zf 在 z 平面上关于直

线 ax  对称的全部各不相同的根， stK 2 。 

推论 设 Ra  ，   Ry j 0 且   00 jy ， Ry j  ，l 为非负整数， az  是   0zf 的 l 重

根，于是 1) 1l 时， az  ，  0
jj iyaz   tj ,,2,1  ， jj iyaz 1 ， jj yiaz 2  sj ,,2,1 

是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  对称的全部各不相同的根充要条件是： 0 ，  0
jy

 tj ,,2,1  ， jy ， jy  sj ,,2,1  是  a4 的所有各不相同的复根。2) 0l 时，  0
jj iyaz 

 tj ,,2,1  ， jj iyaz 1 ，  sj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  对

称的全部各不相同的根的充要条件是：  0
jy ， jy ， jy  sj ,,2,1  是  a4 的

jj yiaz 2

 tj ,,2,1 
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所有各不相同的复根。 

证明 由题意根据定理 2 即得。】 

当      1, ' zfzf 时，   0zf 的根均为单根，若 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线

ax  严格对称的根集，根据定义，则 aB 也是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对

称的根集，这时， ajj Biyaz 
11

的充要条件是：
11 jj iyaz  是集合 aB 的单元素，即

  ajj Bziya  1
11

。 

定义 设 Ra  ， Cyj 1
， aB 和 aB 分别是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对

称根集合和严格对称根集合。假如由  ajj Biyaz 
11

，   ajj Bziya  1
11



  ajj Bziya  1
11

，则称 aB 是 aB 的子集，或者说 aB 包含 aB ，记作 aa BB  或 aa BB  。

当 aB 不是 aB 的子集时，通常记作 aa BB  。反过来，假如由  ajj Biyaz 
11

，

  ajj Bziya  1
11

   ajj Bziya  1
11

，则称 aB 是 aB 的子集，或者说 aB 包含 aB ，记作

aa BB  或 aa BB  。当 aB 不是 aB 的子集时，通常记作 aa BB  。当且仅当 aa BB  且

aa BB  时，称 aB 与 aB 相等，记作 aa BB  ；当且仅当 aa BB  且 aa BB  时，称 aB 是 aB

的真子集。 

性质 设 Ra  ， Cy j 1
，   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根集合 aB 和

严格对称的根集合 aB 的元素个数分别为 K 和 K ，于是 

1)若 aa BB  ，则 KK  ；若 aa BB  ，则 KK  ；若 aa BB  且 aa BB  ，则 KK  ；

若 aa BB  ， KK  ，则 aa BB  。2)若 ajj Biyaz 
11

， aa BB  ，则 ajj Biyaz 
11

。 

设 Ra  ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单

层对称的根全集，利用 aB 可以生成   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根全

集 aB ，方法如下：假设 ajj Biyaz 
11

，那么 

1. Ry j 1
时，由性质 1 则 ajj Byiaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是

  0zf 的一对对偶复根，令 ajj Biyaz 
11

， ajj Byiaz 
12

。若
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，记  21,min lll  ，则 1l ，

令
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  都是 aB 的 l 重元素，于是
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是 aB 的

符合   0zf 的根在 z 平面上关于直线 ax  严格对称要求的一对 l 重元素。 
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2. Ry j 1
时， ajj Biyaz 

11
，则

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根，令

ajj Biyaz 
11

。若
11 jj iyaz  是   0zf 的 1l 重根，则 11 l ，令

11 jj iyaz  是 aB 的 1l

重元素，于是
11 jj iyaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于直线 ax  严格对称

要求的一个 1l 重元素。 

在对 aB 的每一个元素都进行了上述操作之后，由此生成的 aB 符合 z 平面上严格对

称根集合的定义，因此 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集，下面

进一步证明它是根全集。 

定理 3 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是 n 次方程

  0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根全集，利用 aB 用上述方法所生成的 aB

的元素个数为 K ， Cy j 1
，则 1) ajj Biyaz 

11
的充要条件是： ajj Biyaz 

11
；2)

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根全集；3) aa BB  ， KK  。 

证明 由题设，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集，而且 

1)必要性显然，证充分性。若 ajj Biyaz 
11

，于是① Ry j 1
时，由§4 性质 1，

则 ajj Byiaz 
12

，从而
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，由性

质 6，则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

，故 ajj Biyaz 
11

；② Ry j 1
时，

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根，由性质 6，则 ajj Biyaz 
11

。故充分性成

立。 

2)用反证法：假设 aB 还不是根全集，那么一定存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ， #

aB

也是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集，由§4 性质 3 推论 3，则 #
aB 至

少有一个元素不属于 aB ，设它为
11 jj iyaz  ，其中 Cy j 1

，由§4 性质 4，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ； 

若 Ry j 1
，则还有 

#
12 ajj Byiaz  且 ajj Byiaz 

12
，     0

12
 jj yiafzf  

那 么 ①  Ry j 1 时 ， 11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的 一 对 对 偶 复 根 ，

ajj Biyaz 
11 且 ajj Byiaz 

12
，由 1)则 ajj Biyaz 

11 且 ajj Byiaz 
12

，由
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性质 6 推论 1 则 aB 还不是根全集，矛盾。② Ry j 1 时，     0
11
 jj iyafzf ，

11 jj iyaz  是   0zf 在 直 线 ax  上 的 一 个 根 ， ajj Biyaz 
11 ， 由 1) 则

ajj Biyaz 
11 ，由性质 6 推论 1 则 aB 还不是根全集，矛盾。所以 aB 是   0zf 在 z 平

面上关于直线 ax  严格对称的根全集。 

3)假设 ajj Biyaz 
11

，那么① Ry j 1
时，由性质 1 则 ajj Byiaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，

11 jj iyaz  和
12 jj yiaz  都是

aB 的单元素，即   ajj Bziya  1
11

，   ajj Bzyia  1
21

。不妨设
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，记  21,min lll  ，则 1l ，

由 aB 生成法，则
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  都是 aB 的 l 重元素，因此
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  都是 aB 的 1 重以上元素，即   ajj Bziya  1
11

，   ajj Bzyia  1
21

。

于是由 

  ajj Bziya  1
11

   ajj Bziya  1
11

。 

② Ry j 1
时，

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根，
11 jj iyaz  是 aB 的单

元素，即   ajj Bziya  1
11

。不妨设
11 jj iyaz  是   0zf 的 1l 重根，则 11 l ，由 aB 生

成法，则
11 jj iyaz  是 aB 的 1l 重元素，故

11 jj iyaz  是 aB 的 1 重以上元素，即

  ajj Bziya  1
11

。于是由   ajj Bziya  1
11

   ajj Bziya  1
11

。 

总之，由  ajj Biyaz 
11

，   ajj Bziya  1
11

   ajj Bziya  1
11

。于是

aa BB  。又 aB 和 aB 的元素个数分别为K和 K ，所以 KK  。】 

若 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根全集，则其任意一个元素

都是 1 重的，即 aB 的元素一定各不相同。 aB 是利用 aB 用上述方法所生成，其任意一

个元素都是 1 重以上的，即 aB 的元素不一定各不相同。由定理 3，有 

ajj Biyaz 
11

 ajj Biyaz 
11

 

事实上，由 aB 的所有各不相同的元素组成的集合就是 aB 。在 aB 中任意取一个元素，

为减少任意取的次数，可以只在 aB 中选取，即用  ajj Biyaz 
11

来代表 

ajj Biyaz 
11

，或者说 ajj Biyaz 
11

  ajj Biyaz 
11

。
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§7 在 z 平面上关于直线 x = a 普通对称的根全集 

定义 1 设 Ra ，   0aQ ， Cy j  ， nK 1 ， jj iyaz   Kj ,,2,1  是 n 次方程

  0zf 在 z 平面上的 K 个根，记  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  。 

假设对  ajj Biyaz 
11

，当 Ry j 1
时，均能找到 ajj Byiaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，若

11 jj iyaz  和
12 jj yiaz  分别

是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  分别是 aB 的 1l 重和 2l 重元素，

那么就称
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于直线 ax 

普通对称要求的一对元素；当 Ry j 1
时，

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根，

若
11 jj iyaz  是   0zf 的 1l 重根，则

11 jj iyaz  是 aB 的 1l 重元素，就称
11 jj iyaz  是 aB

的符合   0zf 的根在 z 平面上关于直线 ax  普通对称要求的一个元素。 

满足上述条件就称 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的一个根集，

且称其所有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1  是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  (普通)对称

的K 个根。 

例 1 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的

二个根集，假如
11 jj iyaz  是 aB 的任意一个元素，若

11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，

就能推导出
11 jj iyaz  是 #

aB 的 l 重元素，即由 

 ajj Biyaz 
11

，   ajj Blziya 
11

   #
11 ajj Blziya  。 

则 aB 是 #
aB 的子集，即 #

aa BB  。当且仅当 #
aa BB  且 aa BB # 时， #

aa BB  。当且仅当

#
aa BB  且 #

aa BB  时， aB 是 #
aB 的真子集。 

元素与集合的关系性质 设 Ra ， Cy j 1
，l 为非负整数， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z

平面上关于直线 ax  普通对称的二个根集，于是 1)若   ajj Blziya 
11

， 0l ，则

ajj Biyaz 
11

；2)若   ajj Blziya 
11

， 1l ，则 ajj Biyaz 
11

；3)若 ajj Biyaz 
11

，

  ajj Blziya 
11

，则 1l ；4)若 ajj Biyaz 
11

， #
aa BB  ，则 #

11 ajj Biyaz  。 
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在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根集合 aB 的性质 

性质 1 设 Ra  ， Ry j 1
， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根集，

则 ajj Biyaz 
11

的充要条件是： ajj Byiaz 
12

。 

证明 由定义 1 即得。】 

性质 2 设 Ra  ， Cy j 1
， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根

集， ajj Biyaz 
11

，则
11 jj iyaz  是   0zf 的 l 重根的充要条件是：

11 jj iyaz  是

aB 的 l 重元素。 

证明 由定义 1 即得。】 

性质 3 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称

的二个根集， ajj Biyaz 
11

且 #
11 ajj Biyaz  ，则

11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素的充

要条件是：
11 jj iyaz  是 #

aB 的 l 重元素。 

证明 由性质 2 即得。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称

的二个根集， ajj Biyaz 
11

且 #
aa BB  ，若

11 jj iyaz  是 aB 的 l 重元素，则

11 jj iyaz  也是 #
aB 的 l 重元素。即由   ajj Blziya 

11
   #

11 ajj Blziya  。 

证明 由于 ajj Biyaz 
11

且 #
aa BB  ，则 #

11 ajj Biyaz  ，再由性质 3 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称

的二个根集，若 #
aB 的任何一个元素都属于 aB ，即由  #

11 ajj Biyaz  

ajj Biyaz 
11

，则 aa BB # 。 

证明 由 #
11 ajj Biyaz   ajj Biyaz 

11
，根据性质 3，若

11 jj iyaz  是 #
aB

的 l 重 元 素 ， 则
11 jj iyaz  是 aB 的 l 重 元 素 ， 即 由  #

11 ajj Biyaz  ，

  #
11 ajj Blziya     ajj Blziya 

11
，故 aa BB # 。】 

推论 3 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的二个根
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集，若 #
aa BB  且 #

aa BB  ，则 #
aB 至少有一个元素不属于 aB 。 

证明 由题设则 aa BB # ，再由推论 2 即得。】 

性质 4 设 Ra ， Cy j 1
， aB 和 #

aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称

的二个根集，若 #
aB 至少有一个元素不属于 aB ，设它为

11 jj iyaz  ，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ； 

若 Ry j 1
，则还有 

#
12 ajj Byiaz  且 ajj Byiaz 

12
，     0

12
 jj yiafzf 。 

证明 由性质 1 即得。】 

定义 2 设 Ra  ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是 n 次方程

  0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根集，并且不存在 #
aB ，使 #

aa BB  且

#
aa BB  ， #

aB 也是 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根集，则称 aB 是

在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根全集，且称其所有元素 jj iyaz   Kj ,,2,1 

是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  (普通)对称的全部根。 

性质 5 设 Ra ，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根全集的充

要条件是： aB 是由   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  (普通)对称的全部根组成的集合。 

证明 由定义 2 即得。】 

性质 6 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普

通对称的根全集，1) Ry j 1
时，若

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复

根，则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

。2) Ry j 1
时，若

11 jj iyaz  是   0zf 在

直线 ax  上的一个根，则 ajj Biyaz 
11

。 

证明 用反证法。1) Ry j 1
时，假设 ajj Biyaz 

11
且 ajj Byiaz 

12
不成立，那

么 ajj Biyaz 
11

或 ajj Byiaz 
12

，由性质 1 则 且 。

由于 ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，不妨设 和

12 jj yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l 。令 #
aB 包含 aB 的一切元

  0zf   0zf

ajj Biyaz 
11 ajj Byiaz 

12

11 jj iyaz 
11 jj iyaz 
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素，
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  分别是 #
aB 的 1l 重和 2l 重元素，于是找到根集合 #

aB ，使

#
aa BB  且 #

aa BB  ， #
aB 也是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根集合。但

这与 aB 是根全集矛盾。因此， ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

。 

2) Ry j 1
时，假设 ajj Biyaz 

11
，由于

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的

根，不妨设
11 jj iyaz  是   0zf 的 1l 重根，则 11 l 。令 #

aB 包含 aB 的一切元素，

11 jj iyaz  是 #
aB 的 1l 重元素，于是找到根集合 #

aB ，使 #
aa BB  且 #

aa BB  ， #
aB 也是

  0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根集合。但这与 aB 是根全集矛盾。因此，

ajj Biyaz 
11

。】 

推论 1 设 Ra ， Cy j 1 ， 11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普

通对称的根集，于是 1) Ry j 1 时，若 11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶

复根， 且 ajj Byiaz 
12

，则 aB 还不是根全集；2) Ry j 1 时，若

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的一个根， ajj Biyaz 
11

，则 aB 还不是根全集。 

证明 由性质 6 即得。】 

推论 2 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ， aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普

通对称的根全集，1) Ry j 1
时，若 ajj Biyaz 

11
且 ajj Byiaz 

12
，则

11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  不是   0zf 的一对对偶复根；2) Ry j 1
时，若 ajj Biyaz 

11
，则

11 jj iyaz  不是   0zf 根。 

证明 由性质 6 即得。】 

下面性质 7 及推论的证明方法与§4 性质 7 及推论相同予以省略。 

性质 7 设 Ra ， aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的二个根

集，其中 aB 为根全集，则 aa BB # 。 

推论 设 Ra ，若 aB 和 #
aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的二个根

全集，则 #
aa BB  。 

例 2 设 Ra ， Cy j 1
，

11 jj iyaz  ，   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称

ajj Biyaz 
11
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的根全集为 aB ，单层对称的根全集为 aB ，普通对称的根全集为 aB ，1) Ry j 1
时，若

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，则 ajj Biyaz 

11
且 ajj Byiaz 

12
，

ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

， ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

；2) Ry j 1
时，

若
11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的一个根，则 ajj Biyaz 

11
， ajj Biyaz 

11
，

ajj Biyaz 
11

。 

例 3 设 Ra  ， Cy j 1
， aB 和 aB 分别是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对

称的根集合和普通对称的根集合，假如  ajj Biyaz 
11

，满足 1) Ry j 1
时，

  ajj Blziya 
11

   ajj Blziya 
11

； 2) Ry j 1
时 ，   ajj Blziya  111



  ajj Blziya  111
，则 aB 是 aB 的子集，即 aa BB  。反过来，假如 ajj Biyaz 

11
，

  ajj Blziya 
11

   ajj Blziya 
11

，则 aB 是 aB 的子集，即 aa BB  。当且仅当

aa BB  且 aa BB  时， aa BB  ；当且仅当 aa BB  且 aa BB  时， aB 是 aB 的真子集。 

性质 设 Ra  ， Cy j 1
，   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根集合 aB 和

普通对称的根集合 aB 的元素个数分别为 K 和 K ，于是 

1)若 aa BB  ，则 KK  ；若 aa BB  ，则 KK  ；若 aa BB  且 aa BB  ，则 KK  ；

若 aa BB  ， KK  ，则 aa BB  。2)若 ajj Biyaz 
11

， aa BB  ，则 ajj Biyaz 
11

。 

设 Ra  ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax 

单层对称的根全集，利用 aB 可以生成   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根全

集 aB ，方法如下：假设 ajj Biyaz 
11

，那么 

1. Ry j 1
时，由§6 性质 1 则 ajj Byiaz 

12
，于是

11 jj iyaz  ，
12 jj yiaz  是

  0zf 的一对对偶复根，令 ， ajj Byiaz 
12

。若
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l ，令
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  分别是 aB 的 1l 重和 2l 重元素，于是
11 jj iyaz  ，

12 jj iyaz  是 aB 的符合

  0zf 的根在 z 平面上关于直线 ax  普通对称要求的一对元素。 

2. Ry j 1
时， ajj Biyaz 

11
，则

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根，令

ajj Biyaz 
11



第二章    施图姆序列 

 

 
445 

ajj Biyaz 
11

。若
11 jj iyaz  是   0zf 的 1l 重根，则 11 l ，令

11 jj iyaz  是 aB 的

1l 重元素，于是
11 jj iyaz  是 aB 的符合   0zf 的根在 z 平面上关于直线 ax  普通对

称要求的一个元素。 

在对 aB 的每一个元素都进行了上述操作之后，由此生成的 aB 符合普通对称根集

合的定义，因此 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根集合。下面进一

步证明它是根全集。 

定理 1 设 Ra ， nK 1 ，  KjCyiyazB jjja ,,2,1,|  是 n 次方程   0zf

在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根全集，利用 aB 用§6 方法生成的 aB 的元素个数

为 K ，利用 aB 用本节方法生成的 aB 的元素个数为K ， Cy j 1
，则 aB 是   0zf 在 z 平

面上关于直线 ax  严格对称的根全集，而且 1) ajj Biyaz 
11

的充要条件是：

ajj Biyaz 
11

；2) aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根全集；3)

aaa BBB  ， KKK  。 

证明 根据§6定理3，则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的根全集；

由题设则 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根集，而且 

1)必要性显然，证充分性。若 ，于是① Ry j 1
时，由性质 1，则

，从而
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根，由§6

性质 6，则 ajj Biyaz 
11

且 ajj Byiaz 
12

，于是 ajj Biyaz 
11

；② Ry j 1
时，

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的一个根，由§6 性质 6，则 ajj Biyaz 
11

。故

充分性成立。 

2)用反证法。假设 aB 还不是根全集，那么一定存在 #
aB ，使 #

aa BB  且 #
aa BB  ， #

aB

也是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  普通对称的根集，由性质 3 推论 3，则 #
aB 至少有

一个元素不属于 aB ，设它为
11 jj iyaz  ，其中 Cy j 1

，由性质 4，则有 

#
11 ajj Biyaz  且 ajj Biyaz 

11
，     0

11
 jj iyafzf ； 

若 Ry j 1
，则还有 

#
12 ajj Byiaz  且 ajj Byiaz 

12
，     0

12
 jj yiafzf  

ajj Biyaz 
11

ajj Byiaz 
12
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那 么 ① Ry j 1 时 ， ， 是 的 一 对 对 偶 复 根 ，

且 ，由 1)则 且 ，由§6

性质 6 推论 1 则 还不是根全集，矛盾。② Ry j 1 时，     0
11
 jj iyafzf ， 11 jj iyaz 

是   0zf 在直线 ax  上的一个根， ajj Biyaz 
11

，由 1)则 ajj Biyaz 
11 ，由§6

性质 6 推论 1 则 aB 还不是根全集，矛盾。所以 aB 是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax 

普通对称的根全集。 

3)假设 ajj Biyaz 
11

，由§6 知即 ajj Biyaz 
11

。那么① Ry j 1
时，由§6

性质1则 ajj Byiaz 
12

，于是
11 jj iyaz  ，

12 jj yiaz  是   0zf 的一对对偶复根。

不妨设
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 11 l ， 12 l 。记

 21,min lll  ，则有 11  ll ， 12  ll 。由 aB 生成法，
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  都是 aB 的

l 重元素，即   ajj Blziya 
11

，   ajj Blzyia 
21

。由 aB 生成法，
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  分别是 aB 的 1l 重和 2l 重元素，又 11 ll ， 12  ll ，于是
11 jj iyaz  和

12 jj yiaz  都 是 aB 的 l 重 以 上 ( 含 重 ) 元 素 ， 即   ajj Blziya 
11

，

  ajj Blzyia 
21

。于是由 

  ajj Blziya 
11

   ajj Blziya 
11

。 

② Ry j 1
时， ajj Biyaz 

11
，则

11 jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的根。不妨设

11 jj iyaz  是   0zf 的 1l 重根，则 11 l 。由 aB 生成法，
11 jj iyaz  是 aB 的 1l 重元素，

即   ajj Blziya  111
。 由 aB 生 成 法 ，

11 jj iyaz  是 aB 的 1l 重 元 素 ， 即

  ajj Blziya  111
。于是由   ajj Blziya  111

   ajj Blziya  111
。 

于是 aa BB  ；由§6 定理 3，则 aa BB  ，故 aaa BBB  。又 aB ， aB ， aB 的元

素个数分别为 K ， K ，K ，于是有 KKK  。】 

定理 2 设 Ra ，   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根全集 aB ，严格对

称的根全集 aB ，普通对称的根全集 aB 的元素个数分别为 K ，K ，K ，则 aaa BBB  ，

KKK  ，其中 aB 和 aB 可看作是利用 aB 分别用§6 方法和本节方法生成。 

证明 由题设不妨假设利用 aB 用§6 方法生成的 #
aB 的元素个数为 #K ，利用 aB 用

11 jj iyaz 
12 jj yiaz    0zf

ajj Biyaz 
11 ajj Byiaz 

12
ajj Biyaz 

11 ajj Byiaz 
12

aB

l
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本节方法生成的 #
aB 的元素个数 #K ，根据定理 1，则 #

aB 和 #
aB 分别是   0zf 在 z 平面

上关于直线 ax  严格对称的根全集和普通对称的根全集，而且  ##
aaa BBB  ，

## KKK  。 

由§4 性质 7 推论，则 #
aa BB  ，于是 #KK  ；由性质 7 推论，则 #

aa BB  ，于是 #KK  ，

所以 aaa BBB  ， KKK  ，于是命题成立。】 

推论 设 Ra ， Cy j 1
，   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根全集为 aB ，

严格对称的根全集为 aB ，普通对称的根全集为 aB ，则 

1) ajj Biyaz 
11

的充要条件是： ajj Biyaz 
11

； 

2) ajj Biyaz 
11

的充要条件是： ajj Biyaz 
11

； 

3) ajj Biyaz 
11

的充要条件是： ajj Biyaz 
11

。 

证明 由题意根据定理 2，则 aB 和 aB 可看作是利用 aB 分别用§6 方法和本节方法生

成，于是 1)由§6 定理 3 即得；2)由定理 1 即得；3)由 1)和 2)即得。】 

定理 3 设 Ra  ，   Ry j 0 且   00 jy ， Ry j  ，   Llll jjj ,,, 21
0 均为正整数， l 为非负

整数，   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根全集 aB ，严格对称的根全集 aB ，

普通对称的根全集 aB 的元素个数分别为 K ，K ，K ；   0zf 在 z 平面上关于直线 ax 

严格对称的非 a 根全集 @B 的元素个数为 k ；  0
jj iyaz   tj ,,2,1  ， jj iyaz 1 ，

jj yiaz 2  sj ,,2,1  是   0 azP 在 z 平面上的所有各不相同的根，其中

 0
jj iyaz  是   0zf 的  0

jl 重根， jj iyaz 1 和 jj yiaz 2 分别是   0zf 的 1jl 重和 2jl

重根，记  22 ,min jjj lll  。如果 az  是   0zf 的 l 重根，那么 1) 1l 时，有 stK 21  ，

  



s

j
j

t

j
j lllK

11

0 2 (其中   



s

j
j

t

j
j llk

11

0 2 )，    



s

j
jj

t

j
j llllK

1
21

1

0 ；2) 0l 时，

有 stK 2 ，   



s

j
j

t

j
j llK

11

0 2 (其中   



s

j
j

t

j
j llk

11

0 2 )，    



s

j
jj

t

j
j lllK

1
21

1

0 ；

3)若 ax  是   0xQ 的 L 重根，则    



s

j
jj

t

j
j llllL

1
21

1

202 2 ，且 LK  。 
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证明 由题意根据定理 2，则 aB 和 aB 可看作是利用 aB 分别用§6 方法和本节方法生

成。 az  是   0zf 的 l 重根，由§3 定理 6 推论 1 则 az  是   0azFm 的 l 重根。又

 0
jj iyaz   tj ,,2,1  ， jj iyaz 1 ， jj yiaz 2  sj ,,2,1  是   0 azP 在 z 平面

上的所有各不相同的根，而      azPazaazF l
mm  0 ，于是 

1) 1l 时， az  ，  0
jj iyaz   tj ,,2,1  ， jj iyaz 1 ， jj yiaz 2  sj ,,2,1 

是   0 azFm 在 z 平面上的所有各不相同的根，由§6 定理 1 推论 1，则它们是 aB 的所

有元素，故 aB 的元素个数 stK 21  。 

由题设 jj iyaz 1 ， jj yiaz 2 分别是   0zf 的 1jl 重和 2jl 重根，且 11 jl ， 12 jl ，

记  22 ,min jjj lll  ，则 1jl 。由根全集 aB 生成法，则 jj iyaz 1 和 jj yiaz 2 都是 aB

的 jl 重元素  sj ,,2,1  。  0
jj iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的  0

jl 重根，且   10 jl ；

az  是   0zf (在直线 ax  上)的 l 重实根。由根全集 aB 生成法，则  0
jj iyaz  是 aB 的

 0
jl 重元素  tj ,,2,1  ， az  是 aB 的 l 重元素。故 aB 的元素个数   




s

j
j

t

j
j lllK

11

0 2 。 

由根全集 aB 与非 a 根全集 @B 的关系性质，则 

 @,,, BaaaB
l

a   ，且 klK  ，于是有   



s

j
j

t

j
j llk

11

0 2 。 

由根全集 aB 生成法，则 jj iyaz 1 ， jj yiaz 2 分别是 aB 的 1jl 重和 2jl 重元素

 sj ,,2,1  ，  0
jj iyaz  是 aB 的  0

jl 重元素  tj ,,2,1  ， az  是 aB 的 l 重元素。故 aB

的元素个数    



s

j
jj

t

j
j llllK

1
21

1

0 。 

2) 0l 时，  0
jj iyaz   tj ,,2,1  ， jj iyaz 1 ， jj yiaz 2  sj ,,2,1  是

  0 azFm 在 z 平面上的所有各不相同的根，由§6 定理 1 推论 1，则它们是 aB 的所有

元素，于是有 stK 2 。接下来与 1)同理可证得 

  



s

j
j

t

j
j llK

11

0 2 (其中   



s

j
j

t

j
j llk

11

0 2 )，    



s

j
jj

t

j
j lllK

1
21

1

0 。 

3)对于   0zf 在 z 平面直线 ax  上任意一个非 a 根 00 iyaz  (其中 Ry 0 且

00 y )，由§6 性质 6 则 aBiyaz  00 。于是无论 1l 还是 0l ， aB 中元素  0
jj iyaz 
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就是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有各不相同的非 a 根，其中

 0
jj iyaz  是   0zf 的  0

jl 重根。 

对于   0zf 在 z 平面上但不在直线 ax  上的以 a， a 为一双对影中点的任意一对

对偶根 01 iyaz  ， 02 yiaz  (其中 Ry 0 )，由§6 性质 6 则 aBiyaz  01 ，

aByiaz  02 。于是无论 1l 还是 0l ， aB 中元素 jj iyaz 1 ，

就是   0zf 在 z 平面上但不在直线 ax  上的以 a，a为一双对影中点的所

有各不相同的成对对偶根，其中 jj iyaz 1 ， jj yiaz 2 分别是   0zf 的 1jl 重和 2jl 重

根。若 ax  是   0xQ 的 L 重根，由第一章定理 16 推论 2，则 

         
 





















t

j
j

t

j

s

j
jj

jj llll
llll

L
1

0

1 1
21

00

2

1

2

1
2  

化简可得    



s

j
jj

t

j
j llllL

1
21

1

202 2 。 

下面证明 LK  。由于 11 jl ， 12 jl ，则     011 2121  jjjj llll ，因此

。由于   10 jl ，则      0100 jj ll ，     200
jj ll   tj ,,2,1  。于是① 1l 时，

  01 ll ， 2ll  ，故    



s

j
jj

t

j
j llllK

1
21

1

0    Lllll
s

j
jj

t

j
j  

 1
21

1

202 2 。② 0l 时，

   



s

j
jj

t

j
j lllK

1
21

1

0    Llll
s

j
jj

t

j
j  

 1
21

1

20 2 。总之， LK  。】 

设 Ra  ，   Ry j 0 且   00 jy ， Ry j  ，若  0
jj iyaz   tj ,,2,1  ， jj iyaz 1 ，

jj yiaz 2  sj ,,2,1  是   0 azP 在 z 平面上的所有各不相同的根，则由

   azFm    azPaza l
m 0 可知： 

1.  0
jj iyaz   tj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面直线 ax  上所有各不相同的非

a根，由定理 3 证明可知，它们也是   0zf 在 z 平面直线 ax  上所有各不相同的非 a

根； 

2. jj iyaz 1 ， jj yiaz 2  sj ,,2,1  是   0 azFm 在 z 平面上但不在直线

ax  上的以 a， a为一双对影中点的所有各不相同的成对对偶根，由定理 3 的证明可

 tj ,,2,1 

jj yiaz 2

 sj ,,2,1 

2121 2 jjjj llll 

 sj ,,2,1 
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知，它们也是   0zf 在 z 平面上但不在直线 ax  上的以 a， a为一双对影中点的所有

各不相同的成对对偶根。 

定理 4 设 Ra ， L 为正整数， ax  是   0xQ 的 L 重根，   0zf 在 z 平面上关于

直线 ax  单层对称的根全集 aB ，严格对称的根全集 aB ，普通对称的根全集 aB 的元素

个数分别为 K ， K ， K ，若      1, ' zfzf ，则 

LKKK  ， aaa BBB  。 

于是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的全部根，也是   0zf 在 z 平面上关

于直线 ax  对称的全部各不相同的根，还是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax   (普通)

对称的全部根。 

证明 由题意根据定理 2，则 aaa BBB  ， KKK  。 

不 妨 假 设  0
jj iyaz   tj ,,2,1  ， jj iyaz 1 ， jj yiaz 2  sj ,,2,1  是

  0azP 在 z 平面上的所有各不相同的根 (   Ry j 0 且   00 jy ， Ry j  )，其中

 0
jj iyaz  是   0zf 的  0

jl 重根， jj iyaz 1 ， jj yiaz 2 分别是   0zf 的 1jl 重和 2jl

重根，记  22 ,min jjj lll  ， az  是   0zf 的 l 重根  0l ，由定理 3，则 

1) 1l 时，有 stK 21  ，   



s

j
j

t

j
j lllK

11

0 2 ，    



s

j
jj

t

j
j llllK

1
21

1

0 ； 

2) 0l 时，有 stK 2 ，   



s

j
j

t

j
j llK

11

0 2 ，    



s

j
jj

t

j
j lllK

1
21

1

0 ； 

3)由于 ax  是   0xQ 的 L 重根，则    



s

j
jj

t

j
j llllL

1
21

1

202 2 ，且 LK  。 

若      1, ' zfzf ，则 0l 或1，   10 jl ， 121  jj ll ，  22 ,min jjj lll  1 ，于是 

1) 1l 时， stK 21  ，   



s

j
j

t

j
j lllK

11

0 2 st 21  ，而 

   



s

j
jj

t

j
j llllK

1
21

1

0
st 21  ，    




s

j
jj

t

j
j llllL

1
21

1

202 2 st 21  ，故 

LKKK  st 21   
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2) 0l 时，有 stK 2 ，   



s

j
j

t

j
j llK

11

0 2 st 2 ，而 

   



s

j
jj

t

j
j lllK

1
21

1

0
st 2 ，    




s

j
jj

t

j
j llllL

1
21

1

202 2 st 2 ，故 

LKKK  st 2 。 

总之，无论 1l 还是 0l ，都有 LKKK  ，又 aaa BBB  ，故 aaa BBB  。

再由§4，§6，§7 性质 5 即得。】 

定理 5 设      1, ' zfzf ， Ra  ，L 为正整数， ax  是   0xQ 的 L 重根， Cy j  ，

若 jy  Kj ,,2,1  是方程  a4 的所有复根 (或所有各不相同的复根 )，则 LK  ，

jj iyaz   Kj ,,2,1  既是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  严格对称的全部根，也

是   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  对称的全部各不相同的根，还是   0zf 在 z 平面

上关于直线 ax  (普通)对称的全部根。 

证明 由题设不妨设   0zf 在 z 平面上关于直线 ax  单层对称的根全集 aB ，严格

对称的根全集 aB ，普通对称的根全集 aB 的元素个数分别为K ， K ， K ，根据定理 4

和§4 (或§6)定理 2 即得。】 

推论 1 设      1, ' zfzf ， Ra  ，   0aQ ， Cy j  ，则 jy  Kj ,,2,1  是  a4 的

所有复根的充要条件是： jy  Kj ,,2,1  是  a4 的所有各不相同的复根。 

证明 由题设不妨设 ax  是   0xQ 的 L 重根，则 L 为正整数，根据定理 5，必要

性和充分性可分别再由§6 和§4 定理 2 即得。】 

推论 2 设      1, ' zfzf ， Ra  ，   0aQ ，则  a4 的所有复根各不相等。 

证明由推论 1 即得。】 
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第三章 
方程的实根与共轭复根问题 

§1 原方程与实系数多项式方程组的关系 

设复系数 n 次多项式   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ，其中 n 1， 00 c ， Cc j  ，

jjj ibac  ， Ra j  ， Rbj  ， 0,1, 2, ,j n  ，且 00 b ， nbbb ,,, 21  不全为零， 000  ca ，

i 为虚数单位，记 

  nn
nn azazazaza  


1
1

10  ，   nn
nn bzbzbzbzb  


1
2

2
1

1   

则  za 和  zb 均为实系数多项式，且有 

     zibzazf                                 #1  

其中  za 是次数为 n 的多项式，  zb 是非零多项式。由  #1 可得多项式方程组  

 
 







0
0

zb
za                                  #2  

且称  #1 是方程   0zf 与方程组  #2 的多项式关系式。 
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§2 方程组解的性质与最大公因式方程根的性质 

显然， 0z 是  #2 的解的充要条件是：   zazz |0 且    zbzz |0 ； 0z 是  #2 的 l重解

的充要条件是：    zazz l |0 且    zbzz l |0 ，但   1
0

 lzz 不能同时整除    zbza , 。 

 ,za  zb 都是非零多项式，  #2 所有复数解 (含重解 )组成的集合可记作

   ba  ，它是方程   0za 所有复根组成的根集合与方程   0zb 所有复根组成的

集合的交集。 

交集    ba  的本质特征是：设 Cz 0 ， 21,, lll 均为非负整数，则 

     balz 0     alz 10 ，    blz 20 ，其中  21,min lll  。 

显然， 0z 是  #2 的 l重解的充要条件是：      balz 0 。 

设  zd 是  ,za  zb 的一个实系数最大公因式，则  zd 也是非零多项式，方程

  0zd 所有复根(含重根)组成的集合可记作  d 。 

显然， 0z 是   0zd 的 l重根的充要条件是：    dlz 0 。 

下面定理 1 及其推论根据预章定理 2 及其推论即得。 

定理 1 设 Cz 0 ， l为非负整数，则 

1) 0z 是  #2 的解的充要条件是： 0z 是   0zd 的根； 

2) 0z 是  #2 的 l重解的充要条件是： 0z 是   0zd 的 l重根。 

推论 1  #2 所有复数解(含重解)组成的集合与   0zd 所有复根(含重根)组成的集

合是两个相等的集合，即    ba   d ，于是   0zd 的所有复根就是  #2 的所

有复数解。 

推论 2 设  #2 复数解(含重解)的个数为 #K ，  zd 的次数为 1n ，则 1
# nK  ，故  #2

在 z 平面上有解的充要条件是： 11 n 。 

推论 3  #2 在 z 平面上无解的充要条件是：      1, zbza 。 

推论 4 设 Cz 0 ， 21,, lll 均为非负整数，则 

   dlz 0     alz 10 ，    blz 20 ，其中  21,min lll  。 

  0zd 根的性质   0zd 是实系数代数方程，由第一篇第二章§2 性质及推论，它
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的根具有下面的性质及推论。 

性质 设 Cz 0 ，若 0z 是   0zd 的根，则 0z 也是   0zd 的根。 

推论 1 设 Cz 0 ，则 0z 是   0zd 的根的充要条件是： 0z 是   0zd 的根。 

推论 2 设 Cz 0 ，则    zdzz |0 的充要条件是：    zdzz |0 。 

推论 3 设 Cz 0 ， l为非负整数，则    zdzz l |0 的充要条件是：    zdzz
l

|0 。 

推论 4 设 Cz 0 ， l为非负整数，则 

0z 是   0zd 的 l重根的充要条件是： 0z 是   0zd 的 l重根。 

推论 5 设 Rz 0 ， l为非负整数， 0z ， 0z 是   0zd 的一对 l重共轭复根的充要条

件是：      zdzzzz
ll |00  ，但     1

0
1

0

 
ll zzzz 不能整除  zd 。 

 #2 解的性质  #2 解的性质及推论与第二章  a2 的性质及其推论本质上相同。 

性质 设 Cz 0 ，若 0z 是方程组  #2 的解，则 0z 也是方程组  #2 的解。 

推论 1 设 Cz 0 ，则 0z 是  #2 的解的充要条件是： 0z 是  #2 的解。 

推论 2 设 Cz 0 ，则    zazz |0 且    zbzz |0 的充要条件是    zazz |0 且

   zbzz |0 。 

推论 3 设 Cz 0 ， l为非负整数，则 

   zazz l |0 且    zbzz l |0 的充要条件是：    zazz
l

|0 且    zbzz
l

|0 。 

推论 4 设 Cz 0 ， l为非负整数，则 

0z 是  #2 的 l重解的充要条件是： 0z 是  #2 的 l重解。 

推论 5 设 Rz 0 ，l为非负整数，则 0z ， 0z 是  #2 的一对 l重共轭复数解的充要条

件是：      zazzzz
ll |00  且      zbzzzz

ll |00  ，但     1

0
1

0

 
ll zzzz 不能同时整除

   zbza , 。 

定理 2 设 Rz 0 ，l为非负整数，则 1) 0z ， 0z 是  #2 的一对共轭复数解的充要条

件是： 0z ， 0z 是   0zd 的一对共轭复根；2) 0z ， 0z 是  #2 的一对 l 重共轭复数解的

充要条件是： 0z ， 0z 是   0zd 的一对 l重共轭复根。 

证明 由定理 1 即得。】 

推论 设 Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ，l为非负整数，则 1) 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是
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 #2 的一对共轭复数解的充要条件是： 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zd 的一对共轭复

根；2) 1 0 0z x iy  ，2 0 0z x iy  是  #2 的一对 l重共轭复数解的充要条件是：1 0 0z x iy  ，

2 0 0z x iy  是   0zd 的一对 l重共轭复根。 

证明 由题意根据定理 2 即得。】 

定理 3 设      
     







zdzbzb
zdzaza

*

*

，则
 
 







0
0

*

*

zb
za

无解，      1, ** zbza 。 

证明  zd 是  ,za  zb 的最大公因式，根据预章定理 5 即得。】 
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§3 原方程根与方程组解及最大公因式方程根的关系 

定理 4 设 Rx 0 ，则 00 xz  是   0zf 的实根的充要条件是： 00 xz  是  #2 的实数

解。 

证明  ,za  zb 均为实系数多项式， Rx 0 ，      000 xibxaxf  ，  0xa 和  0xb 均

为实数，故   00 xf 的充要条件是：   00 xa 且   00 xb 。于是命题成立。】 

若  #2 有解，由定理 1 推论 2，则  zd 的次数 11 n ，      1, zbza ，可设

     
     







zdzbzb
zdzaza

*

*

，由定理 3，则
 
 







0
0

*

*

zb
za

无解，      1, ** zbza 。令      zibzazf ***  ，

其中  ,* za  zb* 均为实系数多项式，则有      zibzazf        zdzibza **     zdzf * ，

即      zdzfzf * 。 

综上所述，若  #2 有解，则  zd 的次数 1 ，  zf 就能分解成复系数多项式  zf * 与

实系数多项式  zd 的乘积，即      zdzfzf * 。 

 zf * 性质 1 设      zibzazf ***  ，其中  ,* za  zb* 为实系数多项式，且

     1, ** zbza ，则   0* zf 没有实根，于是若 Rx 0 ， 00 xz  ，则  0zz  不能整除  zf * 。 

证明 用反证法：假如   0* zf 至少有一个实根，不妨设为 00 xz  ，其中 Rx 0 ，

由定理 4 ，则 00 xz  是
 
 







0
0

*

*

zb
za

的解，于是    zazz *
0 | 且    zbzz *

0 | ，与

     1, ** zbza 矛盾。于是命题成立。】 

下面是定理 4 的推论 

推论 1 设 Rx 0 ， 00 xz  ， l为非负整数，则    zfzz l |0 的充要条件是： 

   zazz l |0 且    zbzz l |0 。 

证明 当 0l 时，命题显然成立；当 1l 时，由      zibzazf  ，充分性显然成

立，再证必要性。若    zfzz l |0 ， 1l ， 00 xz  是   0zf 的实根，由定理 4，则 00 xz 

是  #2 的实数解，于是有      zdzfzf * 。 

由  zf * 性质 1 则  0zz  不能整除  zf * ，     1, *
0  zfzz l ，故    zdzz l |0 。  zd

是  ,za  zb 的最大公因式，于是    zazz l |0  且    zbzz l |0 。】 
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推论 2 设 Rx 0 ， l为非负整数，则 00 xz  是   0zf 的 l重实根的充要条件是：

00 xz  是  #2 的 l重实数解。 

证明 由题意根据推论 1 即得。】 

定理 5 设 Rx 0 ， l为非负整数，则 

1) 00 xz  是   0zf 的实根的充要条件是： 00 xz  是   0zd 的实根。 

2) 00 xz  是   0zf 的 l重实根的充要条件是： 00 xz  是   0zd 的 l重实根。 

证明 根据定理 1 和定理 4 及其推论 2 即得。】 

推论 将由   0zf 和由   0zd 的所有实根(含重根)组成的集合分别记为 A和 B ，

则 BA  ，于是   0zd 的所有实根就是   0zf 的所有实根。 

证明  由题设则 A 和 B 是两个允许有重元的有限集合，不妨设 Rx 0 ，于是

Axz  00 ，   Alzx  00 ，则 00 xz  是   0zf 的实根，且是 l重根，根据定理 5，则

00 xz  是   0zd 的 l重实根，   Blzx  00 。反过来， Bxz  00 ，则 00 xz  是   0zd

的实根，根据定理 5，则 00 xz  是   0zf 的实根， Axz  00 。根据预 章定理 1，则 BA  ，

于是命题成立。】 

     zibzazf  中的    zbza , 在 z 平面上任意点 x 的泰勒展开式分别为 

 
    

  
         xaxz

xa
xz

n

xa
xz

n

xa
za n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

  

 
  
   

  
         xbxz

xb
xz

n

xb
xz

n

xb
zb n

n
n

n







 





!1!2!1

'
2

2
1

1

  

设 yxz  ，则有 

 
     

 
   xay
xa

y
n

xa
y

n

xa
yxa n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

  

 
  
 

  
 

   xby
xb

y
n

xb
y

n

xb
yxb n

n
n

n







 





!1!2!1

'
2

2
1

1

  

并记  
     

 
  
  





 





4
4

2
2

0 !4!2!
, n

n
n

n
n

n

y
n

xa
y

n

xa
y

n

xa
yxA  

 
  
 

  
 

  
  








 








5
5

3
3

1
1

1 !5!3!1
, n

n
n

n
n

n

y
n

xa
y

n

xa
y

n

xa
yxA  

 
  
 

  
 

  
  








 








5
5

3
3

1
1

0 !5!3!1
, n

n
n

n
n

n

y
n

xb
y

n

xb
y

n

xb
yxB  



整式代数方程统一解法原理 

 

 
458 

 
  
 

  
 

  
  








 








6
6

4
4

2
2

1 !6!4!2
, n

n
n

n
n

n

y
n

xb
y

n

xb
y

n

xb
yxB  

于是      yxAyxAyxa ,, 10  ，      yxByxByxb ,, 10  ，其中  yxA ,0 ，  yxA ,1 ，

 yxB ,0 ，  yxB ,1 均为实系数二元多项式。令    yxaiiyxA n ,, 00  ，    yxaiiyxA n ,, 1
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其中  yxa ,0 ，  yxa ,1 ，  yxb ,0 ，  yxb ,1 均为实系数二元多项式，为 y的奇偶函数，并
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观察方程组
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可发现
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引理 设 Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ，则 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zf 的一对共

轭复根的充要条件是： 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  既是   0za 的一对共轭复根，又是

  0zb 的一对共轭复根。 

证明 1) 由题意根据第一章定理 6，则 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zf 的一对共

轭复根的充要条件是：  00 , yx ，  00 , yx  是方程组(2)的一对实数解。 
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又  00 , yx ，  00 , yx  是方程组(2)的一对实数解的充要条件是： 

 

 

 

 





















0,

0,

0,

0,

001

001

000

000

yxf

yxf

yxf

yxf

 

2) 由于
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① 当  zf 的次数 n 为偶数时，有 

   000000 ,, yxayxa  ，    001001 ,, yxayxa   

   000000 ,, yxbyxb  ，    001001 ,, yxbyxb   

则
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② 当  zf 的次数 n 为奇数时，有 

   000000 ,, yxayxa  ，    001001 ,, yxayxa   

   000000 ,, yxbyxb  ，    001001 ,, yxbyxb   

则
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因此，无论 n 为偶数还是奇数，都有 
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3)       yxiayxaiiyxa n ,, 10  ，       yxibyxbiiyxb n ,, 10
1    
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设 Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ，由  yxa ,0 与  yxa ,1 关于 y的奇偶性，则  00 , yx ，  00 , yx 

是
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的一对实数解的充要条件是： 00 , yx 是
 
 







0,
0,

1

0

yxa
yxa

的解，即
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。

再根据第一篇第二章定理 7 推论 3，则 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0za 的一对共轭复

根的充要条件是：
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。同理可知， 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zb 的一对

共轭复根的充要条件是：
 
 







0,
0,

001

000

yxb
yxb

。所以 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  既是   0za 的一

对共轭复根，又是   0zb 的一对共轭复根的充要条件是： 
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综合 1) 2) 3)可知，引理成立。】 

定理 6 设 Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ，则 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zf 的一对

共轭复根的充要条件是： 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是  #2 的一对共轭复数解。 

证明 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  既是   0za 的一对共轭复根，又是   0zb 的一对共

轭复根的充要条件是： 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是  #2 的一对共轭复数解。再由引理即

得。】 

 zf * 性质 2 设      zibzazf ***  ，其中  ,* za  zb* 为实系数多项式，且

     1, ** zbza ，则   0* zf 没有共轭复根，于是若 Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ， 001 iyxz  ，

2 0 0z x iy  ，则  1zz  和  2zz  不能同时整除  zf * 。 

证明  用反证法：假如   0* zf 至少有一对共轭复根，不妨设为 1 0 0z x iy  ，

2 0 0z x iy   ( Rx 0 ， Ry 0 且 00 y )，由定理 6 则 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是
 
 







0
0

*

*

zb
za

的一对共轭复数解，故    zazz *
1 | 且    zbzz *

1 | ，    zazz *
2 | 且    zbzz *

2 | ，由于

00 y ， 21 zz  ，      1, 21  zzzz ，于是     zazzzz *
21 | 且     zbzzzz *

21 | ，与

     1, ** zbza 矛盾。于是命题成立。】 
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定理 7 设 Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ，则 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zf 的一对共

轭复根的充分必要条件是： 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zd 的一对共轭复根。 

证明 由定理 6 和定理 2 推论即得。】 

定理 8 设      zdzfzf * ， Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ， 21,ll 均为非负整数，若

1 0 0z x iy  和 2 0 0z x iy  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时，   zfzz *
1 | ，

但  2zz  不能整除  zf * ；2) 21 ll  时，    zfzz *
2 | ，但  1zz  不能整除  zf * ；3) 

21 ll  时，  1zz  和  2zz  都不能整除  zf * 。 

证明  由题设则    zfzz l |1
1 ，但   1

1
1 lzz 不能整除  zf ；    zfzz l |2

2 ，但

  1
2

2  lzz 不能整除  zf ；根据  zf * 性质 2，则  1zz  和  2zz  不能同时整除  zf * ，

于是 

1) 21 ll  时，    zfzz *
1 | ，但  2zz  不能整除  zf * 。否则，假如  1zz  不能整

除  zf * ，则      1, *
1

1  zfzz l ，故    zdzz l |1
1 ，由   0zd 根的性质推论 3 则

   zdzz
l

|1

1 。又 21 zz  ，于是    zdzz l |1
2 ，又 121  ll ，故    zdzz l |1

2
2  ，

   zfzz l |1
2

2  ，矛盾。 

2) 21 ll  时，与 1)同理可证。 

3) 21 ll  时，  1zz  和  2zz  都不能整除  zf * 。否则，① 假如    zfzz *
1 | ，

但  2zz  不能整除  zf * ，则      1, *
2

2  zfzz l ，故    zdzz l |2
2 ，由   0zd 根的性

质推论 3 则    zdzz
l

|2

2 。因 12 zz  ， 21 ll  ，则    zdzz l |1
1 。再由    zfzz *

1 | 则

   zfzz l |1
1

1 ，矛盾。② 假如    zfzz *
2 | ，但  1zz  不能整除  zf * ，则与①同理

可得    zfzz l |1
2

2  ，矛盾。】 

定理 9 设  #2 有解， Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ， 21,ll 均为非负整数，若 1 0 0z x iy  和

2 0 0z x iy  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1) 21 ll  时， 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是

  0zd 的一对 2l 重共轭复根， 1 0 0z x iy  是   0* zf 的 21 ll  重根；2) 21 ll  时，

1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zd 的一对 1l 重共轭复根， 2 0 0z x iy  是方程   0* zf 的

12 ll  重根；3) 21 ll  时，记 lll  21 ，则 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zd 的一对 l重

共轭复根， 1 0 0z x iy  和 2 0 0z x iy  都不是   0* zf 的根。 
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证明 由于  #2 有解，则有      zdzfzf * 。再由题意根据定理 8，那么 

1) 21 ll  时，则    zfzz *
1 | ，但  2zz  不能整除  zf * ，则 2z 不是   0* zf 的根，

于是 002 iyxz  是   0zd 的 2l 重根，因 12 zz  ，由   0zd 根的性质推论 4，则

1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zd 的一对 2l 重的共轭复根。 001 iyxz  分别是   0zf 的

1l 重根，   0zd 的 2l 重根，于是 1 0 0z x iy  是   0* zf 的 21 ll  重根。 

2) 21 ll  时，与 1)同理可证。 

3) 21 ll  时，  1zz  和  2zz  都不能整除  zf * ，则 1z 和 2z 都不是   0* zf 的根。

又 lll  21 ，故 001 iyxz  ， 2 0 0z x iy  是   0zd 的一对 l重共轭复根。】 

推论 设  #2 有解， Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ， lll ,, 21 均为非负整数， 001 iyxz  和

2 0 0z x iy  分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zd 的一对

l重共轭复根的充要条件是：  21,min lll  。 

证明 根据定理 9，则 1 0 0z x iy  ， 2 0 0z x iy  是   0zd 的一对 l 重共轭复根

21 ll  时， 2ll  ； 21 ll  时， 1ll  ； 21 ll  时， 21 lll    21,min lll  。】 

综合上述结论，我们称  ,za  zb 的最大公因式方程   0zd 为复系数代数方程

  0zf 的实根和共轭复根方程。 
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§4 方程组的解和结式方程的根 

对于方程   0zd 的求解方法，实系数代数方程统一解法原理已作全面介绍，不再

赘述。本节仅就复系数代数方程   0zf 统一解法原理研究的需要，对与   0zd 相关

问题作必要阐述。 

设  
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1
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nn dzdzdzdzd  
  ，其中 nn  11 ， 0 0d  ，

10 1, , , nd d d 均为
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其中
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xd n

，令 iyxz  ，则 

          yxidyxdiyxdiyxdiiyxd nnn ,,,, 101
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0
111                 d1  

可得实系数的二元多项式方程组 
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其中    yxdyxd ,,, 10 一个为 y的偶函数，另一个为 y的奇函数。 

将    yxdyxd ,,, 10 关于 y的结式，记为    xQyddres d,, 10 ，则 
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这是一个 12 1 n 阶行列式，展开后是 x 的实系数多项式，次数为 2
1n 。可设 
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  2
1

2
1

2
1

2
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1
1

10 nn
nn

d DxDxDxDxQ  
   

其中 00 D ， 2
1

,,, 10 n
DDD  均为实数。当  zd 的次数 11 n 时，    xdxQd  ；当 21 n 时，

不妨设   0zd 所有成对复根的中点方程为 
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nnnn
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d ExExExExM   

其中 00 E ，  
2

110 11
,,, nnEEE  均为实数。根据第一篇第六章§1 定理 1 推论 1，则有 

     xMxdxQ dd
2 ，即      xMxdxQ dd

2 或者      xMxdxQ dd
2 。 

方程组  d2 解的性质与第一篇第二章方程组(2)解的性质相同，不再赘述。 

定理 10 设 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx 是方程组  d2 的解，则  00 , yx 也是方程组(2)

的解。 

证明 若  00 , yx 是  d2 的解，则  00, yx  ，  00 , yx ，  00 , yx  都是  d2 的解，由第一

篇第二章定理 5，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  ， 002 yixz  ， 001 yixz  都是   0zd

的根，由定理 1，则它们都是  #2 的解，于是有      zdzfzf * ，于是 001 iyxz  ，

002 iyxz  ， 002 yixz  ， 001 yixz  都是   0zf 的根。那么 

1) 当 Rx 0 或 Ry 0 时， 001 iyxz  ， 002 yixz  是   0zf 的一对对偶复根，

由第一章定理 7，则  00 , yx ，  00 , yx 是(2)的一对对偶复数解，于是命题成立。 

2) 当 Rx 0 且 Ry 0 时， 001 iyxz  是   0zf 在 z 平面直线 0xx  上的根，由第

一章定理 6，则  00 , yx 是(2)的实数解。命题也成立。】 

定义 设 Cx 0 ， Cy 0 ， l为非负整数，若  00 , yx 是方程组  d2 所有复数解(含相

同解)组成的集合的一个 l重元素，则称  00 , yx 是  d2 的一个 l重(复数)解。 

定理 11 设 Cx 0 ，   00 xQd ，则由方程组  d2 所有复数解(含相同解)组成的集合

  yx, 中 0xx  的全部解(含相同解)组成的集合是由方程组(2)所有复数解(含相同解)组

成的集合   yx, 中 0xx  的全部解(含相同解)组成的集合的子集，即 
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证明 由 Cx 0 ，   00 xQd ，根据第一篇第二章定理 15 和定理 5，则至少存在一

个复数 0y ，使  00 , yx 是方程组  d2 的解， 0 0 0z x iy  是   0zd 的根，由定理 1，则 0z 是
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 #2 的解，于是有      zdzfzf * 。记 
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则 A是由  d2 所有复数解组成的集合   yx, 中 0xx  的全部解组成的集合，B 是由(2)所

有复数解组成的集合   yx, 中 0xx  的全部解组成的集合，A和 B 都是允许有重元的有

限集合。对  
00 , jx y A ，  

00 , jx y l A ，则 1l ， 
00 , jx y 是  d2 的一个解，且  

00 , jx y

是  d2 的 l重解，那么 

1. 当 Rx 0 且 Ry j 0
时，1) 若 0

0
jy ，则 

00, jx y ， 
00, jx y 都是  d2 的解，

0 01 0j jz x iy  ，

0 02 0j jz x iy  都是   0zd 的根，不妨设
0 01 0j jz x iy  ，

0 02 0j jz x iy  是   0zd 的一对
0j

l

重共轭复根，且
0 01 0j jz x iy  ，

0 02 0j jz x iy  分别是   0zf 的
01jl 重和

0 2jl 重根，则
0

1jl  。

由于  #2 有解，由定理 9 推论则  
0 0 01 2min ,j j jl l l ；由第一篇第二章定理 16 推论 5，则

 
00 , jx y 和  

00 , jx y 都是  d2 的
0

2
jl 重解，于是

0

2
jl l 。 

由于
0 01 0j jz x iy  是   0zf 在 z 平面直线 0xx  上的

01jl 重根，由本篇第一章定理

16 推论 3，则  
00 , jx y 是(2)的

0

2
1jl 重实数解，故  

00 , jx y 是(2)所有复数解组成的集合的
0

2
1jl

重元素，因而也是 B的
0

2
1jl 重元素。由  

0 0 01 2min ,j j jl l l ，则
0 01 1j jl l  ，

0 0

2 2
1j jl l l  ，故

 
00 , jx y 是 B 的 l重以上(含 重)元素，即   

00 , jx y l B  。 

2) 若 0
0
jy ，则  0,0x 是  d2 的解， 00 xz  是   0zd 的实根，不妨设 00 xz  是

  0zd 的
0j

l 重根，则
0

1jl  ，由第一篇第二章定理 16 推论 3，则  0,0x 是  d2 的
0

2
jl 重解，

于是
0

2
jl l ；由本章定理 5，则 00 xz  是   0zf 的

0j
l 重根，由本篇第一章定理 16 推论

3，则  0,0x 是(2)的
0

2
jl 重实数解，又

0

2
jl l ，故  0,0x 是(2)所有复数解组成的集合的 l重

元素，因而  0,0x 也是 B 的 l重元素，即   0 ,0x l B 。 

2. 当 Rx 0 或 Ry j 
0

时，1) 若 0
0
jy ，则  

00 , jx y ， 
00 , jx y ， 

00 , jx y ， 
00 , jx y

都是  d2 的解，
0 01 0j jz x iy  ，

0 02 0j jz x iy  ，
0 02 0j jz x i y  ，

0 01 0j jz x i y  都是   0zd

l
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的根。不妨设
0 01 0j jz x iy  和

0 01 0j jz x i y  都是   0zd 的 1l 重根，
0 02 0j jz x iy  和

0 02 0j jz x i y  都是   0zd 的 2l 重根，则 1 1l  ， 2 1l  。于是
0 01 0j jz x iy  和

0 02 0j jz x iy 

分别是   0zd 的 1l 重和 2l 重根，由第一篇第二章定理 16 推论 4，则  
00 , jx y 和  

00 , jx y

都是  d2 的 1 2l l 重解，于是 1 2l l l 。 

又      zdzfzf * ，不妨设
0 01 0j jz x iy  和

0 02 0j jz x i y  分别是   0zf 的 10j
l 重和

0 2jl 重根，则
0 1 1 1jl l  ，

0 2 2 1jl l  ，由本篇第一章定理 16 推论 4 则  
00 , jx y 和  

00 , jx y

都是(2)的
0 01 2j jl l 重解，故  

0
,0 jyx 是(2)所有复数解组成的集合的

0 01 2j jl l 重元素，因而也是

B 的
0 01 2j jl l 重元素，

0 01 2 1 2j jl l l l l  ，故  
0

,0 jyx 是 B 的 l 重以上 (含 重 )元素，即

  
00 , jx y l B  。 

2) 若 0
0
jy ，则 Rx 0 ，  0,0x 和  0,0x 都是  d2 的解，

01 0jz x 和
01 0jz x 都是

  0zd 的根。不妨设
0 1 0jz x 和

01 0jz x 都是   0zd 的 0l 重根，则 0 1l  ，由第一篇第二

章定理 16 推论 3，则  0,0x 是  d2 的 2
0l 重解，于是 2

0l l 。 

又      zdzfzf * ，不妨设
0 1 0jz x 和

01 0jz x 分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则

1 0 1l l  ，2 0 1l l  ，由本篇第一章定理 16 推论 4，则  0,0x 和  0,0x 都是(2)的 1 2l l 重解，

故  0,0x 是(2)所有复数解组成的集合的 1 2l l 重元素，因而也是 B 的 1 2l l 重元素， 2
1 2 0l l l l  ，

故  0,0x 是 B 的 l重以上(含 重)元素，即   0 ,0x l B  。 

综合以上分析，  
00 , jx y A ，   

00 , jx y l A    
00 , jx y l B  ，故 BA ，即

   
     











 


dCyCx

yxd
yxd

yx 2,
0,
0,

|,
1

0
0     

     










 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx 。】 

推论 设 Cx 0 ，   00 xQd ，方程组  d2 所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中

0xx  的全部解的个数为 dL ，方程组(2)所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中

0xx  的全部解的个数为 L，则 LLd  。 

证明  由题设，则    
     











 


dCyCx

yxd
yxd

yx 2,
0,
0,

|,
1

0
0 的元素个数为 dL ，

   
     











 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx 的元素个数为 L，由定理 11，则 

   
     











 


dCyCx

yxd
yxd

yx 2,
0,
0,

|,
1

0
0     

     










 


2,

0,
0,

|,
1

0
0 CyCx

yxf
yxf

yx 。 

l

l
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于是 LLd  。】 

定理 12 设 Cx 0 ，若 0x 是   0xQd 的根，则 0x 也是   0xQ 的根。 

证明 若 0x 是   0xQd 的根，由第一篇第二章定理 15，则至少存在一个复数 0y ，

使  00 , yx 是方程组  d2 的解，由定理 10，则  00 , yx 是方程组(2)的解，由本篇第一章定

理 15，则 0x 是   0xQ 的根。】 

推论 1 设 Cx 0 ， dL 为正整数，若 0x 是   0xQd 的 dL 重根，则 0x 是   0xQ 的 dL

重以上根。 

证明 由于 0x 是   0xQd 的 dL 重根，由第一篇第二章定理 16 推论 1，则方程组  d2

所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中 0xx  的全部解的个数为 dL 。 

不妨设方程组(2)所有复数解(含相同解)组成的集合   yx, 中 0xx  的全部解的个

数为 L，由定理 11 推论，则 LLd  ；由第一章定理 16 推论 1，则 0x 是   0xQ 的 L重

根， dLL  ，故 0x 是   0xQ 的 dL 重以上根。】 

推论 2    QQd  。 

证明   dQx 0 ，    dQlx 0 ，则 0x 是   0xQd 的任意一个根，且是 l重根，

由推论 1，则 0x 是   0xQ 的 l重以上根，于是    Qlx 0 ，即由 

  dQx 0 ，    dQlx 0     Qlx 0  

因此，    QQd  。】 

定理 13 设 deg  zf  n ， deg  zd  11 n ， nn 1 ，则存在实系数 2
1

2 nn  次多项

式  xh 满足      xhxQxQ d 。 

证明 由题设则  xQ 和  xQd 是次数分别为 2n 和 2
1n 实系数多项式，由定理 12 推论

2，则    QQd  ，由总根号性质 3，则命题成立。】 

推论 设 deg  zd 1 ，则存在次数 1 的实系数多项式  xh 满足      xhxQxQ d ，

其中 deg  zd 1 时，      xhxdxQ  ； deg  zd 2 时，        xhxMxdxQ d
2 。 

证明 设 ，则 ，其中 deg  zd 1 时，    xdxQd  ；deg  zd

2 时，      xMxdxQ dd
2 ，故由定理 13 即得。】  

deg  zd 1 deg  zf 2
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§5 原方程的共轭方程 

复系数多项式   nn
nn czczczczf  


1
1

10  和   nn
nn czczczczf  


1
1

10 

其中 1n  ， 00 c ， Cc j  ， jjj ibac  ， ja R ， jb R ， 0,1, 2, ,j n  ，且 00 b ，

nbbb ,,, 21  不全为零， 000  ca ，i为虚数单位， jc 为 jc 的共轭复数，则称  zf 和  zf

互为共轭多项式，即  zf 是  zf 的共轭多项式，  zf 是  zf 的共轭多项式；称   0zf

和   0zf 互为共轭方程，即   0zf 是   0zf 的共轭方程，   0zf 是   0zf 的共轭

方程。 

由于 jjj ibac  ， jjj ibac  ，令 

  nn
nn azazazaza  


1
1

10  ，   nn
nn bzbzbzbzb  


1
2

2
1

1   

则  za 和  zb 均为实系数多项式，且      zibzazf  ，      zibzazf   

 zd 是  ,za  zb 的最大公因式的充要条件是：  zd 是  ,za  zb 的最大公因式。于

是   0zf 和   0zf 具有相同的实根与共轭复根方程   0zd ，还有相同的方程组 。 

若  #2 有解，则  zd 的次数 1 ，      zdzfzf * ，      zdzfzf * ，其中  zf * 和

 zf * 互为共轭多项式，      zibzazf ***  ，      zibzazf ***  ， 为实系

数多项式，且      1, ** zbza 。 

共轭多项式的性质 共轭多项式的导数仍然是共轭多项式。 

证明       zibzazf  和      zibzazf  互为共轭多项式，它们的导数分别为

     zibzazf '''  和      zibzazf '''
 ，仍然是互为共轭多项式。】 

 zf ，  za ，  zb 在 z 平面上的任意点 x 的泰勒展开式分别为： 

 
    

  
         xfxz

xf
xz

n

xf
xz

n

xf
zf n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

 ； 

 
    

  
         xaxz

xa
xz

n

xa
xz

n

xa
za n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

 ； 

 
  
   

  
         xbxz

xb
xz

n

xb
xz

n

xb
zb n

n
n

n







 





!1!2!1

'
2

2
1

1

 。 

其中

     
0

!! 0  a
n

xa

n

xf nn

，

  
 

  
 

  
 !1!1!1

111











n

xb
i

n

xa

n

xf nnn

,,
     

!1!1!1

'''
xb

i
xaxf
 ，

 #2

 ,* za  zb*
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     xibxaxf  ，并且
  
  1

1

!1
b

n

xb n






。令 yxz  ，则      yxibyxayxf  ，其

中 

 
     

 
   xfy
xf

y
n

xf
y

n

xf
yxf n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

 ； 

 
     

 
   xay
xa

y
n

xa
y

n

xa
yxa n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

 ； 

 
  
 

  
 

   xby
xb

y
n

xb
y

n

xb
yxb n

n
n

n







 





!1!2!1

'
2

2
1

1

  

记 

 
     

 
  
  





 





4
4

2
2

0 !4!2!
, n

n
n

n
n

n

y
n

xa
y

n

xa
y

n

xa
yxA  

 
  
 

  
 

  
  








 








5
5

3
3

1
1

1 !5!3!1
, n

n
n

n
n

n

y
n

xa
y

n

xa
y

n

xa
yxA  

 
  
 

  
 

  
  








 








5
5

3
3

1
1

0 !5!3!1
, n

n
n

n
n

n

y
n

xb
y

n

xb
y

n

xb
yxB  

 
  
 

  
 

  
  








 








6
6

4
4

2
2

1 !6!4!2
, n

n
n

n
n

n

y
n

xb
y

n

xb
y

n

xb
yxB  

于是      yxAyxAyxa ,, 10  ；      yxByxByxb ,, 10  ，其中  yxA ,0 ，  yxA ,1 ，

 yxB ,0 ，  yxB ,1 均为实系数二元多项式。 

令      yxiByxAyxF ,,, 000  ；      yxiByxAyxF ,,, 111  。 

则有  
     

 
  
 

  
  








 








3
3

2
2

1
1

0 !3!2!1!
, n

n
n

n
n

n
n

n

y
n

xb
iy

n

xa
y

n

xb
iy

n

xa
yxF  

 
  
 

  
 

  
 

  
  











 











4
4

3
3

2
2

1
1

1 !4!3!2!1
, n

n
n

n
n

n
n

n

y
n

xb
iy

n

xa
y

n

xb
iy

n

xa
yxF  

于是有      yxFyxFyxf ,, 10  ，再令
    
    








 yxfiiyxF

yxfiiyxF
n

n

,,

,,

1
1

1

00  

则
  

     
 

  
 

  
 

  
  
 

  
 

  
 

  
 



























































4
4

3
3

2
2

1
1

1

3
3

2
2

1
1

0

!4!3!2!1
,

!3!2!1!
,

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

y
n

xb
y

n

xa
y

n

xb
y

n

xa
yxf

y
n

xb
y

n

xa
y

n

xb
y

n

xa
yxf

 

其中      yxfyxf ,,, 10 均为实系数二元多项式，
  

0
! 0  a

n

xa n

。令 iyxz  ，则有 
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  zf      iyxFiyxFiyxf ,, 10       yxfiyxfi nn ,, 1
1

0
       yxifyxfin ,, 10   

于是由关系式 

   iyxfzf        yxifyxfin ,, 10                      1  

可得实系数二元多项式方程组 

  
  







0,
0,

1

0

yxf
yxf

                               2  

定理 14 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 000 iyxz  是   0zf 的根的充要条件是：

000 yixz  是   0zf 的根。 

证明 若 000 iyxz  是   0zf 的根，则 

     000 zfiyxf 001
1

0100  


nn
nn czczczc   

于是           nn

nn
czczczczfyixf  


01

1

0100000  nn
nn czczczc  


01
1

0100 

nn
nn czczczc  


01
1

0100    000  zf ，故 000 yixz  是   0zf 的根。 

反之，若 000 yixz  是   0zf 的根，则     0000  zfyixf ，即 

    000 zfyixf       001

1

0100  


nn

nn
czczczc  。 

于是      000 zfiyxf nn
nn czczczc  


01
1

0100  nn
nn czczczc  


01
1

0100   

nn
nn czczczc  


01
1

0100        nn

nn
czczczc  


01

1

0100  00)( 0  zf 。 

所以 000 iyxz  是   0zf 的根。】 

对于复系数多项式  zf ，从上述证明可以发现公式    00 zfzf  ，    00 zfzf  。 

推论 1 设 Rx 0 ， Ry 0 ，则 000 iyxz  是   0zf 的根的充要条件是： 000 iyxz 

是   0zf 的根。 

证明 在定理 14 中令 Rx 0 ， Ry 0 即得。】 

推论 2 设 Rx 0 ，则 00 xz  是   0zf 的实根的充要条件是： 00 xz  是   0zf 的

实根。 

证明 在推论 1 中令 00 y 即得。】 

推论 3 设 Rx 0 ， Ry 0 且 00 y ，则 001 iyxz  ， 002 iyxz  是   0zf 在 z 平

面直线 0xx  上的一对共轭根的充要条件是： 002 iyxz  ， 001 iyxz  是   0zf 在 z 平
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面直线 0xx  上的一对共轭根。 

证明 根据推论 1 即得。】 

推论 4 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则 001 iyxz  ， 002 yixz  是   0zf 的一对对偶复

根的充要条件是： 001 yixz  ， 002 iyxz  是   0zf 的一对对偶复根。 

证明 由定理 14 即得。】 

方程组  2 的解的性质      yxfyxf ,,, 10 均为实系数二元多项式，于是方程组  2 解

的性质及推论与本篇第一章方程组(2)解的性质及推论相同。 

性质 Cx 0 ， Cy 0 ，若  00 , yx 是方程组  2 的解，则  00 , yx 也是方程组  2 的解。 

推论 设 Cx 0 ， Cy 0 ，则  00 , yx 是  2 的解的充要条件是：  00 , yx 是  2 的解。 

设 Ra ， Cy 0 ，则  0, ya 是  2 的解的充要条件是：  0, ya 是  2 的解。 

  0zf 作为   0zf 的共轭方程，它也是复系数代数方程，因此本篇由   0zf 所

推导出各种性质，定理及推论对   0zf 都是适用的，只需对符号或标号作适当调整即

可。 

将      yxfyxf ,,, 10 关于 y的结式，记为       xQyffres ,, 10 ，则 
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nnnn

nnnn

nnnn

nnnn
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这是一个 x的实系数 2n 次多项式。   0 xQ 也是结式方程。 

对影中点的性质推论 4 (见第一章)设 jz 和 hz 是 z 平面上的任意两点，若 jhx 是 jz 对

hz 的对影中点，则 jhx 也是 hz 对 jz 的对影中点。 

定理 15 设 jjj iyxz   nj ,,2,1  是 n 次方程   0zf 的所有复根 ( Rx j  ，
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Ry j  )， jhjhj iyxz  ， jhjhh yixz   nhhj ,,3,2,1  是   0zf 的
 

2

1nn
对对

偶复根，则 jjj iyxz   nj ,,2,1  是 n 次方程   0zf 的所有复根， jhjhj yixz  ，

jhjhh iyxz   nhhj ,,3,2,1  是   0zf 的
 

2

1nn
对 对 偶 复 根 ， 故  jj yx ,

 nj ,,2,1  是方程组  2 的 n 个实数解；  jhjh yx , ，  jhjh yx ,  nhhj ,,3,2,1  是

方 程 组  2 的
 

2

1nn
对 对 偶 复 数 解 ； jxx   nj ,,2,1  ， jhxx  ， jhxx 

 nhhj ,,3,2,1  都是   0 xQ 的根，于是  jxx  ， jhxx  ， jhxx  都是  xQ 的

一次因式，而且 

      jh

n

hhj
jh

n

j
j xxxxxxAxQ  




2,11
0     ( RA 0 且 00 A ) 

方程组  2 有 2n 个解，   0 xQ 有 2n 个根，  2 的一个解对应   0 xQ 的一个根。 

证明 根据定理 14 推论 1 和推论 4 以及第一章定理 16 即得。】 

推论 1 设    xQyffres ,, 10 ，       xQyffres ,, 10 ，则    xcQxQ  ，其中 0c  ，

c R 。 

证明 不妨设 jjj iyxz   nj ,,2,1  是 n 次方程   0zf 的所有复根(其中 Rx j  ，

Ry j  )， jhx 是 jz 对 hz 的对影中点  hj  ，则 jhx 也是 hz 对 jz 的对影中点，由定理 15，

有 

      jh

n

hhj
jh

n

j
j xxxxxxAxQ  




2,11
0     ( RA 0 且 00 A ) 

由第一章定理 16，有       jh

n

hhj
jh

n

j
j xxxxxxAxQ  

 2,11
0     ( RA 0 且 00 A )。 

 xQ 和  xQ 均为实系数 2n 次多项式。显然，    _|Q x Q x ，    _ |Q x Q x ，于是

   xcQxQ  其中 0c  ， c R 。】 

可见，结式方程   0xQ 和   0 xQ 事实上是两个相同的方程。 

例 1. 当 2n  时， 
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2. 当 3n  时， 

 

         
         

      
      

      xa
xbxa

xa
xbxa

xa
xbxa

xb
xaxbxa

xb
xaxbxa

xQ













!1!2
00

0
!1!2

0

00
!1!2

!1!2!3
0

0
!1!2!3

'2

'2

'2

'23

'23

 

 

         
         

      
      

      xa
xbxa

xa
xbxa

xa
xbxa

xb
xaxbxa

xb
xaxbxa

xQ













!1!2
00

0
!1!2

0

00
!1!2

!1!2!3
0

0
!1!2!3

'2

'2

'2

'23

'23

 



整式代数方程统一解法原理 

 

 
474 

         
         

      
      

      xa
xbxa

xa
xbxa

xa
xbxa

xb
xaxbxa

xb
xaxbxa













!1!2
00

0
!1!2

0

00
!1!2

!1!2!3
0

0
!1!2!3

'2

'2

'2

'23

'23

 

         
         

      
      

      xa
xbxa

xa
xbxa

xa
xbxa

xb
xaxbxa

xb
xaxbxa











!1!2
00

0
!1!2

0

00
!1!2

!1!2!3
0

0
!1!2!3

'2

'2

'2

'23

'23

 

         
         

      
      

      

 xQ

xa
xbxa

xa
xbxa

xa
xbxa

xb
xaxbxa

xb
xaxbxa















!1!2
00

0
!1!2

0

00
!1!2

!1!2!3
0

0
!1!2!3

'2

'2

'2

'23

'23

 

于是有 

推论 2 设    xQyffres ,, 10 ，       xQyffres ,, 10 ，则    xQxQ  ，即    xQxQ 

或者    xQxQ  。 
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第四章 
方程同实部复根的统一解法原理 

§1 复根的实部点与非实部点 

定义 设 Ra ，   0aQ ，则 a是复系数代数方程   0zf 的非互素点，施图姆序

列  a3 内  yfm 的次数 1K ，当   0zf 在 z 平面直线 ax  上有根时，称 a是   0zf 复

根的一个实部点；当   0zf 在直线 ax  上没有根时，称 a是   0zf 复根的一个非实

部点。 

若 Ra ，   0aQ ，则 a是   0zf 复根的实部点或者非实部点，二者必居其一。 

定理 1 设 Ra ，则 a是   0zf 复根的实部点的充要条件是：   0zf 在 z 平面直

线 ax  上至少有一个根。 

证明 必要性显然，证充分性。若   0zf 在直线 ax  上至少有一个根，根据第二

章§2 定理 5 和定理 2，则  a4 至少有一个实根，设它为 0y ，则   0aQ ，故 a是   0zf

复根的实部点。】 

例 设 Ra ，   0af ，则 az  就是   0zf 在直线 ax  上的根，由定理 1，则 a是

  0zf 复根的实部点。 

推论 1 设 Ra ，若 a是   0zf 复根的非实部点，则   0zf 在直线 ax  上没有根。 

证明 由定理 1 即得。】 

推论 2 设 Ra ，   0af ，则 a是   0zf 复根的实部点的充要条件是：   0zf 在

z 平面直线 ax  上至少有一个非 a根。 

证明 由题意则 a不是   0zf 的根，再由定理 1 即得。】 

定理 2 设 Ra ，则 a是   0zf 复根的实部点的充要条件是：  a4 至少有一个实

根。 

证明 根据定理 1 和第二章§2 定理 5 即得。】 

推论 1 设 Ra ，   0aQ ，若 a是   0zf 复根的非实部点的充要条件是：  a4 没

有实根。 

证明 由定理 2 即得。】 
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推论 2 设 Ra ，   0af ，则 a是   0zf 复根的实部点的充要条件是：  a4 至少

有一个非 0实根。 

证明 由题意根据第二章§2 定理 5 推论，则 0不是  a4 的根。再由定理 2 即得。】 

  0zf 在 z 平面直线 ax  上的根均为以 a为实部的同实部(复)根。由   0zf 在 z

平面上以 a为实部的若干个同实部根组成的集合就称为   0zf 在 z 平面上以 a为实部

的一个同实部根集合。 

显然，   0zf 在直线 ax  上的所有根(含重根)就是   0zf 在 z 平面上以 a为实部

的所有同实部根，由它们全体所组成的集合就称为   0zf 在 z 平面上以 a为实部的同

实部根全集。 

设 Ra ，   0aQ ，若 a是   0zf 复根的实部点，则  a4 至少有一个实根。假设 jy

是  a4 的所有实根 (含重根 )，根据第二章 §3 定理 11 则 jj iyaz 

是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有根(含重根)，其解法具有统一性，

方法详见§2。令 

 ',,2,1,|' KjRyiyazB jjja   

则集合 aB' 是   0zf 在 z 平面上以 a为实部的同实部根全集。 

显然，   0zf 在 z 平面上的一个以 a为实部的同实部根全集与   0zf 复根的一个

实部点 a 对应，于是又被称为是   0zf 复根的实部点 a的同实部根全集。 

若   0zf 的所有复根有 J 个各不相同的实部点，则   0zf 在 z 平面上就有 J 个各

不相同的实部点的同实部根全集，其任意两个不相同的实部点的同实部根全集的交集

必为空集。 

  

 ',,2,1 Kj 

 ',,2,1 Kj 
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§2 同实部复根的统一解法 

解法一 设 Ra ，   0aQ ，则  a3 内  yfm 的次数 1K ，写成规范形式 

  3
3

2
2

1
10[   k

m
k

m
k

m
k

m
l

m yayayayayyf  

  1 2

1

 



 k

 ya km 1  1 2 



 k

]mka               a4  

其次数 1 klK ，其中 l 和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0mka ，且

mkmm aaa ,,, 10  均为实数。 

作点 a的以    yfyf mm
', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型，标准型和扩展型在

点 y  Ry 的变号数分别记为 mf
yV 和 mf

yU 。于是 1. 0 
mm ff VV 时，  a4 没有实根，

则 a是   0zf 复根的非实部点，   0zf 在 z 平面直线 ax  上没有根。 

2. 11   kVV mm ff 时，  a4 共有 1k 个各不相同的实根， a是   0zf 复根的实部

点。这时，可在   , 内找到  a4 实根的 1k 个隔离区间 1 1[ , ]  ， 2 2[ , ]  ,,
1 1

[ , ]k k  ，

其中
1 11 1 2 2 k k           ，且   0jmf  ，   0jmf  ， 1 m

j

m

j

ff VV  ， 1,,2,1 kj  。

于是  a4 的这 1k 个各不相同的实根就可表示为 

jy

 

    












 










 


l

mk

k

km

k

mm aaaa

jj

0,,0,,,,, 11 2
1

2

1

10

,

， 1,,2,1 kj   

其中 jy 是  a4 的 m

j

m

j

ff
j UUl   重根。  a4 的实根个数为 

  


 
11

11

'
k

j
j

k

j

ffff lUUUUK m

j

m

j

mm
 。 

于是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的 1k 个各不相同的根就可表示为 
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mmj aaaaiaz

jj
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10

,

， 1,,2,1 kj   

由第二章§2 定理 5，则 jz 是   0zf 在直线 ax  上的 m

j

m

j

ff
j UUl   重根，于是   0zf

在 z 平面直线 ax  上的根个数为 

  


 
11

11

'
k

j
j

k

j

ffff lUUUUK m

j

m

j

mm
 。 
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说明：若 l， k 均为正整数，由第一篇第一章§4 定理 4 推论 4，则当
00

0 jj   时， 
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； 

当 0
0
j 或 0

0
j 时， 
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。 

这一解法的优点是便于作理论上的阐述，缺点是不能直观表达 az  是   0zf 的 l

重根。要克服这一缺点，可用解法二。 

解法二 设 Ra ，   0aQ ，则  a3 内  yfm 的次数 1K ，写成标准式 

    3
3

2
2

1
10 [ kkkkl

mm yyyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k    a4  

其次数 1 klK ，其中 l和 k均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0 ,ma

1 2, , , k   均为实数，当 0k  时， 0 1k   。 

我们先与第一篇第七章§2 解法二对比。由第二章§3 定理 3，则      azFzgzf m   

其中    azFm      yfiyfiiyF m
kl

m
K

m
 ，于是 

            3
3

2
2

1
10 [   kkkkl

mm aziazaziazazaazF   

  1 2

1

 



 k

 
 azi k

k
1

1  1 2 



 k

]k
ki   

0是  a4 的 l重根， az 0 是   0 azFm 的 l重根，由第二章§3 定理 6 推论 1，则 az 0

是   0zf 的 l重根。若 1l ，则 a是   0zf 复根的实部点。若 k 为正整数，令 

          3
3

2
2

1
1

  kkkk aziazaziazazP   

  1 2

1

 



 k

 
 azi k

k
1

1  1 2 



 k

k
ki   

则有      azPazaazF l
mm  0 。再令 azs  ，则 
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2
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1
1

  kkkk sississP    1 2
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 k
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k
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k
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但  sP 却是复系数多项式，此路显然走不通。于是 

对于复系数代数方程，必须用自己独特的方法。解法二的方法如下： 

由于 0是  a4 的 l重根，由第二章§2 定理 5 推论，则 az  是   0zf 的 l重根。若 1l ，

则 a是   0zf 复根的实部点。若 k 为正整数，令 

    3
3

2
2

1
1

kkkk yyyyyp   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

k ，则 

   ypyayf l
mm 0  

实系数 k 次多项式  yp 为点 a的  yp ，并且   0p ，   00 p ，   0p 。 

作点 a的以    ',p y p y 为基的施图姆序列的标准型和扩展型，标准型和扩展型在点

y  Ry 的变号数分别记为 p
yV 和 p

yU ，于是 1. 0 
pp VV 时，   0yp 没有实根，由

   ypyayf l
mm 0 且   00 p 可知，  a4 没有非 0实根，   0zf 在 z 平面直线 ax  上没

有非 a根，只有的一个 l重实根 az   (若 0l ，则   0zf 在直线 ax  上没有根)。 

2. 11   kVV pp 时，则   0yp 共有 1k 个各不相同的实根。由    ypyayf l
mm 0

且   00 p 可知，这 1k 个实根也是  a4 的 1k 个各不相同的非 0实根，故 a是   0zf 复根

的实部点。这时，可在   , 内找到   0yp 实根的 1k 个隔离区间 1 1[ , ]  ， 2 2[ , ]  ,,

1 1
[ , ]k k  ，其中

1 11 1 2 2 k k           ，且   0jp  ，   0jp ， 1 pp

jj
VV  ，

1,,2,1 kj  。于是   0yp 的这 1k 个各不相同的实根(也是  a4 的 1k 个各不相同的非 0实

根)就可表示为 
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jj
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11 2
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,

,,,,1  ， 1,,2,1 kj   

其中 jy 是   0yp 的 pp
j jj

UUl   重实根。由    ypyayf l
mm 0 且   00 p 可知， jy 也

是  a4 的 pp
j jj

UUl   重非 0实根。 

于是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的 1k 个各不相同的非 a根就可表示为 
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由第二章§2 定理 5，则 jz 是   0zf 在直线 ax  上的 pp
j jj

UUl   重非 a根，故   0zf

在直线 ax  上非 a根的个数为 

    


 
11

11

1
k

j
j

k

j

pppp lUUUUk
jj   

az  是   0zf 的 l重根，于是   0zf 在 z 平面直线 ax  上的根的个数为 

 1' klK    


 
11

11

)(
k

j
j

k

j

pppp llUUlUUl
jj   
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§3 同实部复根问题的进一步讨论 

设 Rx j  ，则 jx 是   0zf 的非互素点的充要条件是：   0jxQ 。如果
   Qx

jj

j

 ,


 Hj ,,2,1  是   0xQ 的所有各不相同的实根，那么 jxz   Hj ,,2,1  就是   0zf

的所有非互素点，于是理论上可以说，作点 jx 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

        yfyfyfyf m,,, 210                               jx3  

则  yfm 的次数 1 ，方程   jx4 有实根时， jx 是   0zf 复根的实部点；方程   jx4 没有实

根时， jx 是   0zf 复根的非实部点。由
   Qx

jj

j

 ,
 ，则 j ， j 均为有限实数，

且 

jjj x   ，   0jQ  ，   0jxQ ，   0jQ  ， 1 QQ

jj
VV  ， Hj ,,2,1  。 

根据第二章§2 定理 2 推论 3 和定理 7，则 j ， j  Hj ,,2,1  都是   0zf 的互素点，

  0zf 在 z 平面直线 jx  上和直线 jx  上都没有根。 

定理 1 设
   Qx

 ,

0 ，若 0x 是   0zf 复根的实部点，则   0zf 在 z 平面带形

区域   zRe 内一定有根，而且所有这些根都在直线 0xx  上。 

证明 若 0x 是   0zf 复根的实部点，则   04 x
至少有一个实根，设它为 0y ，由第二

章§2 定理 5，则 000 iyxz  是   0zf 在 z 平面直线 0xx  上的根，于是 00Re xz  且

  00 zf 。由于
   Qx

 ,

0 ，则 ，  均为有限实数，且 

  0x ，   0Q ，   00 xQ ，   0Q ， 1 QQ VV  。 

故   0Re z ，   00 zf ，即 000 iyxz  就是   0zf 在   zRe 内的根，于是

  0zf 在   zRe 内一定有根。下面证明   0zf 在   zRe 内的所有根(含重

根)都在直线 0xx  上。 

用反证法。假如   0zf 在   zRe 内有一个根 111 iyxz  ( Rx 1 ， Ry 1 )不在

直线 0xx  上，那么   11Re xz 且 01 xx  ，   01 zf ， 111 iyxz  是   0zf 在直

线 1xx  上的根，由第二章§2 定理 5 和定理 2，则 1y 是   14 x
的实根，   01 xQ 。于是

  0xQ 在  , 内至少有两个不相同的根 0x 和 1x ，与 1 QQ VV  矛盾。故命题成立。】 
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定理 2 设
   Qx

 ,

0 ，则 0x 是   0zf 复根的非实部点的充要条件是：   0zf 在

  zRe 内没有根。 

证明 充分性由定理 1 即得，再证必要性。若 0x 是   0zf 复根的非实部点，则

  0zf 在 z 平面直线 0xx  上没有根。由于
   Qx

 ,

0 ，则 ， 均为有限实数，且 

  0x ，   0Q ，   00 xQ ，   0Q ， 1 QQ VV   

用反证法。假设   0zf 在   zRe 内至少有一个根设为 111 iyxz  ( Rx 1 ，

Ry 1 )，那么它一定不在直线 0xx  上，于是   11Re xz 且 01 xx  ，   01 zf ，

111 iyxz  是   0zf 在直线 1xx  上的根，由第二章§2 定理 5 和定理 2，则 1y 是   14 x
的

实根，   01 xQ 。于是   0xQ 在  , 内至少有两个不相同的根 0x 和 1x ，这与

1 QQ VV  矛盾。所以   0zf 在   zRe 内没有根。】 

推论 设
   Qx

 ,

0 ，则 0x 是   0zf 复根的实部点的充要条件是： 

  0zf 在   zRe 内至少有一个根。 

证明 由定理 2 即得。】 

定理 3 设
   Qx

 ,

0 ，则 0x 是   0zf 复根的实部点的充要条件是：   0zf 在 

Re z   内一定有根，而且所有这些根都在直线 0xx  上。 

证明 由定理 1 和定理 2 推论即得。】 

推论 设
   Qx

 ,

0 ，则 0x 是   0zf 复根的实部点的充要条件是：   0zf 在

Re z   内一定有根，而且它们是   0zf 在 z 平面上以 0x 为实部的所有同实部根，

由它们全体所组成的集合即为实部点 0x 的同实部根全集， 

综上所述，设
   Qx

 ,

0 ，则 0x 是   0zf 的非互素点。为了判断 0x 是复根的

实部点还是非实部点，必须弄清   0zf 在 Re z   内究竟有根还是无根：若无根，

则 0x 是   0zf 复根的非实部点；若有根，则 0x 是   0zf 复根的实部点，而且所有这

些根都在直线 0xx  上。下一章将研究   0zf 在   zRe 内有没有根以及有几个根

的问题，从而对复根的实部点和非实部点以及实部点的同实部根全集问题作进一步的

阐述。 

确定   0zf 复根的所有实部点的方法：就是先求出   0xQ 的所有各不相同的实
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根
   Qx

jj

j

 ,
  Hj ,,2,1  ，则 jxz   Hj ,,2,1  就是   0zf 的所有非互素点，

然后对它们逐个鉴别，不妨设
0j

x 是其中任意一个，若   0zf 在
00

Re jj z   内无根，

则
0j

x 是   0zf 复根的非实部点，舍去；若   0zf 在
00

Re jj z   内有根，则
0j

x 是

  0zf 复根的实部点，而且所有这些根都在直线
0j

xx  上。 

这个方法很重要，它也是判定   0zf 复根已完成隔离的方法，为下一章的同实部

根全集根号的设立和复根隔离基本思想的形成创造了条件。 

接下来，为   0zf 复根的统一近似解法寻找理论上的依据。 

假设
   Qx

 ,

0 a ，即通过某种方法求得了
   Qx

 ,

0 的精确值为 a ，则

Ra ，   0aQ ， a是   0zf 的非互素点，可作点 a的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序

列 

        yfyfyfyf m,,,, 210                        a3  

 yfm 的标准式为 

    3
3

2
2

1
10 [ kkkkl

mm yyyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k    a4  

其次数 1 klK ，其中 l和 k均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0 ,ma

1 2, , , k   均为实数。假如 a是   0zf 复根的实部点，那么求出  a4 的所有实根(含重

根)，就可得到   0zf 在 z 平面直线 ax  上的所有根(含重根)。 

但事实上，根据实根号计算方法，只有通过无限次的计算，才能确保求得

   Qx
 ,

0 的精确值 a ，仅靠有限多次的计算只能求得其充分好的近似值 r ，即

rax 0 ，其中   r 。 

我们面临的新课题是：在只能求得
   Qx

 ,

0 充分好的近似值 r 的情况下，如何

求   0zf 在 z 平面直线 0xx  上的每个根的虚部的近似值？ 

下面的定理 4 和定理 5 既为下一章讨论同实部根全集的分类判定与统一解法的关

系打下基础，也为统一近似解法提供了重要的理论依据。 

复系数多项式      zibzazf  ，其中  za 和  zb 均为实系数多项式，设  zd 是

   zbza , 的一个实系数最大公因式， Rx ，以    zdzd ', 为基的施图姆序列的标准型和

扩展型在点 x的变号数分别记为 d
xV 和 d

xU ，其中  zd 是非零常数时，规定 0 d
x

d
x VU ，
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则有 

定理 4 设
   Qx

 ,

0 ， l为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l重根，则 

1l 时，
   dx

 ,

0 且 dd UUl   ； 0l 时， 0 dd UUl  。总之，有 dd UUl   。 

证明 deg  zf 1 ，假如  zd 是非零常数，则 0 dd VV  ， 0 dd UU  。由第三

章定理 5，则 0xz  不是   0zf 的根，由题设则 0l ，故 0 dd UUl  ，命题成立。 

假如 deg  zd 1 ，由第三章定理 13 推论，则存在次数 1 的实系数多项式  xh 满

足      xhxQxQ d ， 其 中 deg  zd 1 时 ，      xhxdxQ  ； deg  zd 2 时 ，

       xhxMxdxQ d
2 。由题意根据第一篇第一章§4 定理 4推论 3 或定理 9，则   0x ，

  0d ，   0d ， 01  dd VV  ，其中 1 dd VV  的充要条件是   00 xd 。 

由题意根据第三章定理 5，则 0xz  是   0zd 的 l 重根， 1l 时，   00 xd ，

1 dd VV  ，由第一篇第一章§3 定理 6 则
   dx

 ,

0 且 dd UUl   ； 0l 时，   00 xd ，

0 dd VV  ， 0 dd UU  ，故 0 dd UUl  。 

总之，有 dd UUl   。】 

推论 1 设
   Qx

 ,

0 ，l为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l重根，则 dd UUl   ，

其中 0l 时，   00 xf ； 1l 时，   00 xf ，
   dx

 ,

0 。 

证明 由定理 4 即得。】 

推论 2 设      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ，l为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l重根，

则 dd UUl    0或 1，其中 0l 时，   00 xf ； 1l 时，   00 xf ，
   dx

 ,

0 。 

证明 由题设则 0l 或 1，再由推论 1 即得。】 

例题 设
   Qx

 ,

0 ， QQ UUL   1 ，l为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l重根，

则 d dl U U   1 或 0，其中 1l 时，   00 xf ，
   dx

 ,

0 ，   03 x
内  yfm 的标准式

为   yayf mm 0 ，其中 00 ma ， 0ma 为实数； 0l 时，   00 xf ，  03 x
内  yfm 的标准式

为   ][ 10  yayf mm ，其中 00 ma ， 01  ， 10 ,ma 均为实数。 

证明 由题设则   0x ，   00 xQ ， 0xx  是   0xQ 的 L 重根，由第二章§2 定
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理 2 推论 1 和定理 3，则   04 x
的次数 1K ， QQ UULK    1 ，于是 1K ，不妨假

设  yfm 的规范形式为   yayf mm 0 1ma ，其中 00 ma ， 10 , mm aa 均为实数。 0xz  是

  0zf 的 l重根，由第二章§2 定理 5 推论，则 0是   04 x
的 l重根，于是 1l 或 0，其中

1l 时， 01 ma ； 0l 时， 01 ma 。再由定理 4 推论 1 即得】 

定理 5 设
   Qx

 ,

0 ， QQ UUL   ，   03 x
内  yfm 的标准式为 

    3
3

2
2

1
10 [ kkkkl

mm yyyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k     04 x  

其次数 1 klK ，其中 l和 k均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0ma ，

k ,,, 21  均为实数，则 1) dd UUl   ，其中 0l 时，   00 xf ； 1l 时，   00 xf ，

   dx
 ,

0 。2) QQ UULK   ，    ddQQ UUUUk   ，其中      1, ' zfzf 时，

QQ UULK   ，    ddQQ UUUUk   。 

证明 1) 由题设则 0是   04 x
的 l重根，由第二章§2 定理 5 推论，则 0xz  是   0zf

的 l重根，再由定理 4 推论 1 即得。2) 由题设则   0x ，   00 xQ ， 0xx  是   0xQ

的 L 重根，  04 x
的次数为 K ，由第二章§2 定理 3，则 LK  ，其中      1, ' zfzf 时， LK  。 

又因 QQ UUL   ， dd UUl   ， klK  ，于是 QQ UULK   ， 

   ddQQ UUUUlLlKk    

其中      1, ' zfzf 时， QQ UULK   ，    ddQQ UUUUlLlKk   。】 

推论 1 设      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ， QQ UUL   ，   03 x
内  yfm 的标准式为 

    3
3

2
2

1
10 [ kkkkl

mm yyyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k     04 x  

其次数 1 klK ，其中 l和 k均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0ma ，

k ,,, 21  均为实数，则 QQ UULK   ， dd UUl   ，    ddQQ UUUUk   。

其中 0l 或1， 0l 时，   00 xf ； 1l 时，   00 xf ，
   dx

 ,

0 。 

证明 由题设可知 0xz  是   0zf 的 l重根，再由定理 4 推论 2 和定理 5 即得。】 

设      1, ' zfzf ，若无法求得
   Qx

 ,

0 的精确值 a，可设   03 x
内  yfm 的标准
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式为   04 x
，根据推论 1，由 QQ UULK   ， dd UUl   ，    ddQQ UUUUk   就

可求得  yfm 的次数 klK  中 K ， l， k 的具体数值，这就为   0zf 的近似解法创造

了有利条件。 

推论 2 设      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ， QQ UUL   ， dd UUl   1 ，则   00 xf ，

   dx
 ,

0 ，   03 x
内  yfm 的标准式为 

    3
3

2
2

1
10 [ kkkk

mm yyyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k  

其中   1 QQ UUk  0 ， 00 ma ， 0k ，且 0ma ， k ,,, 21  均为实数。 

证明 在推论 1 中令 dd UUl   1  即得。】 

推论 3 设      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ， QQ UUL   ， dd UUl   0 ，则   00 xf ，

  03 x
内  yfm 的标准式为 

    3
3

2
2

1
10[ kkkk

mm yyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k  

其中 QQ UUk   1 ， 00 ma ， 0k ，且 0ma ， k ,,, 21  均为实数。 

证明 在推论 1 中令 dd UUl   0 即得。】 
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第五章 
方程复根隔离的基本思想与统一解法 

§1 卢-金判别法与卢-金表格 

设多项式   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ，其中 n  1， 00 c ， Cc j  ， jjj ibac  ，

Ra j  ， Rbj  ， 0,1,2, ,j n  ，且 00 b ， nbbb ,,, 21  不全为零， 000  ca ，i 为虚数

单位。为便于阐述，本章  zf 均为此式，且首项系数 00 c 。若 nzzz ,,, 21  是方程   0zf

在 z 平面上的所有根，由总根号定义，则  ),,,,(,,, 12121 nnn cccczzz   。 

在前几章基础上，本章用方程分根号和同实部根全集根号来解决   0zf 求复根问

题。记   nn
nn azazazaza  


1
1

10  ，   nn
nn bzbzbzbzb  


1
2

2
1

1  ，则  za 和

 zb 是实系数多项式，且有      zibzazf  。 

令 Ra ， iyaz  ，则由第二章可知 

         yfiyfiiyFiyFiyaf nn
1

1
010

     yifyfin
10               a1  

其中点 a的    yfyf 10 , 分别为 

   
     

 
  
 

  
 

   
  
 

  
 

  
 

  
 



























































4
4

3
3

2
2

1
1

11

3
3

2
2

1
1

00

!4!3!2!1
,

!3!2!1!
,

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

y
n

ab
y

n

aa
y

n

ab
y

n

aa
yafyf

y
n

ab
y

n

aa
y

n

ab
y

n

aa
yafyf

 

 yf0 的首项系数
 

0
! 00  ca

n

aan

。由  a1 可以得到实系数多项式方程组 

 
 







0
0

1

0

yf
yf

                                a2  

要设立分根号，必须先解决复根的隔离问题。为此作点 a的以    yfyf 10 , 为基的施图姆

序列 

        yfyfyfyf m,,,, 210                         a3  

 a3 内均为实系数多项式，  yfm 是    yfyf jj 1,  的 大公因式(  1,,2,1,0  mj  )。记 
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!00 n

aa
a

n

 ，
  
 !1

1

01 




n

ab
a

n

，
  
 !2

2

02 




n

aa
a

n

，
  
  ,

!3

3

03 




n

ab
a

n

 

  
 !1

1

10 




n

aa
a

n

，
  
 !2

2

11 




n

ab
a

n

，
  
 !3

3

12 




n

aa
a

n

，
  
  ,

!4

4

13 




n

ab
a

n

 

其中
  

0
! 0000  ca

n

aa
a

n

，从而将  a3 写成： 

    3
03

2
02

1
01000

nnnn yayayayayf  

    4
13

3
12

2
11

1
101

nnnn yayayayayf  

  
    3

3
2

2
1

10
K

m
K

m
K

m
K

mm yayayayayf  

后的 K 次多项式  yfm 是    yfyf 10 , 的 大公因式。 

为了判断   0zf 在 z 平面的虚轴及其右半平面上有没有根以及有几个根，我们推

导出的判别法就要用 0a 时的施图姆序列  03 。该判别法与卢斯判别法类似，暂且把

它叫做卢-金判别法。卢-金判别法的证明完全效仿卢斯判别法的证明，也要用到公式[6] 

1
( )

2
r n V V     

该公式的证明方法也与实系数代数方程相同。 

n 次方程   0zf 在 z 平面上有 n 个根，可将它们表示为 nzzz ,,, 21   (其中可能会

有重根)，于是       nzzzzzzczf  210  ( 00 c ) 

设在虚轴上没有   0zf 的根，则 

  0f iy  ， 0 jziy ， y   ， 1,2, ,j n  。 

由于复数乘积的辐角等于各因子辐角的和，故    
1

arg arg
n

j
j

f iy iy z


  。 

当 y 从  变到  时，把 y 的角度函数  y 的增量记作  ，则 

          ，    
1

arg arg
n

j
j

f iy iy z


    。 

假如根 jz 在虚轴的右半平面上，则矢量 jiy z 是从 jz 到虚轴上动点 iy 的矢量，当 y

从  变到  ，它的辐角从
2


增加到 

2

3
，于是  arg jiy z    。 

设 jz 在虚轴的左半平面上，则  arg jiy z     。 
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假如在虚轴的右半平面上有 r 个根，在虚轴的左半平面上有 l 个根， l r n  ，于

是有 

   
1

1 1
arg arg

n

j
j

f iy iy z
 

      2r l r n r r n        

在虚轴的右半平面上的根的个数为：  1 1
[ arg ]

2
r n f iy


    

为求 r ，记    1
argf z f iy


  ，        0 1[ ]n nf iy i f y if y i y   ，其中 

   
     

 
  
 

  
  








 








3
3

2
2

1
1

00 !3

0

!2

0

!1

0

!

0
,0 n

n
n

n
n

n
n

n

y
n

b
y

n

a
y

n

b
y

n

a
yfyf  

  3
3

2
2

1
10

nnnn ybyaybya  

   
  
 

  
 

  
 

  
  











 











4
4

3
3

2
2

1
1

11 !4

0

!3

0

!2

0

!1

0
,0 n

n
n

n
n

n
n

n

y
n

b
y

n

a
y

n

b
y

n

a
yfyf  

  4
4

3
3

2
2

1
1

nnnn ybyaybya  

且 000  ca ，该    yfyf 10 , 即为点 0 的    yfyf 10 , ，而      0 1y f y if y   。 

由于      yiiyf n argargarg  ， ni 为常数， 0 ni ，故 

   1
argf z f iy


   1

arg y


   

当 y 从  变到  时，研究    argy y  的增量可改为研究    
 

0

1

cot
f y

y
f y

   的正

负变化情况。设 cot 在虚轴上从正变到负共有 次，从负变到正共有  次，则 

 f z     

当 cot 从正变到负时，     yfyf 10 , 从异号变为同号损失一次变号；当 cot 从负变到

正时，     yfyf 10 , 增加一次变号。作点 0 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

        yfyfyfyf m,,,, 210                              03  

令         yfyfyfyfVV my ,,,, 210  ，则当 y 从  变到  时，施图姆序列  03 损失的

变号数是由  yf0 的实零点引起的，中间函数的实零点对于变号数的改变无影响，由于

已设   0iyf ，所以  yfm 没有实零点，于是有 

  VV  ，故V V          1
argf z f iy
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将其代入  1 1
[ arg ]

2
r n f iy


   ，则有

1
( )

2
r n V V    。 

由该公式可得复系数 n 次代数方程   0zf 的卢-金判别法[6] 

卢-金判别法之一：n 次方程   0zf 在 z 平面的虚轴及其右半平面上没有根的充要

条件是：在施图姆序列  03 内 nm  ，每个多项式次数比前一个低一次，且首项系数都

是正数。 

证明 如果在  03 内 nm  ，每个多项式的次数比前一个低一次，且首项系数都是

正数，那么首先，    yfyf nm  是非零常数，      1, 10 yfyf ，因此 0 是   0zf 的互素

点，由第二章§2 定理 2 推论 3 和定理 7，则  0 0Q  ，   0zf 在直线 0x (即虚轴)上

没有根；其次，由于 1n 个首项系数都是正数，则V n  ， 0V  ，由
1

( )
2

r n V V   

可得 0r  。所以   0zf 在虚轴及其右半平面上没有根。 

反过来，如果 n 次方程   0zf 在虚轴及其右半平面上没有根，那么

1
( )

2
r n V V    中 0r  ，可得V V n   。而 0 yV n  ，因此必有V n  ， 0V  。

于是在  03 内必须满足 nm  ，每个多项式的次数比前一个低一次，且首项系数都是正

数。】 

卢-金判别法之二： n 次方程   0zf 在施图姆序列  03 内 nm  ，每个多项式的次

数比前一个低一次，则   0zf 在 z 平面虚轴上没有根，在其右半平面上的根的个数等

于 1n 个首项系数组成的序列的变号数。 

证明 由题设则    yfyf nm  是非零常数，0 是   0zf 的互素点，   00 Q ，   0zf

在虚轴上没有根；不妨设在  03 内 1n 个多项式首项系数组成的序列的变号数为V ，

则 VV  ， VnV  ， nVVV   2 ，于是由
1

( )
2

r n V V    可得 Vr  。】 

卢-金判别法之三：设 K 为正整数，则 n 次方程   0zf 在 z 平面的虚轴上有 K 个

根，在其右半平面上没有根的充要条件是：在施图姆序列  03 内 Knm  ，每个多项

式的次数比前一个低一次，且首项系数都是正数， 后的 K 次方程  04 有 K 个实根，

这 K 个实根就是   0zf 在虚轴上的 K 个根的虚部。 

证明 假如   00 Q ，则 0 是   0zf 的非互素点， 03 内  yfm 的次数 1K 。  yfm
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是    yfyf jj 1,  的 大公因式(  1,,2,1,0  mj  )，且   01  yfm ，于是可设  

     yfygyf mjj  ，  1,,2,1,0  mj  。 

根据预章定理 2 推论 2 则
 
 







0
0

1

0

yf
yf

有解。又
     
     







yfygyf
yfygyf

m

m

11

00 (即
     
     







yfygyf
yfygyf

m

m

,0,0,0
,0,0,0

11

00 )

根据预章定理 5，则
 
 







0
0

1

0

yg
yg

无解，      1, 10 ygyg ，于是 

  zf  iyf     yifyfin
10       0 1[ ]n

mi g y ig y f y   

令    yfiiyF m
K

m  ，   zg       yigygiiyg Kn
10   ，则有      iyFiygiyf m ，于是 

     zFzgzf m  

其中  zg 为点 0 的  zg ，   zFm    yfiiyF m
K

m  ，  zFm 为复系数 K 次多项式，  zg 为

复系数 Kn  次多项式。由于        yfyfyqyf jjjj 21   ，即       yfyfremyf jjj 12 ,   ，

 1,,2,1,0  mj  ，   01  yfm 。又      yfygyf mjj  ，  1,,2,1,0  mj  ，故 

             yfygyfygyqyfyg mjmjjmj 21   。 

又  yfm  0 ，于是        ygygyqyg jjjj 21   ，即       ygygremyg jjj 12 ,   ，

 1,,2,1,0  mj  ，   1ygm ，   01  ygm 。因此 

        ygygygyg m,,,, 210                          03  

即为方程   0zg 在点 0 的以    ygyg 10 , 为基的施图姆序列，其中   1ygm 。 

证充分性。如果 n 次方程   0zf 在其  03 内 Knm  ，每个多项式的次数比前一

个低一次，且首项系数都是正数， 后的 K 次方程  04 有 K 个实根，这 K 个实根就是

  0zf 在虚轴上的 K 个根的虚部，其中 K 为正整数，那么   00 Q ，于是由 

     yfygyf mjj  ，  1,,2,1,0  mj  。 

可知， Kn  次方程   0zg 在其  03 内 Knm  ，每个多项式的次数比前一个低一次，

且首项系数都是正数，根据卢-金判别法之一，则   0zg 在 z 平面的虚轴及其右半平面

上没有根。而    yfiiyF m
K

m  ， K 次方程   0zFm 在 z 平面的虚轴上有 K 个根，由

     zFzgzf m 可知，   0zf 在 z 平面的虚轴上有 K 个根，在其右半平面上没有根。 

再证必要性。如果 n 次方程   0zf 在 z 平面的虚轴上有 K 个根，在其右半平面上

没有根，其中 K 为正整数，那么 0 是   0zf 复根的 大实部点，   00 Q ，   0zf 在
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z 平面上关于直线 0x (虚轴)严格对称的根的个数为 K ，由第二章§4 定理 2 推论，则

 04 的次数为 K 。由第二章§3 定理 11，则 K 次方程  04 有 K 个实根，这 K 个实根就是

  0zf 在虚轴上的 K 个根的虚部。又    yfiiyF m
K

m  ，故 K 次方程   0zFm 在 z 平面

的虚轴上有 K 个根，由      zFzgzf m 可知， Kn  次方程   0zg 在 z 平面的虚轴及

其右半平面上没有根，根据卢-金判别法之一，则   0zg 在其  03 内 Knm  ，每个多

项式的次数比前一个低一次，且首项系数都是正数。由 

     yfygyf mjj  ，  1,,2,1,0  mj   

(其中  yf0 的首项系数 000  ca )可知，   0zf 在其  03 内 Knm  ，每个多项式的

次数比前一个低一次，且首项系数都是正数，于是命题成立。】 

根据除法规则，除去施图姆序列  a3 的  交替的正负号，可以得到复系数 n 次

代数方程   0zf 在点 a的卢-金表格： 

0
0

0

1101
1

1

221202
2

2

252423222120
2

2

151413121110
1

1

0504030201000

|

|

|

|
|
|

n

nnn

nnnn

n

n

n

ayf

aayf

aaayf

aaaaaayf
aaaaaayf
aaaaaayf














 

其中 

  11
1

01

211101

221202

2
01 10

1










 



sj
s

j

sjjj

sjjj

j
js

aa

aaa
aaa

a
a  

特别当 0a 时，该表格为   0zf 在点 0 的卢-金表格。 

只要将卢-金判别法的序列表述方式改为表格表述方式，我们就可得到复系数 n 次

代数方程   0zf 的卢-金表格判别法。 

卢-金表格判别法之一：n 次方程   0zf 在 z 平面的虚轴及其右半平面上没有根的

充要条件是：在点 0 的卢-金表格 左列的 1n 个系数均为正数。 

卢-金表格判别法之二： n 次方程   0zf 在点 0 的卢-金表格 左列的 1n 个系数

都不等于零，则   0zf 在 z 平面的虚轴上没有根，在其右半平面上的根的个数等于
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左列 1n 个系数的变号数。 

卢-金表格判别法之三：设 K 为正整数，则 n 次方程   0zf 在 z 平面的虚轴上有 K

个根，在其右半平面上没有根的充要条件是：在点 0 的卢-金表格 左列自上而下的前

1m 个数均为正数， Knm  ，从第 2m 行开始往下的每一行系数均为零，第 1m

行系数所代表的 K 次方程  04 有 K 个实根，这 K 个实根就是   0zf 在虚轴上 K 个根

的虚部。 
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§2 复平面的水平平移变换 

设 Ra ，则 azs  是复平面的平移量为 a 的水平平移变换。在该变换下

azs  ReRe ， zs ImIm  ， z 平面的直线 ax  即为 s平面的虚轴 0x ，于是 0a 时，

s 平面可看作是 z 平面在该变换的作用下向右水平平移了 a 单位所得到的新平面；

0a 时， s平面可看作是 z 平面在该变换的作用下向左水平平移 a 单位所得到的新平

面。 

为了能够运用卢-金表格判别法，判断   0zf 在 z 平面与虚轴平行的直线及其右

半平面上有没有根以及有几个根，我们需要作复平面的水平平移变换。 

复系数 n 次多项式  zf 在 z 平面实轴上点 a的泰勒展开式为： 
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其中
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 ，则  st 为

复系数 n次多项式，其首项系数
  

0
! 0  c

n

af n

。于是在水平平移变换 azs  下，有 

   
    

  
           zfafaz

af
az

n

af
az

n

af
aztst n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

  

即      zfaztst  。  st 在点 0 的泰勒展开式可写成 
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其中       0!0 0  anaft nn ，      aft nn 11 0   ,,    aft '' 0  ，    aft 0  

设      sibsast tt  ，其中  sat 和  sbt 均为实系数多项式，令 iys  ，并记 
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则相应有 

           yitytiyitytiiyt nn
1010 ,0,0                    01  

该    ytyt 10 , 即为点 0 的    ytyt 10 , ，作点 0 的以    ytyt 10 , 为基的施图姆序列 
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        ytytytyt m,,, 210                               03  

而      zibzazf  ，其中  za 和  zb 均为实系数多项式，则由本篇第一章§1 可知
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于是点 a的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列  a3 可以写成 
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点 0 的以    ytyt 10 , 为基的施图姆序列  03 可以写成 
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可以看出：   0zf 的施图姆序列  a3 和   0st 的施图姆序列  03 实际上是同一个序列，
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即    yfyt jj  ， mj ,,2,1,0  。于是有 

性质 设 Ra ，      zfaztst  ，则   0zf 的施图姆序列  a3 和   0st 的施图

姆序列  03 是同一个序列，于是   0zf 在点 a 的卢-金表格就是   0st 在点 0 的卢-金

表格。 

定理 1 设 Ra ，利用卢-金表格可以对 n次方程   0zf 的根的位置做出如下判断： 

1)   0zf 在点 a 的卢-金表格 左列的 1n 个系数均为正数的充要条件是：

  0zf 在 z 平面的直线 ax  及其右半平面上没有根； 

2)   0zf 在点 a的卢-金表格 左列的 1n 个系数都不等于零，则   0zf 在 z 平

面的直线 ax  上没有根，在其右半平面上根的个数等于 左列 1n 个系数的变号数。 

证明 不妨设      zfaztst  ，则   0st 也是 n次方程，由性质，   0zf 在点 a

的卢金表格就是   0st 在点 0 的卢金表格，于是 1)   0zf 在点 a的卢金表格 左列

的 1n 个系数均为正数的充要条件是：   0st 在点 0 的卢-金表格 左列的 1n 个系数

均为正数。 

根据预章定理 6 推论 9，  0st 在 s平面的虚轴及其右半平面上没有根的充要条件

是：   0zf 在 z 平面的直线 ax  及其右半平面上没有根。再由卢-金表格判别法之一

即得。 

2)   0zf 在点 a的卢-金表格 左列的 1n 个系数都不等于零就是   0st 在点 0

的卢-金表格 左列的 1n 个系数都不等于零，由卢-金表格判别法之二，则   0st 在 s

平面的虚轴上没有根，在其右半平面上根的个数等于(   0st 在点 0 的卢-金表格) 左

列 1n 个系数的变号数。根据预章定理 6 推论 6 和 7，则   0zf 在 z 平面的直线 ax 

上没有根，在其右半平面上根的个数等于(   0zf 在点 a的卢-金表格) 左列 1n 个系

数的变号数。】 

推论 设 a R ，若 n 次方程   0zf 在点 a的卢-金表格 左列的 1n 个系数都不等

于零，且变号数为 aW ，则   0zf 在 z 平面的直线 ax  上没有根，在其右半平面上的

根的个数为 aW 。 

证明 由定理 1 即得。】 

定理 2 设 Ra ，K 为正整数，则 n 次方程   0zf 在 z 平面的直线 ax  上有 K 个

根，在其右半平面上没有根的充要条件是：在点 a 的卢-金表格 左列自上而下的前
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1m 个数均为正数， Knm  ，从第 2m 行开始往下的每一行系数均为零，第 1m

行系数所代表的 K 次方程  a4 有 K 个实根，这 K 个实根就是   0zf 在直线 ax  上 K

个根的虚部。 

证明 不妨设      zfaztst  ，则   0st 也是 n次方程，由性质，   0zf 在点 a

的卢-金表格就是   0st 在点 0 的卢-金表格，于是 

  0zf 在点 a的卢-金表格 左列自上而下的前 1m 个数均为正数， Knm  ，

从第 2m 行开始往下的每一行系数均为零，第 1m 行系数所代表的 K 次方程  a4 有

K 个实根，这 K 个实根就是   0zf 在 z 平面直线 ax  上 K 个根的虚部的充要条件是：

  0st 在点 0 的卢-金表格 左列自上而下的前 1m 个数均为正数， Knm  ，从第

2m 行开始往下的每一行系数均为零，第 1m 行系数所代表的 K 次方程  04 有 K 个

实根，这 K 个实根就是   0st 在 s平面虚轴上 K 个根的虚部。 

根据预 章定理 6 推论 10，则   0st 在 s平面的虚轴上有 K 个根，在其右半平面

上没有根的充要条件是：   0zf 在 z 平面的直线 ax  上有 K 个根，在其右半平面上

没有根。 

再由卢-金表格判别法之三即得。】 
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§3 分根号与同实部根全集根号 

定理 1 设  ，若 n 次方程   0zf 在点 和点  的卢-金表格 左列的 1n  个系

数都不等于零，且变号数分别为W 和W ，则   0zf 在 z 平面直线 x 上和直线 x 

上都没有根，在带形区域 Re z   内共有W W  个根。 

证明 根据§2 定理 1 推论，则   0zf 在直线 x 上和直线 x  上都没有根，在

直线 x 和直线 x  右半平面上根的个数分别为 W 和 W ，于是   0zf 在

Re z   内共有W W  个根。】 

  0zf 在复平面上的所有根(含重根)组成的集合用总根号表示，而其在与虚轴平

行的一个带形区域内的所有根(含重根)组成的集合可用一个分根号表示。 

定义 1 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，  ，   0zf 在点 和点 

的卢-金表格 左列的 1n  个系数都不等于零，且变号数分别为W 和W ，则将   0zf

在 Re z   内的W W q   个根所组成的集合记作 

 
),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





 (简写成

   f
WW





,

 ) 

其中 Re z   在 ),,,,( 110 nn cccc  左上方记为  ,  ；W W  记在左下方。于是 

1) 0q  时，
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





  

2) 1q  时，若这 q 个根为 qzzz ,,, 21  ，则  qzzz ,,, 21 
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





。 

这时 Re z   称为根 qzzz ,,, 21  的存在区域。假如W n  ， 0W  ，则有 

 1 2, , , nz z z  ),,,,( 110 nn cccc 
 

),,,,( 110

,

0 nnn
cccc 

 


 

我们的新课题是：设 Ra ，若 n 次方程   0zf 在点 a的卢-金表格 左列的 1n 个

系数中有零系数，该如何计算它在直线 ax  上及其右半平面上的根的个数。为此，可

将 左列的 1n 个系数中有零系数分为以下两种情况： 

( A ) 左列有零系数，但在零系数所在的行中其它系数不全为零； 

( B )卢-金表格的某一行系数均为零。 

然后对两种情况分别进行讨论。 

1. 出现情况( A )时，可用一个无穷小的正数  来代替这个零，从而使点 a的卢-金

表格可以继续运算下去(否则下一行会出现 ) 。由此得到的卢-金表格 左列的 1n  个
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系数都不等于零，其变号数 aW 即为   0zf 在直线 ax  右半平面上的根的个数，而求

直线 ax  上根的个数则需要作点 a的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

        yfyfyfyf m,,,, 210                             a3  

设  yfm 的次数为 K ，于是 

1) 若 0K  ，则 a是   0zf 的互素点，   0aQ ，   0zf 在直线 ax  上没有根。 

2) 若 1K  ，则 a是   0zf 的非互素点，   0aQ ，点 a的以    yfyf mm
', 为基的施

图姆序列的标准型和扩展型在点 y  Ry 的变号数分别记为 mf
yV 和 mf

yU ，于是

0 
mm ff VV 时， 0 

mm ff UU ， a4 没有实根，a是   0zf 复根的非实部点，   0zf

在直线 ax  上没有根； 11   kVV mm ff 时，设 a
ff kUU mm   ，则  a4 有 1k 个各不相

同的实根，包含重根则有 ak 个实根， a是   0zf 复根的实部点，   0zf 直线 ax  上

有 1k 个各不相同的根，包含重根则有 ak 个根。 

2. 出现情况( B )时，从该行开始往下的每一行系数均为零，利用点 a的卢-金表格

不仅可以判断   0zf 在直线 ax  右半平面上根的个数，还可计算其在直线 ax  上根

的个数，方法如下： 

设卢-金表格从第 2m 行开始往下的每一行系数均为零，则第 1m  行系数所代表

的多项式  yfm 是    yfyf 10 , 的一个 大公因式，其次数 1K  ， a 是   0zf 的非互素

点，   0aQ 。我们将  yfm 作为辅助多项式，先求  yfm 对 y 的导数  yfm
' ，并用  yfm

'

的系数替换第 2m 行的零系数，再继续计算卢-金表格。若又出现某行系数均为零的

情况，则照此办理。这样得到的点 a 的卢-金表格的 左列的 1n  个系数都不等于零，

其 左列系数的变号数 aW 即为   0zf 在直线 ax  右半平面上根的个数。 

这样做事实上是在构建点 a的以    yfyf mm
', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型：

点 a 的卢-金表格从第 1m 行开始往下的每一行系数都相应代表标准型或扩展型序列

中的一个多项式，于是与 1. 2)相同， 0 
mm ff VV 时， 0 

mm ff UU ，a是   0zf 复

根的非实部点，   0zf 在直线 ax  上没有根； 11   kVV mm ff 时，设 a
ff kUU mm   ，

则 a是   0zf 复根的实部点，   0zf 在直线 ax  上有 1k 个各不相同的根，包含重根

则有 ak 个根。 

假如出现情况( B )按上述方法处理又出现情况( A )，则用无穷小正数 来代替这个
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零，使表格可继续运算下去。由此得到的卢-金表格，其 左列系数的变号数 aW 即为

  0zf 在直线 ax  的右半平面上根的个数。然后作点 a 的以    yfyf mm
', 为基的施图

姆序列的标准型和扩展型，计算   0zf 在直线 ax  上根的个数。 

对实轴上的任意点 a，上述讨论解决了   0zf 在点 a的卢-金表格 左列系数中有

零系数的情况下如何继续计算表格的问题。在以后的表述中不再提起 左列系数原来

是否有零系数，而只说 左列系数的变号数为 aW ，相信不会引起混淆。 

由点 a的卢-金表格和  a3 内的  yfm 可分别求得与   0zf 复根有关的两个数：一

个是 aW ，另一个是 ak 。 aW 反映的是   0zf 在直线 ax  右半平面上根的个数，当且仅

当 0aW  时，   0zf 在直线 ax  的右半平面上没有根。 ak 表示   0zf 在直线 ax  上

根的个数(包含重根)，当且仅当 0ak 时，   0zf 在直线 ax  上没有根，其中   0aQ

时，a是   0zf 的非互素点，  yfm 的次数 1K  ，则 mm ff
a UUk   ；   0aQ 时，a是

  0zf 的互素点，  yfm 的次数 0K ，   0zf 在直线 ax  上没有根，即 0ak 。 

于是找到了判定   0zf 在 z 平面与虚轴平行的任意一条直线上及其右半平面上

有没有根以及有几个根的方法，写成命题则有 

引理 设 Ra ，则   0zf 在 z 平面直线 ax  上根的个数为 ak ，在其右半平面上

根的个数为 aW 。 

定理 2 设  ，则   0zf 在 Re z   内共有  W W k    个根。 

证明 根据引理，则   0zf 在直线 x 的右半平面上根的个数为 aW ，在直线

x  上及其右半平面上根的个数合计为 W k  ，于是在 Re z   内共有

 W W k    个根。】 

定理 2给出了判定   0zf 在 z 平面与虚轴平行的任意一个带形区域内有没有根以

及有几个根的方法，于是有 

定义 2 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，则将   0zf 在 Re z   内

的  W W k    q 个根组成的集合记作 

 
 

),,,,( 110

,

nnkWW
cccc 





(简写成

   f
kWW





,

)(  ) 

其中 Re z   在 ),,,,( 110 nn cccc  左上方记为  ,  ；  W W k    记在左下方，于
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是 

1) 0q  时，  
 

),,,,( 110

,

nnkWW
cccc 





(

   f
kWW





,

)(  )   

2) 1q  时，若这 q 个根为 qzzz ,,, 21  ，则 

 qzzz ,,, 21   
 

),,,,( 110

,

nnkWW
cccc 





(

   f
kWW





,

)(  ) 

这时 Re z   为根 qzzz ,,, 21  的存在区域，若 0k  ，则  W W k    中的 k 可以不

写，即  qzzz ,,, 21   
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





(

   f
WW





,

 ) 

定理 3 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，若  ，   0Q ，   0Q ，

则 0k  ， 0k  ，   0zf 在   zRe 内共有W W  个根。若 1W W q    ，则

1Q QV V   ，   0zf 复根在区间   , 内至少有一个实部点，将这 q 个根设为 qzzz ,,, 21  ，

则 

 qzzz ,,, 21 
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





(

   f
WW





,

 ) 

证明 由题设则 和  都是   0zf 的互素点，故 0k  ， 0k  ，由定理 2，则

  0zf 在   zRe 内共有W W  个根。若 1W W q    ，则   0zf 在   zRe 内

至少有一个根，设为 111 iyxz  ，其中 Rx 1 ， Ry 1 且   11Re xz ，于是

111 iyxz  是   0zf 在直线 1xx  上的根，由第二章§2 定理 5 和定理 2，则 1y 是   14 x 的

实根，   01 xQ ，又   1x ，故 1Q QV V   ， 1x 是   0zf 复根在   , 内的一个实

部点，再由定义 2 即得。】 

推论 设  ，   0Q ，   0Q ，若 0Q QV V   ，则 0W W   。 

证明 由定理 3 即得。】 

由推论，若   0xQ 在   , 内没有根，则   0zf 在   zRe 内没有根。 

定理 4 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，若
   Qx

 ,

0 ，W W q   ，

则   0zf 在   zRe 内共有 q 个根，于是 0q  时， 0x 是   0zf 复根的非实部点，

且 

 
),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





(

   f
WW





,

 )  。 

1q  时， 0x 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在   zRe 内的 q 个根都在直线 0xx 
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上，将这 q 个根设为 qzzz ,,, 21  ，则  qzzz ,,, 21 
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





(

   f
WW





,

 )，

其中 qzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面上以 0x 为实部的所有同实部根，由它们全体所组成

的集合
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





即为实部点 0x 的同实部根全集。 

证明 由题设则  ，   0Q ，   0Q ，再由定理 3，第四章§3 定理 2 和 3 及

其推论即得。】 

下面给出同实部根全集根号定义 

定义 3 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，若
   Qx

 ,

0 ， qWW   ，

1q ，则将   0zf 在 Re z   内直线 0xx  上的 q 个根组成的集合记作 

 
),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





 (简写成

   f
WW





,

 ) 

它是   0zf 复根的实部点 0x 的同实部根全集，其中  ,  表示带形区域 Re z  

是   0zf 在直线 0xx  上的 q 个根的隔离区域，竖在  ,  外边的“ ”表示实部点

0x 的同实部根已经与其它实部点的同实部根隔离的意思，于是也称  ,  是实部点

0x 的同实部根的隔离区域，记在 ),,,,( 110 nn cccc  左上方；W W  记在左下方。若这 q

个根为 qzzz ,,, 21  ，则  qzzz ,,, 21 
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





(

   f
WW





,

 )。 

推论 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，
   Qx

 ,

0 ， qWW   ，

则   0zf 在 Re z   内的共有 q 个根，于是 1q 时， 0x 是   0zf 复根的实部点，

  0zf 在 Re z   内的 q个根都在直线 0xx  上，将这 q个根设为 qzzz ,,, 21  ，则 

 qzzz ,,, 21 
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 






 
),,,,( 110

,

nnWW
cccc 

 



 

(简写成  qzzz ,,, 21 
   f

WW





,


   f

WW





,

 ) 

其中 qzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面上以 0x 为实部的所有同实部根，由它们全体所组成

的集合
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





即为实部点 0x 的同实部根全集。 

证明 由定理 4 和定义 3 即得。】 

全集根号还有另一定义 
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定义 4 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，
   Qx

 ,

0 ，点 0x 的以

   yfyf mm
', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型在点 y  Ry 的变号数分别记为 ,

mf
yV

和 mf
yU ，

0

m mf f
xk U U   。若

0
1xk  ，则 0x 是   0zf 复根的实部点，将   0zf 在 z 平面

直线 0xx  上的
0xk 个根组成的集合记作 

),,,,( 110
0

0
nn

x

k
cccc

x
 (简写成  f

x

kx

0

0

) 

它是实部点 0x 的同实部根全集，直线 0xx  称为根的存在线，在 ),,,,( 110 nn cccc  左上

方记为 0x ；
0xk 为根的个数，记在 ),,,,( 110 nn cccc  左下方。若这

0xk 个根为
0

,,, 21 xkzzz  ，

则 

 
0

,,, 21 xkzzz  ),,,,( 110
0

0
nn

x

k
cccc

x
  (  f

x

kx

0

0

 ) 

定义 4 中，   0x ，   00 xQ ，若   00 xf ，则 0xz  是   0zf 的实根，否则

0xz  是   0zf 在直线 0xx  上的
0xk 个根的实部。若      1, ' zfzf ，根据第二章§7 定

理 5 推论 2 则   04 x 的所有复根各不相等，即   04 x 没有重根，      1, ' yfyf mm ，故点 0x

的以    yfyf mm
', 为基的施图姆序列的扩展型 = 标准型，在点 y  Ry 的变号数有

m mf f
y yU V 。 

定理 5 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，
   Qx

 ,

0 ， qWW   ，

  0zf 在 z 平面直线 0xx  上共有
0

m mf f
xk U U   个根，则 

1) 
0

m mf f
xk U U   W W q    ； 

2) 1q 时，   0zf 在直线 0xx  上共有
0xk q 个根，将这 q 个根设为 qzzz ,,, 21  ，

则有  qzzz ,,, 21 
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





),,,,( 110

0

nn

x

q
cccc    

(简写成  qzzz ,,, 21 
   f

WW





,

  f
x

q

0 ) 

其中 qzzz ,,, 21  是   0zf 在 z 平面上以 0x 为实部的所有同实部根，由它们全体所组成

的集合是   0zf 复根的实部点 0x 的同实部根全集，它既可用
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





表

示，也可用 ),,,,( 110
0

nn

x

q
cccc  表示。 
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证明 1) 由题意根据定理 4，则 0q  时， 0x 是   0zf 复根的非实部点，于是

  0zf 在直线 0xx  上没有根，
0

0m mf f
xk U U    ，故

0

m mf f
xk U U   0W W q     。

1q  时， 0x 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在 Re z   内的 q 个根都在直线 0xx 

上，故 qWW   
0

m mf f
xk U U   。总之，

0

m mf f
xk U U   W W q    。 

2) 1q 时，由 1)则   0zf 在直线 0xx  上共有
0xk q 个根，将这 q 个根设为

qzzz ,,, 21  ，由定义 4，则  
0

,,, 21 xkzzz   qzzz ,,, 21  ),,,,( 110
0

nn

x

q
cccc   。 

再由定理 4 推论，就有  qzzz ,,, 21 
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





),,,,( 110

0

nn

x

q
cccc   ，

于是命题成立。】 

综上所述，设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，
   Qx

 ,

0 ， qWW   ，

1q ，则 0x 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在 z 平面的直线 0xx  上共有
0xk q 个根，

将这 q 个根设为 qzzz ,,, 21  ，则 

 qzzz ,,, 21 
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





),,,,( 110

0

nn

x

q
cccc    

(简写成  qzzz ,,, 21 
   f

WW





,

  f
x

q

0 ) 

根据第二章§3 定理 11，则   04 x 共有 q 个实根，这 q 个实根就是   0zf 在直线 0xx  上

的 q 个根的虚部。 

定理 6 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )， b 为有限实数，结式  Q x 

2 2

2 2

1
0 1 1

n n

n n
A x A x A x A


    ，

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


，令 bzs  ， 

 
     

 
   bfs
bf

s
n

bf
s

n

bf
st n

n
n

n




 


!1!1!

'
1

1

  

  0st 在点 b 和点 b  的卢-金表格 左列系数的变号数分别记为 t
bW  和 t

bW  ，则 

1) t t
b bW W W W       ； 

2)  qzzz ,,, 21 
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





),,,,( 110

0

nn

x

q
cccc   的充要条件是： 

   1 2 1 2, , , , , ,q qz b z b z b s s s       

 
     

 
   















 

bf
bf

n

bf

n

bf nn
bb

WW t
b

t
b

,
!1

,,
!1

,
!

'1
,







     
 

   















bf
bf

n

bf

n

bf nn
bx

q

,
!1

,,
!1

,
!

'1
0
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证明 由题设则      zfbztst  。又
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  

    Q
 ,

 ，根

据第一篇第一章§3 定理 1，则 0 0x b s  

       
 

   



















bQ
bQ

n

bQ

n

bQ nn
bb

,
!1

,,
!1

,
!

'

2

1

2

,
22





 

1) 根据预章定理 6 推论 3，则   0zf 在 Re z   内根的个数等于   0st 在

Reb s b     内根的个数。根据定理 4，即 t t
b bW W W W       。 

2) 证必要性。若  qzzz ,,, 21 
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





),,,,( 110

0

nn

x

q
cccc   ，则

1W W q    ，由定理 4 推论，则 0x 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在 Re z   内

的 q 个根 qzzz ,,, 21  都在直线 0xx  上。由 1)，则 1t t
b bW W q     ，由定理 4 推论及

预章定理 6 推论 3，则 bxs  00 是   0st 复根的实部点，  0st 在 Reb s b     内

的 q 个根 bzs  11 ， bzs  22 ,, bzs qq  都在直线 bxx  0 上，根据定理 5，  0st

在 s平面直线 bxx  0 上共有
0x bk q  个根，而且 

   1 2 1 2, , , , , ,q qz b z b z b s s s       

 
     

 
   















 

bf
bf

n

bf

n

bf nn
bb

WW t
b

t
b

,
!1

,,
!1

,
!

'1
,







     
 

   















bf
bf

n

bf

n

bf nn
bx

q

,
!1

,,
!1

,
!

'1
0

  

再证充分性。若   1 2 1 2, , , , , ,q qz b z b z b s s s       

 
     

 
   















 

bf
bf

n

bf

n

bf nn
bb

WW t
b

t
b

,
!1

,,
!1

,
!

'1
,







     
 

   















bf
bf

n

bf

n

bf nn
bx

q

,
!1

,,
!1

,
!

'1
0

  

则 1t t
b bW W q     ，由定理 4 推论，则 bxs  00 是   0st 复根的实部点，   0st 在

Reb s b     内的 q 个根 bzs  11 ， bzs  22 ,, bzs qq  都在直线 bxx  0 上。

由 1)，则 1W W q    ，由定理 4 推论及预章定理 6 推论 3，则 0x 是   0zf 复根的实

部点，   0zf 在 Re z   内的 q 个根 qzzz ,,, 21  都在直线 0xx  上，根据定理 5，

  0zf 在直线 0xx  上共有
0xk q 个根，而且 

 qzzz ,,, 21 
 

),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





),,,,( 110

0

nn

x

q
cccc   。】 
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§4 复根隔离的基本思想和系列根号的同步计算 

设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，在 z 平面的实轴上任意取一点 a，结

式  Q x 
2 2

2 2

1
0 1 1

n n

n n
A x A x A x A


    ，若 a是   0Q x  的实根，则 a是   0zf 的非互

素点，否则 a是   0zf 的互素点。假设   0Q x  各不相同的实根个数为 H ，那么   0zf

的非互素点个数也为 H ( 2H n )，在实轴上除了这 H 个非互素点外，其余都是   0zf

的互素点。于是在实轴上任取一点 a，则 a恰好是   0zf 的非互素点的可能性极低(几

乎为零)，而 a是   0zf 的互素点的可能性却极高(几乎是百分之百)。 

在 z 平面上，我们称实轴上的区间  ,  是与带形区域   zRe 相对应的区间，

而带形区域   zRe 是与区间  ,  相对应的区域。 

复根隔离的基本思想：首先，找到 n次方程   0zf 的 n个复根 nzzz ,,, 21  的存在

区域   zRe ，其中 ,  均为有限实数，   0Q   ，   0Q   ，W n  ， 0W  ，于

是有 

 1 2, , , nz z z  ),,,,( 110 nn cccc 
 

),,,,( 110

,

0 nnn
cccc 

 


 

其次，对带形区域   zRe 进行分割及判断，假设在区间   , 内取到的分割

点都是   0zf 的互素点，计算其相应的卢-金表格，就可将   zRe 分割成若干个

带形的子区域，在每个子区域内   0zf 根的个数可以简单计算。若在某个子区域内

  0zf 根的个数为零，则把该子区域舍去，剩下的每个子区域内都含有   0zf 若干

个根，组成的集合可用分根号表示。然后在剩下区域相对应的区间内，判断   0Q x  各

不相同的实根个数。 

1. 若为 1，则   0Q x  在该区间内只有一个实根，它是   0zf 复根的实部点，该

区域内   0zf 的复根都在通过该实部点并且与虚轴平行的直线上，它们具有相同的实

部，因此该区域为   0zf 复根的该实部点的同实部根的隔离区域； 

2. 若大于 1，则对该区域继续进行这种分割判断工作，直到每个子区域(都含有

  0zf 若干个根)相对应的区间内，   0Q x  各不相同的实根个数都为 1 为止，其各区

域都是   0zf 复根各实部点的同实部根的隔离区域。 

利用卢-金表格和   0Q x  以及施图姆定理，对   0zf 的 n个复根的存在区域所进

行的这种分割判断工作，其实际效果是将   0zf 的所有复根按实部大小进行分割、分
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类，并不断地将实部相等的复根归为一类的过程，而且只要经过有限多次的分割判断

就能找到   0zf 复根所有实部点的同实部根的隔离区域  ,j j  ， 1,2, ,j J  ，其中

J H 且 nJ  ， 1 1 2 2 J J           ，使得 

 1 2, , , nz z z  ),,,,( 110 nn cccc 
 

),,,,( 110

,

0 nnn
cccc 

 
  

),,,,( 110

1

nn

J

j
WW ccccjj

jj



  


 

其中   0jQ   ，   0jQ   ， 1
j j

Q QV V   ， 1
j j jW W q    ， 1, 2, ,j J  。于是   0zf 复

根的所有实部点为 

 
),,,,( 22 110

,

nnj AAAAx
jj

 


(
   Q

jj  ,
 )， 1, 2, ,j J   

其中 jx 是   0Q x  的
j j

Q Q
jL U U   重根。   0zf 复根的非实部点的个数为 H J 。 

在实部点 jx 的同实部根全集
 

),,,, 110 nnWW
cccc

jj

jj


（
， 


中，   0zf 复根(含重根)的

个数
j jjq W W   ， 1, 2, ,j J  。这 jq 根都在 z 平面直线 jxx  上；由§3 定理 5，   0zf

在直线 jxx  上共有
jx jk q 个根，且

 
),,,, 110 nnWW

cccc
jj

jj


（
， 


),,,,( 110 nn

x

q
cccc

j

j
  。由

第二章§3 定理 11，则   jx4 共有 jq 个实根，这 jq 个实根就是   0zf 在直线 jxx  上 jq 个

根的虚部，且  
1 1

j j

J J

j
j j

q W W n 
 

    。 

设   jx4 的次数为 jK ，则 j jK L ，其中      1, ' zfzf 时， j jK L ， 1, 2, ,j J  。 

如果继续对隔离区域  ,j j  用中点分割法进行不断地分割及判断，就能得到 jx

充分好的近似值， 1, 2, ,j J  。 

上述为隔离的基本思想，但要找到   0zf 复根所有实部点的同实部根的隔离区域，

还有便捷方法： 

1. 先求出   0Q x  的所有各不相同的实根 

 
),,,,( 22 110

,

nnj AAAAx
jj

 


(
   Q

jj  ,
 )， 1, 2, ,j H  。 

2. 对 jx  1, 2, ,j H  进行鉴别，不妨设
0j

x 是其中任意一个，于是 

1) 若
0 0

0
j j

W W   ，则
0j

x 是   0zf 复根的非实部点，舍去； 

2) 若
00 0

1
j j jW W q    ，则

0j
x 是   0zf 复根的实部点，

0 0
Rej jz   是   0zf 在
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z 平面直线
0j

xx  上的
0j

q 个根的隔离区域，即该区域为   0zf 复根实部点
0j

x 的同实

部根的隔离区域。 

3. 将 2. 中找到的   0zf 复根所有实部点的同实部根的隔离区域重新排序记为：

 ,j j  ， 1, 2, ,j J  ，其中 J H 且 nJ  ， 1 1 2 2 J J           ，且   0jQ   ，

  0jQ   ， 1
j j

Q QV V   ， 1
j j jW W q    ， 1, 2, ,j J  。于是   0zf 复根的所有实部

点为 

 
),,,,( 22 110

,

nnj AAAAx
jj

 


(
   Q

jj  ,
 )， 1, 2, ,j J  。 

其中 jx 是   0Q x  的
j j

Q Q
jL U U   重根。n次方程   0zf 的 n个复根 nzzz ,,, 21  的所组

成的集合 1 2, , , nz z z  ),,,,( 110 nn cccc   
),,,,( 110

1

nn

J

j
WW ccccjj

jj



  


。 

分析最大实部根问题 

性质 设
   Qx

JJ

J

 ,
 是 n 次方程   0zf 复根的最大实部点( 1

J J JW W q    )，

则 0
J

W  ，
J JW q  。 

证明 由题设则   0zf 在 z 平面的直线 Jx  及其右半平面上没有根，根据§2 定理

1，则   0zf 在点 J 的卢-金表格最左列的 1n  个系数均为正数， 0
J

W  ，于是

J JW q  。】 

若
   Qx

JJ

J

 ,
 是   0zf 复根的最大实部点( 1

J J JW W q    )，由性质，则

0
J

W  ，
J JW q  ，于是   0zf 在直线 Jx x 上有

J Jx Jk q W  个根，在其右半平面上

没有根，故   0zf 在 z 平面上关于直线 Jx x 严格对称的根的个数为
J

W ，由第二章§4

定理 2 推论和§3 定理 11，则   Jx4 的次数为
J

W ，   Jx4 有
J

W 个实根，这
J

W 个实根就

是   0zf 在直线 Jx x 上的
J

W 个根的虚部。 

另一方面，根据§2 定理 2，则   0zf 在点 Jx 的卢-金表格最左列自上而下的前 1m 

个数均为正数，
J

m n W  ，从第 2m 行开始往下的每一行系数均为零，第 1m  行系

数所代表的
J

W 次方程   Jx4 有
J

W 个实根，这
J

W 个实根就是   0zf 在直线 Jx x 上

J
W 个根的虚部。 
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下面研究系列根号的同步计算 

定理 1 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )， ),,,,( 22 110

],[

0 nn
AAAAx  


，

1W W q    ，于是 

1. 若 0)
2

( 
 

Q ，则 ),,,,( 22 110

],[

0 nn
AAAAx  



2

 
 ， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

2
nnq

cccc 



 


 

2. 若 0)
2

( 
 

Q ，则
2

Q QV V    或 QV ，其中 

1) 
2

Q QV V    时， ),,,,( 22 110

],[

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

],
2

[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





 ),,,,( 110

)|,
2

|(

2

nnWW
cccc 




 




 

2) 
2

Q QV V    时， ),,,,( 22 110

],[

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

]
2

,[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

)|
2

|(

2

nnWW
cccc 



 
 





，
 

证明  由 ),,,,( 22 110

],[

0 nn
AAAAx  

    Q
 ,

 ，则  , 均为有限实数，且

0x   ，   0Q   ，  0 0Q x  ，   0Q   ， 1Q QV V   。根据第一篇第一章§2 定理 1，

有   

1. 若 0)
2

( 
 

Q ，则 ),,,,( 22 110

],[

0 nn
AAAAx  



2

 
 。 

1W W q    ，由§3 定理 5，则   0zf 在直线
2

 
x 上共有

2

k q   个根，且 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

2
nnq

cccc 



 


 

2. 若 0)
2

( 
 

Q ，则
2

Q QV V    或 QV ，其中 

1) 
2

Q QV V    时，
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

],
2

[

nn
AAAA 



 


。 

而 
2

 
，   0Q   ， 0)

2
( 

 
Q ，

2

0Q QV V    ，由§3 定理 3 推论，则
2

0W W    ，
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2

1W W W W q          ，故 ),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

)|,
2

|(

2

nnWW
cccc 




 




 

2) 
2

Q QV V    时，与 1)同理可证。】 

若
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


， 1W W q    ，由定理 1 就可用中点变号数分割

法同步计算
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


和

 
),,,,( 110

,

nnWW
cccc 





，方法如下： 

1. 用中点
2

 
把闭区间  ,  分成两半 

1) 若 0)
2

( 
 

Q ，则
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 
 ， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

2
nnq

cccc 



 


。 

2) 若 0)
2

( 
 

Q ，则计算以    ',Q x Q x 为基的施图姆序列标准型在点
2

 
的变

号数
2

QV  。
2

Q QV V    时，记 1 
2

 
， 1  ；

2

Q QV V    时，记 1  ， 1 
2

 
，

由定理 1，则
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22

11

110

],[

nn
AAAA  


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

cccc 
 




 

其中    0 1 1, ,x      ， 11  
2

1
 )(   。 

2. 以  1 1,  作为 0x 的新的隔离区间，重复上述做法 

1) 若 0)
2

( 11 
 

Q ，则
 

),,,,( 22
11

110

,

0 nn
AAAAx  



2
11  

  

),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

cccc 





),,,,( 110

2
11

nnq
cccc 



 


 

2) 若 0)
2

( 11 
 

Q ，则有 ),,,,( 22
11

110

],[

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22

22

110

],[

nn
AAAA  


 

),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

cccc 





),,,,( 110

)|,|( 22

22
nnWW

cccc 
 




 

其中    0 2 2 1 1, ,x      ， 22  
22

1
 )(   。 

3. 如此重复 N 次，可得 ),,,,( 22
11

110

],[

0 nn
AAAAx

NN


 


),,,,( 22 110

],[

nn
AAAA

NN
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),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

cccc
NN

NN










),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc

NN

NN


 



 

其中        0 1 1 1 1, , , ,N N N Nx              ， NN  
N2

1
 )(   。若以 N 或

N 作为 0x 的近似值，则误差小于
N2

1 )(   。 

若继续这种构造区间的步骤，将得到闭区间序列，后一个闭区间包含在前一个闭

区间中，它是一递缩的闭区间套：        1 1 2 2, , , ,N N              

由于  lim limN NN N
 

 
  0

2



N


，所以两变量 N 和 N 趋向于共同的极限，设为 a，

则 lim limN N
N N

a 
 

  且   a ，于是
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


a  

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110 nn

a

q
cccc   。 

引理 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


，

且   00 xf ，
 

),,,,(
11 110

,

0 nn ddddx  


，则 0x 是   0zf 复根的实部点， 1W W q    ，

且有 1. 0)
2

( 
 

d 的充要条件是 0)
2

( 
 

Q 。 

2. 若 0)
2

( 
 

d ，则 0)
2

( 
 

Q ，
2

d dV V    或 dV ，其中 

1) 
2

d dV V    时，
2

Q QV V    ；2) 
2

d dV V    时，
2

Q QV V    。 

证明 由题设则 0x   ，  0 0f x  ， 0z x 就是   0zf 在直线 上的根，由

第四章§1 定理 1 和§3 定理 2 推论，则 0x 是   0zf 复根的实部点，   0zf 在 Re z  

内至少有一个根，于是 1W W q    。 

由
 

),,,,(
11 110

,

0 nn ddddx  


则 的次数 ，由第三章定理 13 推论则存在次

数 的实系数多项式 满足 ，其中 的次数 时， ；

的次数 时， ，于是 

1. 若 0)
2

( 
 

d ，则 0)
2

( 
 

Q ；反过来，若 0)
2

( 
 

Q ，根据第一篇第一章§2

定理 1，则 0x
2

 
 ，于是

 
),,,,(

11 110

,

0 nn ddddx  


2

 
 ， 0)

2
( 

 
d 。 

2. 若 0)
2

( 
 

d ，由 1。则 0)
2

( 
 

Q ，再由第一篇第一章§2 定理 1 则
2

d dV V    或

0xx 

 zd 1

1  xh      xhxQxQ d  zd 1      xhxdxQ 

 zd 2        xhxMxdxQ d
2
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dV ；
2

Q QV V    或 QV ，其中 

1) 
2

d dV V    时， ),,,,(
11 110

],
2

[

0 nn ddddx 



 


， 0x ,
2

(
 

） 。假如
2

Q QV V    ，

则 0x ),,,,( 22 110

]
2

,[

nn
AAAA 



 


， （0x )
2

,
 

，矛盾。故
2

Q QV V    。 

2) 
2

d dV V    时，与 1)同理可证。】 

定理 2 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


，

且   00 xf ，
 

),,,,(
11 110

,

0 nn ddddx  


，则 1W W q    ，于是 

1. 若 0)
2

( 
 

d ，则
 

),,,,(
11 110

,

0 nn ddddx  


2

 
 ， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 
 ， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

2
nnq

cccc 



 


 

2. 若 0)
2

( 
 

d ，则
2

d dV V    或 dV ，其中 

1) 
2

d dV V    时，
 

),,,,(
11 110

,

0 nn ddddx  


),,,,(
11 110

],
2

[

nn dddd 



 


， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

],
2

[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

)|,
2

|(

2

nnWW
cccc 




 




 

2) 
2

d dV V    时，
 

),,,,(
11 110

,

0 nn ddddx  


),,,,(
11 110

]
2

,[

nn dddd 



 


， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

]
2

,[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

)|
2

,|(

2

nnWW
cccc 



 
 




 

证明 根据引理和定理 1 及第一篇第一章§2 定理 1 即得。】 

定理 3 设   nn
nn czczczczf  


1
1

10  ( 00 c )，
 

),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


，



第五章    方程复根隔离的基本思想与统一解法 

 

 
513 

且   00 xf ， ，以    zdzd ', 为基的施图姆序列标准型的最

后多项式没有实根，则 1W W q    ，于是 

1. 若 0)
2

( 
 

d ，则
 

),,,,(
11 110

,

0 nn ddddx  


2

 
 ， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 
 ， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

2
nnq

cccc 



 


。 

2. 若 0)
2

( 
 

d ，则 1)   0)
2

( 
  dd 时，有 

 
),,,,(

11 110

,

0 nn ddddx  


),,,,(
11 110

],
2

[

nn dddd 



 


， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

],
2

[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

)|,
2

|(

2

nnWW
cccc 




 




。 

2)   0)
2

( 
  dd 时，有

 
),,,,(

11 110

,

0 nn ddddx  


),,,,(
11 110

]
2

,[

nn dddd 



 


， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


),,,,( 22 110

]
2

,[

nn
AAAA 



 


， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

)|
2

,|(

2

nnWW
cccc 



 
 




。 

证明 根据定理 2 及第一篇第一章§2 定理 3 即得。】 

当      1, ' zfzf 时，   0zf 没有重根，若方程组  #2 有解，则    zbza , 的最大公

因式  zd 的次数 1 ，      zdzfzf * ，因此   0zd 也没有重根，      1, ' zdzd ，于是

以    zdzd ', 为基的施图姆序列标准型的最后多项式是非零常数，它当然没有实根。如

果标准型的最后多项式没有实根，由定理 3 就可用普通二分法来同步计算   0zd 的单实

根
 

),,,,(
11 110

,

0 nn ddddx  


和   ),,,,( 22 110
,

0 nn
AAAAx   及 ),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





，

方法如下： 

1. 用中点
2

 
把闭区间  ,  分成两半 

 
),,,,(

11 110

,

0 nn ddddx  
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1) 若 0)
2

( 
 

d ，则
 

),,,,(
11 110

,

0 nn ddddx  


2

 
 ， 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  



2

 
 ， 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

2
nnq

cccc 



 


 

2) 若 0)
2

( 
 

d ，则   0)
2

( 
  dd 时，记 1 2

 
， 1  ；   0)

2
( 

  dd 时，

记 1  ， 1 2

 
。由定理 3，则 

 
),,,,(

11 110

,

0 nn ddddx  


),,,,(
11

11

110

],[

nn dddd  


 

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  

  
),,,,( 22

11

110

,

nn
AAAA  


 

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

cccc 
 




 

其中    0 1 1, ,x      ， 11  
2

1
 )(   。 

2. 以  1 1,  作为新的隔离区间，重复上述做法 

1) 若 0)
2

( 11 
 

d ，则 ),,,,(
11

11

110

],[

0 nn ddddx  


2
11  

 ， 

 
),,,,( 22

11

110

,

0 nn
AAAAx  



2
11  

 ， 

),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

cccc 





),,,,( 110

2
11

nnq
cccc 



 


 

2) 若 0)
2

( 11 
 

d ，则有 ),,,,(
11

11

110

],[

0 nn ddddx  


),,,,(
11

22

110

],[

nn dddd  


， 

 
),,,,( 22

11

110

,

0 nn
AAAAx  

  
),,,,( 22

22

110

,

nn
AAAA  


， 

),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

cccc 





),,,,( 110

)|,|( 22

22
nnWW

cccc 
 




 

其中    0 2 2 1 1, ,x      ， 22  
22

1
 )(   。 

3. 如此重复 N 次，可得 ),,,,(
11

11

110

],[

0 nn ddddx
NN


 


),,,,(

11 110

],[

nn dddd
NN

 


， 

),,,,( 22
11

110

],[

0 nn
AAAAx

NN


 


),,,,( 22 110

],[

nn
AAAA

NN

 


， 

),,,,( 110

)|,|( 11

11
nnWW

cccc
NN

NN










),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc

NN

NN
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其中        0 1 1 1 1, , , ,N N N Nx              ， NN  
N2

1
 )(   。若以 N 或

N 作为 0x 的近似值，则误差小于
N2

1 )(   。 

若继续这种构造区间的步骤，将得到闭区间序列，后一个闭区间包含在前一个闭

区间中，它是一递缩的闭区间套：        1 1 2 2, , , ,N N              

由于  lim limN NN N
 

 
  0

2



N


，所以两变量 N 和 N 趋向于共同的极限，设为 a，

则  ,a   ，于是
 

),,,,(
11 110

,

0 nn ddddx  


a  

 
),,,,( 22 110

,

0 nn
AAAAx  


a  

),,,,( 110

)|,|(

nnWW
cccc 





),,,,( 110 nn

a

q
cccc   。 
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§5 同实部根全集的分类判定与统一解法的关系 

定义 设
   Qx

 ,

0 ， 1W W q    ，则
   f

WW





,

 是   0zf 复根的实部点 0x 的

同实部根全集，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上共有
0xk q 个根，且

   f
WW





,

  f
x

q

0 ，

于是 1. 当直线 0xx  上的这 q 个根全是   0zf 的实根时， 0xz  是   0zf 的 q 重实根，

则称
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集。 

2. 当直线 0xx  上的这 q 个根不全是   0zf 的实根时，则称
   f

WW





,

 为有虚根

类型的同实部根全集，其中 1)   00 xf 时，称
   f

WW





,

 为有实根虚根类型的同实

部根全集；2)   00 xf 时，称
   f

WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集。 

定理 设
   Qx

 ,

0 ， 1W W q    ， l 为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l 重根，

   f
WW





,

 是   0zf 复根实部点 0x 的同实部根全集，则 

1. 
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集的充要条件是： 

d dl U U W W q        。 

2. 
   f

WW





,

 为有虚根类型的同实部根全集的充要条件是： 

d dl U U W W q        。 

其中  1) 
   f

WW





,

 为有实根虚根类型的同实部根全集的充要条件是： 

1 d dl U U W W q         ； 

2) 
   f

WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集的充要条件是： 0d dl U U    。 

证明 由题设，则   0zf 在直线 0xx  上共有 q 个根；根据第四章§3 定理 4，则有

d dl U U   ，于是 1. 直线 0xx  上的这 q 个根全是   0zf 的实根的充要条件是：

d dl U U W W q        。2. 直线 0xx  上的这 q 个根不全是   0zf 的实根的充要条件

是： d dl U U W W q        。其中 1)   00 xf 的充要条件是： 1l ；2)   00 xf 的
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充要条件是： 0l 。再由定义即得。】 

推论 设      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ， 1W W q    ， l 为非负整数， 0xz  是

  0zf 的 l重根，
   f

WW





,

 是   0zf 复根实部点 0x 的同实部根全集，则 d dl U U   ，

1l  或 0，其中 1. 1l  时，   00 xf ，
   dx

 ,

0 ， 0xz  是   0zf 的单实根，于是

1) 若 1q  ，则
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集，它只有一个元素就是

   dx
 ,

0 ；2) 若 2q  ，则
   f

WW





,

 为有实根虚根类型的同实部根全集，这个实

根就是
   dx

 ,

0 。 

2. 0l  时，   00 xf ，
   f

WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集。 

证明 由题设则   0zf 在直线 0xx  上 q个根均为单根；由第四章§3定理 4推论 2，

则 d dl U U   ， 1l  或 0，其中 1. 1l  时，   00 xf ，
   dx

 ,

0 ， 0xz  是   0zf

的单实根，再由定理即得；2. 0l  时，   00 xf ，再由定理即得。】 

例题 设
   Qx

 ,

0 ， 1Q QL U U    ，l为非负整数， 0xz  是   0zf 的 l重根，

根据第四章§3 例题，则 d dl U U   ， 1l  或 0，其中 1l  时，   00 xf ，
   dx

 ,

0 ，

  03 x
内  yfm 的标准式为   yayf mm 0 ，其中 00 ma ， 0ma 为实数； 0l  时，   00 xf ，

  03 x
内  yfm 的标准式为   ][ 10  yayf mm ，其中 00 ma ， 01  ， 10 ,ma 均为实数。 

总之，   04 x
只有一个单实根，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上只有一个单根，于

是
0

1m mf f
xk U U    个根。不妨设W W q   ，由§3 定理 5，则 

0

m mf f
xk U U   W W q    1 ， 

   f
WW





,

 是   0zf 复根实部点 0x 的同实部根全集，且
   f

WW





,

  f
x0

1
 ，由定

理则 1l  时，
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集，它只有一个元素就是

   dx
 ,

0 ，无须再求解； 0l  时，
   f

WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集，它

只有一个元素就是   0zf 在直线 0xx  上的一个非 0x 单根，需要具体求出。 

下面讨论同实部根全集的分类判定与统一解法的关系 
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设
   Qx

 ,

0 ， 1W W q    ，则
   f

WW





,

 是   0zf 复根实部点 0x 的同实部

根全集，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上共有
0xk q 个根，且

   f
WW





,

  f
x

q

0 ，  03 x

内  yfm 的标准式为 

    3
3

2
2

1
10 [ kkkkl

mm yyyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k     04 x  

其次数 1 klK ，其中 l和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0ma ，

k ,,, 21  均为实数，则 0是   04 x
的 l重根，于是 0xz  是   0zf 的 l重根，由第四章§3

定理 4 推论 1，则 d dl U U   ，其中 0l  时，   00 xf ； 1l  时，   00 xf ，
   dx

 ,

0 。

若 k 为正整数，令     3
3

2
2

1
1

kkkk yyyyyp   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



k

k ，

则 

   ypyayf l
mm 0  

实系数 k 次多项式  yp 为点 0x 的  yp ，并且   0p ，   00 p ，   0p 。 

点 0x 的以    ypyp ', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型在点 y  Ry 的变号数

分别记为 p
yV 和 p

yU ，则   0yp 共有 p pU U  个实根，   04 x
共有  p pl U U   个实根，

  0zf 在 z 平面的直线 0xx  上共有  p pl U U   个根，由§3 定理 5，则  p pl U U  

m mf fU U    W W q   ，
   f

WW





,

  f
x

q

0 。又 d dl U U   ，于是 

p pU U     d dW W U U q l         。 

根据定理，则 

1. d dl U U W W q        时，
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集，且 

p pU U     d dW W U U q l         0 ， 1l q  。 

  0yp 无实根，   04 x
没有非 0实根， 0是   04 x

的 q 重实根，   0zf 在直线 0xx  上没

有非 0x 根，
   dxz

 ,

0 是   0zf 的 q 重实根，于是这 q 个
   dx

 ,

0 就是同实

部根全集
   f

WW





,

 的全部元素。 

2. 1 d dl U U W W q         时，
   f

WW





,

 为有实根虚根类型的同实部根全集。
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这时 

p pU U     d dW W U U q l         1  

  0yp 共有 q l 个实根，由    ypyayf l
mm 0 且   00 p 可知，   04 x

共有 q l 个非 0实

根， 0 是   04 x
的 l 重实根；   0zf 在直线 0xx  上共有 q l 个非 0x 的根，

   dxz
 ,

0 是   0zf 的 l重实根，于是   0zf 在直线 0xx  上的这 q 个根就是同

实部根全集
   f

WW





,

 的全部元素。 

3. 0d dl U U    时， 
   f

WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集。这时 

p pU U  W W q     

  0yp 共有 q 个实根，由    ypayf mm 0 且   00 p 可知，  04 x
有 q 个非 0的实根，0不

是   04 x
的根；   0zf 在直线 0xx  上有 q 个非 0x 根， 0xz  不是   0zf 的根，于是

  0zf 在直线 0xx  上的这 q 个非 0x 根就是同实部根全集
   f

WW





,

 的全部元素。 

从以上讨论可以看出 1) 全实根类型的同实部根全集
   f

WW





,

 的 q 个元素就是

q 个
   dx

 ,

0 ，无须再求解；2) 对有实根虚根类型的同实部根全集
   f

WW





,

 ，

若能求得
   dx

 ,

0 的精确值 a，则 Ra ，   0aQ ，就可以用第四章的统一解法求

出   0zf 在直线 ax  上的所有根，它们就是
   f

WW





,

 的所有元素；3) 对全虚根类

型的同实部根全集
   f

WW





,

 ，若能求得
   Qx

 ,

0 的精确值 a，也可以用第四章

的统一解法求出   0zf 在直线 ax  上的所有根，它们就是
   f

WW





,

 的所有元素。 

要通过实根号运算或者计算求出
   dx

 ,

0 ，
   Qx

 ,

0 的精确值 a是有难度

的，但也不是绝无可能。假如
   dx

 ,

0 是   0zd 所有复根中重数最大的根，那么

通过以    zdzd ', 为基的施图姆序列扩展型内部的实根号运算，是可以求得 0x 的精确值

a的，
   Qx

 ,

0 也同样如此。 

如此不便就有必要探求      1, ' zfzf 条件下，   0zf 的统一近似解法。 
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§6 方程复根统一近似解法 

设      1, ' zfzf ，
   Qx

 ,

0 ， Q QL U U   ， 1W W q    ，则
   f

WW





,

 是

  0zf 复根实部点 0x 的同实部根全集，   0zf 在 z 平面直线 0xx  上共有
0xk q 个根，

且
   f

WW





,

  f
x

q

0 。在无法求得
   Qx

 ,

0 的精确值 a的情况下可以设   03 x
内

 yfm 的标准式为 

    3
3

2
2

1
10 [ kkkkl

mm yyyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k     04 x  

其次数 K l k  ，其中 l 和 k 均为非负整数但不能同时为零， 00 ma ， 0k ，且 0ma ，

k ,,, 21  均为实数，则 0是   04 x
的 l 重根， 0xz  是   0zf 的 l 重根，由第四章§3 定

理 5 推论 1，则有 Q QK L U U    ， d dl U U   ，    Q Q d dk U U U U       ，其中 0l  或

1， 0l  时，   00 xf ； 1l  时，   00 xf ，
   dx

 ,

0 。于是可求得  yfm 的次数

K l k  中 K ， l ， k 的具体数值，这就为   0zf 的近似解法创造了有利条件。 

下面介绍近似解法，根据§5 定理推论，则 

1. 1l  时，则   00 xf ，
   dx

 ,

0 ， 0xz  是   0zf 在直线 0xx  上的单实根，

于是 1) 若 1q  ，则
   f

WW





,

 为全实根类型的同实部根全集，它只有一个元素就是

   dx
 ,

0 ，无须再求解。 

2) 若 2q  ，则
   f

WW





,

 为有实根虚根类型的同实部根全集，这个实根就是

   dx
 ,

0 。根据第四章§3 定理 5 推论 2，   03 x
内  yfm 的标准式为 

    3
3

2
2

1
10 [ kkkk

mm yyyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k  

其中   1 0Q Qk U U     ， 00 ma ， 0k ，且 kma  ,,,, 210  均为实数。 

我们说 0k  ，否则假如 0k  ，则 1Q QL U U    ，   yayf mm 0 ，   04 x
只有 1 个实

根，   0zf 在直线 0xx  只有 1 个根，矛盾。于是 k 为正整数。 

若无法求得
   dx

 ,

0 的精确值 a，而通过根号计算求得其充分好的近似值 r ，
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即 

rax 0 ，其中   r ，   0rd ，但   0rd ，   0rQ  

r 是   0zf 的互素点，作点 r 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

        yfyfyfyf
rm,,,, 210                             r3  

其最后多项式  
rmf y 是非零常数。由于 r R ，   0rd ，根据第三章定理 5，则   0rf ，

我们称 rz 0 是   0zf 的一个近似的单实根。 

由多项式函数的连续性，可取  r3 内次数为 Q QK U U   的    yrfyf mm ,
00



( rmm 0 )，作为  a3 内    yafyf mm , 的近似函数，并依据 

d dl U U   1 ，   1Q Qk U U     

对  yfm0
中有关系数作适当的修改，并改称为点 r 近似的  yfm0

。假设点 r 近似的  yfm0

的标准式为 

    3
3

2
2

1
10 [

00

kkkk
mm yyyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k    r4  

其中 k 为正整数， 000
ma ， 0k ，且 kma  ,,,, 2100

 均为实数。令 

    3
3

2
2

1
1

kkkk yyyyyp   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

k ，则 

   yypayf mm 000
  

实系数 k 次多项式  yp 称为点 r 近似的  yp ，且   0p ，   00 p ，   0p 。 

作点 r 以近似的    ypyp ', 为基的施图姆序列的标准型和扩展型，标准型和扩展型

在点 y  Ry 的变号数分别记为 p
yV 和 p

yU 。 

必须说明：由于      1, ' zfzf ，若 a是   0zf 复根的实部点 0x 的精确值，   0aQ ，

则点 a的  yp 没有重根，      1, ' ypyp ，作点 a以    ypyp ', 为基的施图姆序列只有标

准型，没有扩展型，按约定：点 a的以    ypyp ', 为基的施图姆序列的扩展型=标准型，

在点 y   Ry 的变号数有 p p
y yU V 。 

事实上，   0aQ ，假如点 a的  yp 有 2重以上根，不妨设 0y 是   0yp 的 0l 重根，

且 0 2l  ，由    ypyayf l
mm 0 且   00 p ，则 00 y ， 0y 是  a4 的 0l 重非 0根，于是 1) 当

Ry 0 时， 00 iyaz  是   0zf 在直线 ax  上的 0l 重非 a根， 0 2l  ，与      1, ' zfzf
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矛盾；2) 当 Ry 0 时， 0y ， 0y 是  a4 的一对 0l 重共轭复根，假设 01 iyaz  和 02 yiaz 

分别是   0zf 的 1l 重和 2l 重根，则  0 1 2min ,l l l ，1 0 2l l  ， 2 0 2l l  ，与      1, ' zfzf

矛盾。所以，点 a的  yp 没有重根。 

但是， r 作为实部点 0x 的近似值，作点 r 以近似的    ypyp ', 为基的施图姆序列却

可能既有标准型又有扩展型。点 r 近似的  yp 必须满足的条件是： 

p pU U      1d dW W U U q          1 。 

若不满足该条件，必须对点 r 近似的  yfm0
有关系数再作适当修改，直到满足该条件为

止。 

根据该条件，则 1p pU U   ，设 1
p pV V k   ，则 1 1k  。否则，假设 0p pV V   ，

则 0p pU U   ，矛盾。 1 1p pV V k    ，   0yp 共有 1k 个各不相同的实根，由

   yypayf mm 000
 且   00 p 可知，则这 1k 个实根也是  r4 的 1k 个各不相同的非 0实根，

从而   0zf 在 z 平面直线 rx  上有 1k 个各不相同的非 r 近似根。 

我们可在  ,  内找到   0yp 实根的 1k 个隔离区间 1 1[ , ],  2 2[ , ]  ,,
1 1

[ , ]k k  ，

其中
1 11 1 2 2 k k           ，且   0jp   ，   0jp   ， 1

j j

p pV V   ， 11, 2, ,j k  。

于是   0yp 的这 1k 个各不相同的实根(同时也是  r4 的 1k 个各不相同的非 0实根)就可

表示为  
 

    












  










 

k

k

k

k

j

jj

y 



11 2
1

2

1

1

,

,,,,1  ， 1,,2,1 kj   

其中 jy 是   0yp 的
j j

p p
jl U U   重实根。由    yypayf mm 000

 且   00 p 可知， jy 是  r4

的
j j

p p
jl U U   重非 0实根。 

于是   0zf 在 z 平面直线 rx  上的 1k 个各不相同的非 r 近似根就可表示为 

 

    












  










 

k

k

k

k

j

jj

irz 



11 2
1

2

1

1

,

,,,,1  ， 1,,2,1 kj   

由第二章§2 定理 5，则 jz 是   0zf 在直线 rx  上的
j j

p p
jl U U   重非 r 近似根。 rz 0

是   0zf 近似的单实根，于是   0zf 在 z 平面直线 rx  上的近似根的个数为 

 
1 1

1 1

1 1
j j

k k
p p

j
j j

l U U 
 

       1 p pU U    W W q    
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值得注意：由于      1, ' zfzf ，如果出现近似根
0j

z 的重数 

0 0 0
2

j j

p p
jl U U     

并不说明   0zf 有 2 重以上根，仅表明它有
0j

l 个复根的近似表达式相同，而且若用另

一个比 r 更好的 1r 作为 0x 的近似值，作点 1r 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列，用同样

方法所求出的这
0j

l 个近似的根就会有不同的表达式。 

2. 0l  时，   00 xf ，
   f

WW





,

 为全虚根类型的同实部根全集。根据第四章§3

定理 5 推论 3，   03 x
内  yfm 的标准式为 

    3
3

2
2

1
10[ kkkk

mm yyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k  

其中 1Q Qk U U    ， 00 ma ， 0k ，且 kma  ,,,, 210  均为实数。 

若无法求得
   Qx

 ,

0 的精确值 a，而通过根号计算求得其充分好的近似值 r ，

即 rax 0 ，其中   r ，   0rQ ，但   0rQ 。 

r 是   0zf 的互素点，作点 r 的以    yfyf 10 , 为基的施图姆序列 

        yfyfyfyf
rm,,,, 210                           r3  

其最后多项式  
rmf y 是非零常数 我们称 r 是   0zf 复根一个近似的实部点。 

由多项式函数的连续性，可取  r3 内次数为 Q QK U U   的    yrfyf mm ,
00



( rmm 0 )，作为  a3 内    yafyf mm , 的近似函数，并依据 

0d dl U U    ， Q Qk U U    

对  yfm0
中有关系数作适当的修改，并改称为点 r 近似的  yfm0

。假设点 r 近似的  yfm0

的标准式为 

    3
3

2
2

1
10[

00

kkkk
mm yyyyayf   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

]k    r4  

其中 k 为正整数， 000
ma ， 0k ，且 kma  ,,,, 2100

 均为实数。令 

    3
3

2
2

1
1

kkkk yyyyyp   1 2

1

 



 k

 yk 1  1 2 



 k

k ，则 

   ypayf mm 000
  

实系数 k 次多项式  yp 称为点 r 近似的  yp ，且   0p ，   00 p ，   0p 。 
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余下部分与 1. 2)相同的不再赘述，所不同的是： 

1) 点 r 近似的  yp 必须满足的条件是： p pU U  W W q    。 

若不满足该条件，必须对点 r 近似的  yfm0
有关系数再作适当修改，直到满足该条件为

止。 

2)   0zf 在 z 平面直线 rx  上的近似根的个数为 

 
1 1

1 1
j j

k k
p p

j
j j

l U U 
 

    p pU U   W W q    
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