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Abstract 
The solutions of dynamical system expressed with nonlinear differential equation usually is 
shown by using time function ( )u t . But this is not unique mode, when particularly ( )u t  cannot 
be solved. In the modern theory of circuit and system, we can select three dynamical variables in 
the nonlinear system to constitute 3-dimension phase space. The mutual nonlinear relation 
among three dynamical variables can be described by a bounded space curve. This is 3-dimension 
phase portrait. The nonlinear dynamical systems of regarding 3N >  variation may constitute 
N -dimension Euclidean space. The bounded space curve cannot be represented by concretely ex-

plicit parametric form in math. It cannot be solved analytically by human. However, the graphic 
solution can be plotted by numerical simulation. If the bounded space curve is non-periodic in si-
mulation interval, this is orbital chaos of continuous time system. This paper researches the pro-
duce and property of chaos by means of the analysis method of frequency domain and theorem of 
power balance. We prove that the second order differential circuit which is constituted by mixing 
of multi-excited source with different frequency also can produce chaos. 
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摘  要 

描写动态系统非线性微分方程的解，传统习惯于用时间函数 ( )u t 表示，但这不是唯一的方式，特别是当

( )u t 的表达式解不出来的时候。现代的电路与系统理论，在动态系统中，选取合适的三个动态变量组成

一个三维的相空间，三个变量相互间的非线性关系，可以用一条有界的空间曲线来描写，这就是三维的

相图。对于 3N > 个变量可以组成 N 维的欧氏空间。这条有界的空间曲线，在数学上，不能用具体明显

的参数式表达，我们不能求出其解析解。但可以用数值仿真画出它的图形解。如果这条有界的空间曲线

在仿真的时间内是非周期的，这就是连续时间系统的轨道混沌。本文用频域的分析方法与功率平衡定理，

研究混沌函数的诞生与属性。证明具有不同频率的多个激励源的混频，构成二阶微分电路也可以产生混

沌。 
 
关键词 

混频，混沌，相图，空间曲线，非线性耦合，频域 

 
 

1. 引言 

在两个变量构成的直角坐标相平面(或称状态平面)上，画出相点连续运动的相轨迹。用相图显示两个

动态变量相互间的非线性函数关系，用这种平面相图作为方程的求解结果。这在混沌科学尚未诞生前，

上世纪的五十年代就已经在非线性微分方程中广泛应用。例如范德堡振荡的平面相图是一个闭合的周期

轨，这个典型的稳定极限环，至今学术界还无法写出它的解析解(有一些定性的近似解，也仅仅是描写相

点进入极限环后的稳态解，进入极限环前起始暂态过程的解析解描写不出来)，但它的图形解却很完美的

征服了学术界，获得广泛承认。 
在人类文明发展的历史长河中，不泛用图形解来代替解析解，推进了自然科学的向前发展。当今的

混沌相图，作为非线性微分方程的图形解，在推进非线性动态科学的发展过程中，再一次充当了这种角

色。 
相图是微分方程的图形解，它显示了动态变量间的函数关系，推广到 3N ≥ 维相空间的典型实例，如

三维系统 Lorenz 方程或蔡氏电路，描写这两个动态系统的微分方程如式(1)，其解析解的参数式如式(2)。 

( ) ( ) ( ), ,      , ,      , ,x y zx f x y z y f x y z z f x y z= = =                          (1) 

( ) ( ) ( )        x x y y t zt tz= = =                                (2) 

无法求出它的具体形式，只能用数值仿真画出其图形解，这显然是一条空间曲线，它是三个动态变

量相互关系的非线性函数，这就是混沌函数。有一些能写出具体表达式被收入数学手册的空间曲线，是

三变量函数的特殊形式，其空间图形有较明显的规律。恰恰是写不出表达式的混沌函数，才是三变量函

数的普遍形式。其空间曲线的变化并非随机无规律的，式(2)空间曲线的变化规律受式(1)的约束[1]。 
混沌相图是求不出解析表达式的微分方程的图形解，人类依靠这个图形解推进了非线性动态科学的

发展，这就是混沌科学。用三维直角座标的空间曲线表示三个动态变量的相互函数关系，其有关的定义，
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概念，推理和结论可以推广到多维的欧氏空间。非线性电路网络的微分方程写得出来，但求不出来，它

的解是一个有界的非线性函数，这样的网络在电路中千千万万，可以在这样的网络中，选出三个或以上

的动态变量，构造出三维或以上的混沌方程，一方面可用数值仿真画出其混沌的相图，论证这种网络诞

生混沌的普遍性。另方面又可用频域的分析方法与功率平衡定理，近似的求出方程解的主体基本部份，

相互印证求解结果的正确性[2]-[4]。所指千千万万网络中，有如文献[5] [6]介绍的无损耗网络，事实上是

自激振荡与外加激励源在非线性电感中的混频。 

2. 含多谐波激励源的电路网络诞生混沌 

本文举出两个例证，说明电路网络包含不同频率的三个激励源，在非线性元件中混频会诞生混沌。 
例 1：电路如图 1，由四条垂直支路 ( )1 2 1, , ,g C C ni i i i 的 KCL 可列出式(3)；由中间网孔的 KVL 可列出

式(4)；以(4)代入(3)，并经整理化简可得式(5)，图中各元件的参数如式(6)。 

( )1 2 2 3 1 1 0 1 10,    n C n CC u i C u e u e i C u g g u u + + + + − + + = =                      (3) 

( ) ( )2 3 2 1 0 2 3 2 1 0,    C n C nu u e e i C u g u u e e i C u g= + − + + = + − + +                      (4) 

( ) ( )1 2 0 1 1 0 2 1 0 2 0 1 1 1 3 1 2 2 3 21 1n nC C u g C g g C u i g g C i g ug e g e g e C e C + + + + + + + = − + −  

         (5a) 

3
1 3 ,    d dn n ni k u k u i i t= + =                                (5b) 

( ) ( ) ( )9 8 6
1 1 2 1 3 01 1000;    10 ;    10 ;    1 10000;    3 10 ;    1 1000g C C k k g− −= = = = = =          (6a) 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3sin cos ,    sin cos ,    sin cosr x r x r xe E w t E w t e E w t E w t e E w t E w t= + = + = +          (6b) 

1 1 2 2 3 327;    36;    30;    40;    35;    30r x r x r xE E E E E E= = = = = =                 (6c) 

1 2 3123456;     332211;     654321w w w= = =                         (6d) 

二阶非自治方程式(5)的解可以参考参照线性理论，其中一部份是当等式右边激励项等于零时，和起

始状态有关的齐次解或称自由分量(或自然响应)。另部份是方程的特解或称强迫解，它取决于方程右边的

激励项，和起始状态无关，线性方程的完全解是两部份解的线性迭加。而非线性方程(5)的解应该是这两

部份解的非线性耦合。然而非线性方程自由分量的解析解是求不出的，因为它是耦合解的一部份，显然

不可能单独求出来。 
以下分析，随着谐波源成份的逐步增加，网络受迫振荡性状的演变，最后会诞生混沌。 
1) 令 1 2 3 0e e e= = = ，求无激励在一定起始条件下，式(5)的自由分量，是一条趋于零的渐近曲线，

其中两个投影平面相图如图 2。自由分量最终要衰减为零，故有时又称暂态响应，受迫解有时又称稳态

响应 
2) 令 1 27rE = ， 1 36xE = ， ( )1 22 2

1 1 1 45m r xE E E= + = ， 2 3 0e e= = ，取最后的 2%相点作为进入稳态的

相图，显然到最后阶段自由分量或称暂态响应已完全消失，剩下的必然是稳态响应。在单谐波源驱动下，

受迫解是一个非正弦的周期轨如图 3。 
3) 令 1 45mE = ， 2 30rE = ， 2 40xE = ， ( )1 22 2

2 2 2 50m r xE E E= + = ， 3 0e = 在双谐波源的驱动下，受迫

解的相图已出现混沌的性状，但相图还不是十分复杂，轨线并没有充满显示范围如图 4。 
4) 令 1 45mE = ， 2 50mE = ， 3 35rE = ， 3 30xE = ， ( )1 22 2

3 3 3 46m r xE E E= + = 在三谐波源的驱动下，画

出的相图，其轨线的充满性和遍历性，已完全具备混沌的性状。其两个投影平面相图如图 5，直观而言

已很明显是一个混沌函数了，由此说明多谐波在非线性电路的混频会产生混沌。本文图题的符号采用

1u u= ， 2u u= 。 
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Figure 1. Example 1 circuit 
图 1. 例 1 电路 

 

   
(a)                                       (b) 

Figure 2. Set 1 2 3 0e e e= = =  (a) ( )1plot ,u u ; (b) ( )2plot ,u u  

图 2. 设 1 2 3 0e e e= = =  (a) 画 ( )1,u u ；(b) 画 ( )2,u u  

 

   
(a)                                      (b) 

Figure 3. Set 1 2 345, 0mE e e= = =  (a) ( )1plot ,u u ; (b) ( )2plot ,u u  

图 3. 设 1 2 345, 0mE e e= = =  (a) 画 ( )1,u u ；(b) 画 ( )2,u u  

 

   
(a)                                       (b) 

Figure 4. Set 1 2 345; 50; 0m mE E e= = =  (a) ( )1plot ,u u ; (b) ( )2plot ,u u  

图 4. 设 1 2 345; 50; 0m mE E e= = =  (a) 画 ( )1,u u ；(b) 画 ( )2,u u  
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(a)                                  (b) 

Figure 5. Set 1 2 345; 50; 46m m mE E E= = =  (a) ( )1plot ,u u ; (b) ( )2plot ,u u  

图 5. 设 1 2 345; 50; 46m m mE E E= = =  (a) 画 ( )1,u u ；(b) 画 ( )2,u u  

 
3. 用仿真相图求证受迫振荡的混沌态 

此处所指混沌态是指，在仿真 Ts 时间内画出的相图是非周期的。如果在 Ts 时间内画出的相图只有

起始线头，没有终止线头，说明轨线经过一定暂态过程后最后形成闭轨，或者去除初始的暂态部份，留

下最后的稳态部份是一个闭轨，说明是一个周期振荡。如果在仿真时间内画出的相图，仍出现终止线头，

说明在 Ts 时间内尚未形成闭轨是非周期的。由于在 Ts 时间内画出的相图，遍历性的充满整个相平面，

从直观而言，无法发现是否有终止线头，也就无法分清轨线最后是否闭合。 
因而，当代求证混沌相图的非周期性，有一种方法是用李亚普诺夫指数，这种方法是相图画出后，

无法直观判出其周期性。再用李指数运算程序重新运行一遍，求证相邻两条轨线分离性的数值统计平均

值。这种方法的求证结果，仍然和李亚普诺夫指数运算程序的运行时间有关，不同运行时间有不同结果。 
如果我们是在作图的过程中，分段观察轨线的描写过程，就可以发现在仿真时间 Ts 的最后阶段，轨

线是否重复进入前面的轨道。设作图语句先画出 0.90 Ts - 0.95 Ts 的相图 A，如果在这个相图内没有终止

线头，说明轨线已进入重复性轨道，再画出 0.90 Ts - Ts 的相图 B，必然有 A 与 B 相同吻合。如果相图 B
与 A 的轨线并不相同，而是轨线增多比相图 A 更加稠密，更加密集的遍布整个相平面，说明在 0.95 Ts - 
Ts 的间隔内，轨线没有重复性的进入前面的轨道，轨线还在继续延长。则相图在 Ts 时间内是非周期的。 

本文的图 6 至图 8，画 0 500n = 万点，记 998 0 0.998n n= × ， 999 0 0.999n n= × ，用 ( )998 999:n n 表示取最

后的 998‰至 999‰相点画相图(a)。用 ( )998 0:n n 表示取最后的 998‰至 1000‰相点画相图(b)。比较两图

可以发现，图(b)的轨线比图(a)更加稠密，说明画到 500 万点的最后阶段，在时间 Ts 内没有完成一个周

期是混沌的。 

4. 主谐波解的混沌态与周期态 

4.1. 主谐波解是一个周期函数 

画一个相图，在较短 Ts 时间内是非周期的，延长仿真时间 Ts 可能是周期的。为了说明相图的周期

性与仿真时间 Ts 密切相关。我们近似的求出它的主体基本部份主谐波解[7]-[10]。 
Mathematica 用两个程序求出例 1 的主谐波解如式(7)，这是一个包含三个谐波的周期函数。三个激励

频率 ( )1 2 3, ,w w w 如式(6d)。第一个程序 Main harA.nb 采用谐波平衡原理求解，程序运算中忽略非主谐波的

影响。第二个程序 Power balance.nb 采用功率平衡原理求解，此程序用相量法列出三个主谐波成份的 KCL
与 KVL，不是各自求出三个主谐波而后迭加，三个成份是非线性耦合相互关联的，因而三个复数方程要

联合求解。两个程序求解结果是一致的如式(7)。两种方法相互印证求解结果的正确性。 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 3 1 2 31.64Cos 14.71Cos 8.31Cos 6.27Sin 4.58Sin 12.68Sinu w t w t w t w t w t w t= + − + + −      (7) 
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(a)                                      (b) 

Figure 6. (a) ( ) ( )1 998 999plot ,  :u u n n ; (b) ( ) ( )1 998 0plot ,  :u u n n  

图 6. (a) 画 ( )1,u u 从 998‰至 999‰；(b) 画 ( )1,u u 从 998‰至 1000‰ 

 

        
(a)                                      (b) 

Figure 7. (a) ( ) ( )1 2 998 999plot ,  :u u n n ; (b) ( ) ( )1 2 998 0plot ,  :u u n n  

图 7. (a) 画 ( )1 2,u u 从 998‰至 999‰；(b) 画 ( )1 2,u u 从 998‰至 1000‰ 

 

        
(a)                                      (b) 

Figure 8. (a) ( ) ( )2 998 999plot ,  :u u n n ; (b) ( ) ( )2 998 0plot ,  :u u n n  

图 8. (a) 画 ( )2,u u 从 998‰至 999‰；(b) 画 ( )2,u u 从 998‰至 1000‰ 

 
本文的图 9 至图 12 用 Mathematica 程序的作图语句画相图。程序 Long-cycle.nb 显示，( )1 2 3, ,w w w 的

最大公约数即主谐波解的基频 0 3ω = 弧/秒，或 ( ) ( )0 0 2π 3 6.2832 Hzf ω= = ，用微妙 ( )μs 做为计算单位，

则周期 62.0944 10 μsT = × ，由于周期太长，如果画一周期的相图，其轨线遍布充满整个显示范围，染成

一片黑色。如图 9 只画出一周期的五千份之一，轨线的密集性，遍布性，充满性已无法看清轨线有否初

始和终止线头。 

{ } { }1ParametricPlot , , ,0, 100000u u t T                             (8) 

{ } ( ){ }1ParametricPlot , , , , 100000u u t T T T                            (9) 
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Figure 9. Phase portrait of the T/5000 
图 9. 五千份之一周期的相图 

 

 
Figure 10. Phase portrait of the T/100,000 
图 10. 10 万份之一周期的相图 

 

 
Figure 11. { } { }1Parametric plot , , ,0,u u t T    

图 11. 画一周期的相图 ( )1,u u  

 

 
Figure 12. { } { }1Parametric plot , , ,0,0.95u u t T ∗    

图 12. 画 95%周期的相图 ( )1,u u  
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程序 Long-cycle.nb 用参数式的作图语句画相图，如果将仿真时间 Ts 缩短到十万份之一，就能看

到相图的轨线有起始与终止线头，为了求证式(7)的周期，程序 Long-cycle.nb 用式(8)和(9)两个作图语

句，画出两个完全相同的相图如图 10，第一作图语句式 (8)，作图的起始点 0t =  μs，终止点

Ts 100000 20.944t T= = =  μs。第二作图语句式(9)，作图的起始点 t T= μs，终止点 ( )20.944t T= + μs，
两作图语句轨线均仅仅包含一周期的十万份之一。程序显示的两个相图完全吻合一致，证明周期函数式

(7)的周期是T ，图 10 只画出一周期十万份之一的轨线，可发现图中有很明显的初始和终止线头。 
以上说明，尽管式(7)是一个周期函数，但如果仿真时间 Ts 较长，轨线最终是否闭合是看不清的，例

如图 9。在这种情况下，一个完整周期的相图黑蓝色涂满整个显示范围，其性状是看不清的。如果仿真

时间较短例如图 10，在仿真时间内可明显的看出有初始和终止线头是非周期的。式(7)是主谐波平衡方程

的解，显然是周期的，但如果作图语句的时间间隔取 Ts 5000T T= < ，则可显示为非周期的。 

4.2. 取公共基频 5
0 10ω = 弧/秒求主谐波解的周期态 

如果我们构造一个周期较短的周期函数，则可在 Mathematica 程序作图时间内画出一个完整周期的

相图。譬如例 1 取三个激励角频率都是 5
0 10ω = 的整数倍; 用程序 Main harB.nb 求主谐波解如式(10)，它

的公共基频 ( )5
0 0 6.2832 10 6.2832  Hzf ω= = ，周期 62.83 μsT = 。式中含基波 1 0ω ω= ，三次谐波 2 03ω ω= ，

六次谐波 3 06ω ω= 是一个周期函数。 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 3 1 2 32.77Cos 14.54Cos 8.61Cos 7.14Sin 3.71Sin 12.40Sinu t t t t t tω ω ω ω ω ω= + − + + −    (10a) 

1 2 3100000;     300000;     600000ω ω ω= = =                        (10b) 

程序 Short-cycle.nb 用作图语句画两个相图，图 11 画一个完整周期的相图，可以看清是一个多循环

的闭合周期轨，含三个正弦波的合成；图 12 画 95%周期的相图，明显发现有起始线头和终止线头。 

4.3. 取公共基频 0 0 1ω = . 弧/秒求主谐波解的周期态 

如果我们构造一个周期更长的周期函数，当例 1 取三个激励角频率都是 0 0.1ω = 的整数倍时；用程

序 Main harC.nb 求主谐波解如式(11)，与式(7)比较可发现，除了三个主谐波频率增加小数点后的尾数，

此外，式(11)与式(7)是完全相同地。 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 3 1 2 31.64Cos 14.71Cos 8.31Cos 6.27Sin 4.58Sin 12.68Sinu w t w t w t w t w t w t= + − + + −   (11a) 

1 2 3123456.1;     332211.1;     654321.1w w w= = =                     (11b) 

式(11)的公共基频 ( )0 0 6.2832 0.1 6.2832  Hzf ω= = ，周期 62.83T = 秒。式中没有基波，有三个主

谐波 1 01234561w ω= ， 2 03322111w ω= ， 3 06543211w ω= 。 
程序 Very-long-cycle.nb 用 MATH 作图语句说明，周期已发生变化。如果周期取 6.283 秒，用式(8)

和(9)两个作图语句，画出的两个相图完全不同，证明在含有尾数的情况下，受迫振荡的周期 6.283T ≠ 。

如果周期取 62.83T = 秒，则画出的两个相图完全相同。证明周期已延长到 62.83T = 秒。以上说明，三个

主频率增加小数后的尾数，用 MATH 作图可发现两者的周期有明显的不同。 

5. 公共基频取 5
0 10ω = 弧/秒，求仿真解的周期态 

如果例 1 取三个激励频率都是 510 弧/秒的整数倍如式(10b)，用 Matlab 的 Simulink 画式(5)的仿真相

图，如果作图语句的 0 100n = 万点，可发现画最后 10%相点的相图与画最后 1%相点的相图是完全一致

的如图 13，说明轨线已进入重复的轨道。如图 13 是其中的两个平面投影，显然是一个周期解，但用 Fourier
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级数分解出的谐波，除了如式(10)的三个主谐波以外，由于三个激励频率在非线性元件混频，还会产生众

多的倍频与组合频率成份，因而相图 11 和图 13 的形状是不同的。但两图振荡范围的横座标是很近似的。

即使将作图语句的 0n 延长增多到 500 或 1000 万点，其轨线始终在重复，相图恒保持不变。 
事实上，用 Matlab 的 Simulink 画相图全部是周期解。即使例 1 取原来三个激励角频率如式(6b)都是

3 弧/秒的整数倍，这时振荡周期 ( )2π 3 秒，只要非线性特性高次方项的幂次是整数，则任何角频率成份

都是基频的整数倍，画出的相图也是周期解，只不过是因周期太长，我们在仿真时间 ( )Ts 6.283 3< 秒内

显示为非周期的混沌。即使计算机的内存能允许仿真时间延长到 ( )Ts 6.283 3> 秒，这时的相图应该形成

闭轨；但轨线遍历性的充满整个显示范围，最后应该没有终止线头的结果根本看不出来。 

6. 多谐波混频诞生混沌的普遍性 

只要将电路网络的结构与元件参数做适当变化，又可构造出另一混沌方程。 
例 2：电路如图 14，由四条垂直支路的 KCL 可列式(12a)；由中间网孔的 KVL 可列出式(12b)；以(12b)

代入(12a)，并经整理化简可得式(13)，图中各元件的参数如式(14)。此例的很多性质和例 1 是很类似的。 

( ) ( )3 1 3 10,     0n L n LCu i i e u e Cu i i e u e+ + + + − = + + + + − = 

                     (12a) 

( )2 3 3 2,     L LLi e e u i e u e L+ = + = + −                           (12b) 

( ) ( )1 3 2 3 1 1nu ug C au i C a e e e e g C+ + + = − − − −

                        (13a) 

2 3
1 2 3 ,    d dn n ni k u k u k u i i t= + + =                            (13b) 

( )8 3 5 5 6 11
1 1 2 34 1000,    10 ,    10 ,    2 10 ,    8 10 ,    1 10 ,    1 10g C L k k k a CL− −= = = = = = = =    (14a) 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3sin cos ,     sin cos ,     sin cosr x r x r xe E w t E w t e E w t E w t e E w t E w t= + = + = +        (14b) 

1 1 2 2 3 3 1 2 218,    24,    20,    15,    13.2,    17.6,    30,    25,    22r x r x r x m m mE E E E E E E E E= = = = = = = = = (14c) 

1 2 3123456;     332211;     654321w w w= = =                        (14d) 

 

     
(a)                                     (b) 

Figure 13. (a) ( )1plot ,u u ; (b) ( )2plot ,u u  

图 13. (a) 相图 ( )1,u u ；(b) 相图 ( )2,u u  

 

 
Figure 14. Example 2 circuit 
图 14. 例 2 电路 

-40 -20 0 20 40-4

-2

0

2

4 x 107

-40 -20 0 20 40-4

-2

0

2

4x 1013



多激励源混频构成的混沌 
 

 
156 

6.1. 谐波成份增多相图性状的演变类似于例 1 

1) 当 1 2 3 0e e e= = = ，在一定起始条件下，式(13)的自由分量，是一条趋于零的渐近曲线，如相图 15。 
2) 当 1 30mE = ， 2 3 0e e= = ，取最后的 1%相点做为进入稳态的相图，到最后阶段自由分量已完全消

失，剩下的稳态响应。在单谐波源驱动下，受迫解是一个非正弦的周期轨如相图 16。 
3) 当 1 30mE = ， 2 25mE = ， 3 0e = 在双谐波源的驱动下，受迫解的相图已出现混沌的性状，如相图 17。 
4) 当 1 30mE = ， 2 25mE = ， 3 22mE = 在三谐波源的驱动下，画出的相图，其轨线的充满性和遍历性，

已完全具备混沌的性状如图 18，直观而言已很明显是一个混沌函数了，由此说明多谐波在非线性电路的

混频会产生混沌。图中符号 1u u= ， 2u u= 。 
 

 
Figure 15. e1 = e2 = e3 = 0 plot (u, u1) 
图 15. e1 = e2 = e3 = 0 画(u, u1)  

 

 
Figure 16. E1m = 30, e2 = e3 = 0 plot (u, u1) 
图 16. E1m = 30, e2 = e3 = 0 画(u, u1) 

 

 
Figure 17. E1m = 30, E2m = 25, e3 = 0 plot (u, u1)  
图 17. E1m = 30, E2m = 25, e3 = 0 画(u, u1) 

 

 
Figure 18. E1m = 30, E2m = 25, E3m = 22, plot (u, u1)  
图 18. E1m = 30, E2m = 25, E3m = 22, 画(u, u1) 
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程序 Example-21/22/23. nb 求式(13)三种情况下的主谐波解如式(15)，其最大值 maxu 和仿真相图横座

标的最大值是相当接近的。 
[ ] [ ]1 113.86Cos 5.5303Sinu w t w t= −                            (15a) 

[ ] [ ] [ ] [ ]1 2 1 213.7Cos 13.9Cos 4.8Sin 9.0Sinu w t w t w t w t= − − +                  (15b) 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 3 1 2 313.6Cos 13.1Cos 3.2Cos 4.4Sin 8.6Sin 13.1Sinu w t w t w t w t w t w t= − + − + −      (15c) 

对应于单谐波源驱动的情况，用程序 Example-21.nb 求出式(15a)是图 16 的基波解，其中要注意，偶

次方项的展开对基波没有贡献[11] [12]。对应于两个谐波源驱动的情况，用程序Example-22.nb求出式(15b)
是图 17 的主谐波解，对应于三个谐波源驱动的情况，用程序 Example-23.nb 求出式(15c)是图 18 的三个

主谐波解。 

6.2. 用仿真相图求证受迫振荡的混沌态 

在三个谐波源驱动下，图 19 画 0 200n = 万点，记 99 0 0.99n n= × ， 98 0 0.98n n= × ，用 ( )98 99:n n 表示取

最后的 98%至 99%相点画相图 19(a)。用 ( )98 0:n n 表示取最后的 98%至 100%相点画相图 19(b)。比较两图

可以发现，图 19(b)的轨线比图 19(a)更加稠密，说明画到 200 万点的最后阶段并没有完成一个周期，是

混沌的。事实上，图 19(a)的轨线加上图 18 的轨线(最后的 99%至 100%相点画出的)就是相图 19(b)。 

6.3. 公共基频取 5
0 10ω = 弧/秒，求仿真解的周期态 

如果例 2 取三个激励频率都是 5
0 10ω = 弧/秒的整数倍如式(10b)，周期 ( )52π 10T = 秒 62.83 μs= 。用

Matlab 的 Simulink 画式(13)的仿真相图，其振荡周期大大缩短，如果作图语句的 0 100n = 万点，可以发现

画最后 90%至 95%的相点与画最后 90%至 100%的相点，两个相图是完全一致的如图 20，说明轨线已进

入重复的轨道。图 20 是其中的两个平面投影，显然是一个多循环的周期解。 
 

              
(a)                                        (b) 

Figure 19. (a) ( ) ( )( )98 99 1 98 99plot : , :u n n u n n ; (b) ( ) ( )( )98 99 2 98 99plot : , :u n n u n n  

图 19. (a) 画 ( )1,u u 从 98%至 99%；(b) 画 ( )2,u u 从 98%至 100% 
 

        
(a)                                  (b) 

Figure 20. (a) ( ) ( )( )9 0 1 9 0plot : , :u n n u n n ; (b) ( ) ( )( )9 0 2 9 0plot : , :u n n u n n  

图 20. (a) 画 ( )1,u u 从 90%至 100%；(b) 画 ( )2,u u 从 90%至 100% 
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7. 结论 

1) 混沌是非线性微分方程的图形解，它的一切属性取决于微分方程本身的属性(例如微分方程是确定

性的，则混沌相图也是唯一确定的)。任何超越或违背微分方程基本理论的任何解释都是错误的，如果这

其间出现矛盾，问题一定是出在数值仿真的算法，特别是算法的精度。混沌的解析表达式在任何数学手

册里找不到，根本写不出来。如果写得出其表达式 ( )s t ，用 ( )s t 代入原方程，它必须满足方程的平衡。

因而对混沌图形(相图)的定性分析，要紧紧依靠它和微分方程的相关性。例如著名的 Lorenz 方程，其偶

次方的非线性项，和双翅膀蝴蝶型的相图相联系；典型的蔡氏电路，其奇次方的非线性项和双涡卷型的

相图相联系。多翅膀和多涡卷的相图，不管多到什么复杂程度，它也是一条庞大的空间曲线，如果能写

出它的参数式，代入原方程也必须满足方程的平衡(否则它就不是方程的解) [13] [14]。研究混沌相图的性

状，一定和只能从画出相图的微分方程着手，这其中最困难的是，相图的性状不但与方程的表达式有关，

且与式中的常数密切相关，其中的相关规律无法解析的分析出来。 
2) 本文用频域的分析方法得出有价值的重要结论。我们比较两种情况，第一种，如果三个激励频率

取式(6d)，则式(5)的的基频是 3 弧/秒，周期 ( )6.2832 3T = 秒。如果考虑Ts T< ，求含有非主谐波的仿真

解就可得出解的混沌态如例 1 的图 6 至图 8，例 2 的图 19。 
第二种，如果三个激励频率取式(10b)，则例 1 或例 2 的周期 62.83 μsT = ，包含非主谐波在内的仿

真解包含更多的谐波，非线性方程的周期解显示为如例 1 的图 13 和例 2 的图 20。 
两种情况很有力的说明，非线性微分方程的表达式完全一样，比较式(6d)和式(10b)可以发现，三个

激励频率的差别也没有超过一个数量级。但方程解的性状发生质的根本性变化。近代非线性科学的迅猛

发展说明，非线性方程解的性状和方程中参数的微小变化密切相关。归根结底只有周期的长短之分。要

区分周期与非周期必须首先定义仿真时间。 
3) 本文提出的两个例证说明，频率不同的多个激励源的混频会诞生混沌，电路图结构与电路元件参

数多种多样的变化，可以构造出多种多样的混沌方程。此类电路的特点是有一个非线性正性电阻，没有

自激振荡。网络中包含有适当的储能元件，由此组成的二阶动态电路网络，普遍能诞生混沌。这类电路

有广泛的实用价值。 
无损耗电路诞生混沌要构造非线性电感，蔡氏电路构造负性电导要用有源器件，混频电路只要有一

个普通的正性非线性电阻就可以了，其他的都是通常的线性器件，并且对非线性特性没有苛刻的要求，

本文两个例证的非线性特性是不同的。实际的非线性电阻，高次方项可能是非整数幂次，则混频后展开

为谐波，包含有倍频与组合频率成份，其公共基频可能小于 3 弧度/秒，则周期会延长到大于(6.2832/3)
秒，在一定仿真时间内，更可以诞生混沌。由此要构造一个混沌信号发生器是普遍可行的。 

4) 对于已求出主谐波解的式(7)与(10)，本文用 Mathematica 程序的作图语句画相图 9 至图 12。对于

其他的动态方程，用 Matlab 的 Simulink 画相图。 
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Mathematica程序(按文中出现的先后排序) MainharA.nb; Powerbalance.nb; Long-cycle.nb; MainharB.nb; 
Short-cycle.nb; MainharC.nb; Very-long-cycle.nb; Example-21. nb; Example-22. nb; Example-23. nb. 
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